
7 Sistema con muchas part́ıculas

Hasta el momento, hemos limitado nuestro estudio a sistemas con una o dos masas

puntuales. Llegó la hora de extender nuestro estudio a sistemas con un número

arbitrario de part́ıculas.

7.1 Sistemas con muchas part́ıculas

Las definiciones de momento angular y torque son particularmente útiles cuando

lidiamos con sistemas de involucrando muchas part́ıculas. Consideremos un sistema

compuesto por N part́ıculas. Denotaremos la posición de cada part́ıcula como ~ri, con

i = 1, · · · , N . La siguiente figura muestra la situación a la cual estamos enfrentados:

O
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�ri
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<latexit sha1_base64="qHXsMYu3Q9ZwL1htq7AucZzMXL8=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPci+3y9XvKo3B14lfk4qkKPRL3/1BjFNJVOWCmJM1/cSG2REW04Fm5Z6qWEJoWMyZF1HFZHMBNn81Ck+c8oAR7F2pSyeq78nMiKNmcjQdUpiR2bZm4n/ed3URldBxlWSWqboYlGUCmxjPPsbD7hm1IqJI4Rq7m7FdEQ0odalU3Ih+Msvr5LWRdWvVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bh0uowx00oAkUhvAMr/CGBHpB7+hj0VpA+cwx/AH6/AH+v42h</latexit>
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<latexit sha1_base64="uDZq4sFCngv8g9RDP967Ochz4kU=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoN6CXjxJRPOAZAmzk9lkyDyWmVkhLPkELx4U8eoXefNvnCR70MSChqKqm+6uKOHMWN//9gorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gaVSqCW0QxZVuR9hQziRtWGY5bSeaYhFx2opGN1O/9US1YUo+2nFCQ4EHksWMYOukB9G765UrftWfAS2TICcVyFHvlb+6fUVSQaUlHBvTCfzEhhnWlhFOJ6VuamiCyQgPaMdRiQU1YTY7dYJOnNJHsdKupEUz9fdEhoUxYxG5ToHt0Cx6U/E/r5Pa+DLMmExSSyWZL4pTjqxC079Rn2lKLB87golm7lZEhlhjYl06JRdCsPjyMmmeVYPz6tX9eaV2ncdRhCM4hlMI4AJqcAt1aACBATzDK7x53Hvx3r2PeWvBy2cO4Q+8zx8qwo2+</latexit>

�r1

<latexit sha1_base64="f+M4kjZPwdxQ9s0rgUNHzae/CFA=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsJ+3SzSbubgol9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWju5nfGqPSPJaPZpKgH9GB5CFn1Fip3R0jI6rn9coVt+rOQVaJl5MK5Kj3yl/dfszSCKVhgmrd8dzE+BlVhjOB01I31ZhQNqID7FgqaYTaz+b3TsmZVfokjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiaoV72ZuJ/Xic14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZs+TPlfIjJhYQpni9lbChlRRZmx EJRuCt/zyKmleVL3L6s3DZaV2m8dRhBM4hXPw4ApqcA91aAADAc/wCm/Ok/PivDsfi9aCk88cwx84nz9mSo+S</latexit>

�rN

<latexit sha1_base64="Bob553ohIUzg+Wabpkp4xwB+LEY=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiSCOYByRJmJ73JkNnZdWY2EEJ+wosHRbz6O978GyfJHjSxoKGo6qa7K0gE18Z1v53c2vrG5lZ+u7Czu7d/UDw8aug4VQzrLBaxagVUo+AS64Ybga1EIY0Cgc1geDvzmyNUmsfy0YwT9CPalzzkjBortTojZER177vFklt25yCrxMtICTLUusWvTi9maYTSMEG1bntuYvwJVYYzgdNCJ9WYUDakfWxbKmmE2p/M752SM6v0SBgrW9KQufp7YkIjrcdRYDsjagZ62ZuJ/3nt1IRX/oTLJDUo2WJRmApiYjJ7nvS4QmbE2BLKFLe3EjagijJjIyrYELzll1dJ46LsVcrXD5VS9SaLIw8ncArn4MElVOEOalAHBgKe4RXenCfnxXl3PhatOSebOYY/cD5/AJI+j68=</latexit>

En esta situación debemos administrar N ecuaciones de movimiento debido a la se-

gunda ley de Newton:

mi~ai = ~Fi, i = 1, · · · , N. (7.1)

donde ~ai = d
2
~ri/dt

2. La fuerza ~Fi corresponde a la suma de todas las fuerzas que

actúan sobre la part́ıcula i. Esta fuerza puede ser ~Fi separada en dos grupos: fuerzas

internas y fuerzas externas:
~Fi = ~F

int
i + ~F

ext
i . (7.2)

Las fuerzas internas son aquellas debido a la influencia de otras part́ıculas consti-

tuyentes. Por ejemplo, sobre la part́ıcula i influyen la part́ıcula 1 ejerciendo una
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fuerza F1i, la part́ıcula 2 con una fuerza F2i, etc. Es decir, podemos escribir:

~F
int
i =

NX

j=1

~Fji, (7.3)

donde ~Fji es la fuerza que la part́ıcula j ejerce sobre i. Notemos que esta suma

también incluye la i-ésima part́ıcula. Vamos a postular que la fuerza interna que la

i-ésima part́ıcula ejerce sobre śı misma es ~Fii = 0. Notemos que esto es consistente

con la tercera ley de Newton, que asevera que ~Fji = �~Fij (pero cuidado, la tercera ley

de Newton se aplica a agentes distintos, y no es necesariamente válida para establecer

como un agente reacciona a su propia influencia). Por su parte, ~F
ext
i contiene todas

las fuerzas ejercidas por agentes externos, para los cuales las part́ıculas i = 1, · · · , N

no forma parte de sus constituyentes. Ahora, si sumamos todas las ecuaciones de

movimiento, obtenemos:

X

i

mi
d
2

dt2
~ri =

X

ij

~Fji +
X

i

~F
ext
i . (7.4)

Para simplificar esta expresión, conviene introducir el concepto de centro de masas.

Definiremos la posición del centro de masas ~rCM como:

~rCM ⌘
1

Mtot

X

i

mi~ri, (7.5)

donde Mtot ⌘
P

i mi es la masa total del sistema de muchas part́ıculas. Entonces, la

velocidad y aceleración del centro de masas son:

~vCM ⌘
d

dt
~rCM =

1

Mtot

X

i

mi
d

dt
~ri, ~aCM ⌘

d
2

dt2
~rCM =

1

Mtot

X

i

mi
d
2

dt2
~ri. (7.6)

Luego, podemos re-escribir (7.4) de la siguiente manera

Mtot~aCM = ~F
int
tot + ~F

ext
tot , (7.7)

donde ~F
ext
tot =

P
i
~F
ext
i y ~F

int
tot =

P
ij
~Fji. Podemos simplificar esta ecuación un poco

más al notar que la suma ~F
int
tot =

P
ij
~Fji debe anularse. En efecto, notemos que,

gracias a la tercera ley de Newton, tenemos

~F
int
tot = �

X

ij

~Fij. (7.8)
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Luego, intercambiando i por j, en el lado derecho de esta expresión, el resultado no

puede cambiar (pues solo estamos cambiando las etiquetas de las cantidades sumadas

sin cambiar el resultado) obtenemos ~F
int
tot = �

P
ji
~Fij. Sin embargo, dado que el

orden de las sumas no puede alterar el resultado (
P

ji =
P

ij), finalmente obtenemos:

~F
int
tot = �

X

ij

~Fji, (7.9)

lo cual necesariamente implica ~F
int
tot = �~F

int
tot , o simplemente ~F

int
tot = 0. Por cierto, esto

es consistente con nuestro postulado inicial de que ~Fii = 0. En efecto, notemos que
~F
int
tot es la fuerza interna del sistema completo, compuesto por N part́ıculas, pensada

como una sola part́ıcula y, por lo tanto, esta cantidad debiera ser nula. Para continuar,

gracias a ~F
int
tot = 0 la ecuación (7.7) adquiere la forma

Mtot~aCM =
X

i

~F
ext
i . (7.10)

Este es un resultado notable. Nos dice que, si omitimos la estructura interna del

sistema de N -part́ıculas, éste puede ser pensado como una sola part́ıcula de masa

Mtot con posición ~rCM. La ecuación de movimiento dictando el movimiento de dicha

part́ıcula tiene la forma de la segunda ley de Newton, donde la fuerza total corresponde

a la suma de todas las fuerzas externas actuando sobre cada part́ıcula. Por ejemplo,

la Tierra es un conjunto de muchas part́ıculas, las cuales incluyen nuestras propias

células y, al mismo tiempo, los átomos que las conforman. Aún aśı, para comprender el

movimiento de la Tierra en el espacio (sin atender qué le ocurre a sus constituyentes)

basta preocuparse del centro de masas, y la fuerza externa que actúa sobre cada

pedazo de la tierra (por ejemplo, la fuerza de gravedad que el Sol ejerce sobre cada

uno de nosotros al igual que cada otro trozo que forma parte de la Tierra).

7.2 Momento angular y torque de un sistema de part́ıculas

Extendamos ahora la definición de momento angular o torque para sistemas con

varias part́ıculas. El momento angular y el torque para un sistema de N -part́ıculas

con respecto a un punto fijo P vienen definidos como:

~LP ⌘

X

i

~L
i
P , ~⌧P ⌘

X

i

~⌧
i
P , (7.11)
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donde ~L
i
P y ~⌧

i
P son el momento angular y torque debido a la i-ésima part́ıcula (con

respecto al punto fijo P ):

~L
i
P = mi(~ri � ~rP ) ⇥ ~vi, (7.12)

~⌧
i
P = (~ri � ~rP ) ⇥ ~Fi. (7.13)

Recordemos que la ecuación (2.165) es válida para cada part́ıcula individual. Es decir,

se debe satisfacer
d

dt

~L
i
P = ~⌧

i
P . (7.14)

Luego, sigue que el momento angular y el torque del sistema completo también deben

satisfacer
d

dt

~LP = ~⌧P . (7.15)

Al igual que en la discusión de la sección anterior, separemos la fuerza que aparece

en (7.13) en una fuerza debido a agentes internos y otra debido a agentes externos.

Esta separación nos permite escribir

~⌧P = ~⌧
int
P + ~⌧

ext
P . (7.16)

donde ~⌧
int
P =

P
i(~ri � ~rP ) ⇥ ~F

int
i y ~⌧

ext
P =

P
i(~ri � ~rP ) ⇥ ~F

ext
i . Recordemos que

~F
int
i =

P
j
~Fji. Luego, vemos que

~⌧
int
P =

X

ij

(~ri � ~rP ) ⇥ ~Fji. (7.17)

Notemos que ~rP no se ve afectado por las sumas, por lo que
P

ij ~rP ⇥ ~Fji = ~rP ⇥
P

ij
~Fji = 0. Luego, la expresión anterior se simplifica un poco

~⌧
int
P =

X

ij

~ri ⇥ ~Fji. (7.18)

Re-escribamos esta expresión separándola en dos términos idénticos

~⌧
int
P =

1

2

X

ij

~ri ⇥ ~Fji +
1

2

X

ij

~ri ⇥ ~Fji. (7.19)

Ahora podemos intercambiar i por j en el segundo término, sin alterar el resultado.

Esto nos da

~⌧
int
P =

1

2

X

ij

~ri ⇥ ~Fji +
1

2

X

ji

~rj ⇥ ~Fij. (7.20)
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Luego, usando ~Fij = �~Fji y
P

ji =
P

ij, obtenemos

~⌧
int
P =

1

2

X

ij

(~ri � ~rj) ⇥ ~Fji. (7.21)

Para poder avanzar, debemos introducir un nuevo elemento a la discusión. Asumire-

mos que el sistema está constituido de elementos que interactúan de manera fun-

damental. Esto quiere decir que los pares de part́ıculas solo pueden interactuar

atrayéndose o repeliéndose a lo largo de la ĺınea que las une. En otras palabras

asumiremos que:
~Fij / (~rj � ~ri). (7.22)

Recordemos que este corresponde al resultado (3.156) de nuestra discusión acerca

de interacción entre pares de part́ıculas, cubierta en la sección 3.15. Utilizando este

resultado de regreso en (7.21), finalmente obtenemos:

~⌧
int
P = 0. (7.23)

Es decir, el torque de un sistema de muchas part́ıculas solo incluye contribuciones de-

bido a fuerzas externas (~⌧P = ~⌧
ext
P ). Este es un resultado muy importante y poderoso,

que nos permitirá lidiar con sistemas tales como sólidos ŕıgidos, los cuales estudiare-

mos dentro de un momento.

7.3 Reglas de suma

Si comparamos el momento angular con respecto a dos puntos fijos P y P
0 distintos,

usando (7.12), es directo comprobar que

~LP 0 � ~LP =
X

i

mi(~rP � ~rP 0) ⇥ ~vi. (7.24)

Notemos que la diferencia ~rP 0 � ~rP no depende de la etiqueta i con la cual se suma,

por lo que podemos re-escribir este resultado como:

~LP 0 = ~L
P
P 0 + ~LP ,

~L
P
P 0 ⌘ Mtot(~rP � ~rP 0) ⇥ ~vCM (7.25)

A esta relación se le llama una regla de suma. Nos permite calcular el momento

angular con respecto a un punto fijo P
0 directamente a partir de el momento angular

~LP . Notemos que ~L
P
P 0 puede ser pensado como el momento angular del sistema con
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respecto al punto P
0, como si éste estuviese localizado en la posición ~rP . Es directo

comprobar que una relación similar se cumple para el torque:

~⌧P 0 = ~⌧
P
P 0 + ~⌧P , ~⌧

P
P 0 ⌘ (~rP � ~rP 0) ⇥ ~F

ext
tot . (7.26)

A partir de (7.15), es directo comprobar que

d

dt

~L
P
P 0 = ~⌧

P
P 0 . (7.27)

Estos resultados nos permiten quitar nuestra preocupación sobre un punto fijo P en

particular. A partir de ahora, podemos calcular el momento angular y torque con

respecto al origen O. Luego, si fuera necesario conocer estas cantidades a partir de

otros puntos, simplemente utilizamos las reglas de suma.

7.4 Torque debido a la fuerza de gravedad

Notemos que el torque total ~⌧O (con respecto al origen) debido a la fuerza de gravedad

F
g
i = gmiĝ (donde ĝ es un vector unitario que apunta hacia abajo) viene dado por

~⌧ = gmi

X

i

~ri ⇥ ĝ. (7.28)

Sin embargo, notemos que mi

P
i ~ri = Mtot~rCM. Luego, obtenemos la expresión gen-

eral

~⌧ = gMtot ~rCM ⇥ ĝ. (7.29)

Es decir, para conocer el torque debido a la fuerza de gravedad sobre un sistema de

varias part́ıculas, sólo necesitamos conocer la posición del centro de masas y la masa

total del sistema.
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7.5 Posiciones relativas al centro de masas

Muchas veces es conveniente trabajar con la posición ~⇢i de una part́ıcula i relativa al

centro de masas. La posición ~⇢i viene dada por

~⇢i ⌘ ~ri � ~rCM. (7.30)

La siguiente figura muestra como visualizar ~⇢i:

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

mi

<latexit sha1_base64="yvUc/ajfX3W6OPgH6gM4FrhPW5U=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPcg+75crXtWbA68SPycVyNHol796g5imkilLBTGm63uJDTKiLaeCTUu91LCE0DEZsq6jikhmgmx+6hSfOWWAo1i7UhbP1d8TGZHGTGToOiWxI7PszcT/vG5qo6sg4ypJLVN0sShKBbYxnv2NB1wzasXEEUI1d7diOiKaUOvSKbkQ/OWXV0nrourXqtf3tUr9Jo+jCCdwCufgwyXU4Q4a0AQKQ3iGV3hDAr2gd/SxaC2gfOYY/gB9/gBTro3Z</latexit>

m1

<latexit sha1_base64="qHXsMYu3Q9ZwL1htq7AucZzMXL8=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPci+3y9XvKo3B14lfk4qkKPRL3/1BjFNJVOWCmJM1/cSG2REW04Fm5Z6qWEJoWMyZF1HFZHMBNn81Ck+c8oAR7F2pSyeq78nMiKNmcjQdUpiR2bZm4n/ed3URldBxlWSWqboYlGUCmxjPPsbD7hm1IqJI4Rq7m7FdEQ0odalU3Ih+Msvr5LWRdWvVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bh0uowx00oAkUhvAMr/CGBHpB7+hj0VpA+cwx/AH6/AH+v42h</latexit>

mN

<latexit sha1_base64="uDZq4sFCngv8g9RDP967Ochz4kU=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoN6CXjxJRPOAZAmzk9lkyDyWmVkhLPkELx4U8eoXefNvnCR70MSChqKqm+6uKOHMWN//9gorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gaVSqCW0QxZVuR9hQziRtWGY5bSeaYhFx2opGN1O/9US1YUo+2nFCQ4EHksWMYOukB9G765UrftWfAS2TICcVyFHvlb+6fUVSQaUlHBvTCfzEhhnWlhFOJ6VuamiCyQgPaMdRiQU1YTY7dYJOnNJHsdKupEUz9fdEhoUxYxG5ToHt0Cx6U/E/r5Pa+DLMmExSSyWZL4pTjqxC079Rn2lKLB87golm7lZEhlhjYl06JRdCsPjyMmmeVYPz6tX9eaV2ncdRhCM4hlMI4AJqcAt1aACBATzDK7x53Hvx3r2PeWvBy2cO4Q+8zx8qwo2+</latexit>

��i

<latexit sha1_base64="5xfFaEfqQVC9ESIjfIsuvOa6PZk=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB+QhLLZbtqlm92wuymU0J/hxYMiXv013vw3btsctPXBwOO9GWbmRSln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnHS0zRWibSC5VL8KaciZo2zDDaS9VFCcRp91ofD/3uxOqNJPiyUxTGiZ4KFjMCDZW8oMJJShQI9ln/WrNrbsLoHXiFaQGBVr96lcwkCRLqDCEY619z01NmGNlGOF0VgkyTVNMxnhIfUsFTqgO88XJM3RhlQGKpbIlDFqovydynGg9TSLbmWAz0qveXPzP8zMT34Q5E2lmqCDLRXHGkZFo/j8aMEWJ4VNLMFHM3orICCtMjE2pYkPwVl9eJ52ruteo3z42as27Io4ynME5XIIH19CEB2hBGwhIeIZXeHOM8+K8Ox/L1pJTzJzCHzifPwVzkRs=</latexit>

�rCM

<latexit sha1_base64="o5yvK0EeFPb3s5/vXgNXOrxtK2M=">AAAB+HicbVBNS8NAEJ3Ur1o/GvXoZbEInkoiBfVW7MWLUMF+QBPCZrttl+4mYXdTqKG/xIsHRbz6U7z5b9y2OWjrg4HHezPMzAsTzpR2nG+rsLG5tb1T3C3t7R8clu2j47aKU0loi8Q8lt0QK8pZRFuaaU67iaRYhJx2wnFj7ncmVCoWR496mlBf4GHEBoxgbaTALnsTSpAMMk8K1LifBXbFqToLoHXi5qQCOZqB/eX1Y5IKGmnCsVI910m0n2GpGeF0VvJSRRNMxnhIe4ZGWFDlZ4vDZ+jcKH00iKWpSKOF+nsiw0KpqQhNp8B6pFa9ufif10v14NrPWJSkmkZkuWiQcqRjNE8B9ZmkRPOpIZhIZm5FZIQlJtpkVTIhuKsvr5P2ZdWtVW8eapX6bR5HEU7hDC7AhSuowx00oQUEUniGV3iznqwX6936WLYWrHzmBP7A+vwBE1ySuw==</latexit>

��N

<latexit sha1_base64="3DZSKPbtynqusREGywoJVUc8OQU=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FL56kgv2AJJTNdtMu3eyG3UmhhP4MLx4U8eqv8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzL0oFN+C6305pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4etY3KNGUtqoTS3YgYJrhkLeAgWDfVjCSRYJ1odDfzO2OmDVfyCSYpCxMykDzmlICV/GDMKA70UPUeetWaW3fnwKvEK0gNFWj2ql9BX9EsYRKoIMb4nptCmBMNnAo2rQSZYSmhIzJgvqWSJMyE+fzkKT6zSh/HStuSgOfq74mcJMZMksh2JgSGZtmbif95fgbxdZhzmWbAJF0sijOBQeHZ/7jPNaMgJpYQqrm9FdMh0YSCTaliQ/CWX14l7Yu6d1m/ebysNW6LOMroBJ2ic+ShK9RA96iJWogihZ7RK3pzwHlx3p2PRWvJKWaO0R84nz/ceJEA</latexit>

��1

<latexit sha1_base64="C7wS0tKF0VQlDzAYUy+HRlj+pHM=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB+QhLLZbtqlm92wuymU0J/hxYMiXv013vw3btsctPXBwOO9GWbmRSln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnHS0zRWibSC5VL8KaciZo2zDDaS9VFCcRp91ofD/3uxOqNJPiyUxTGiZ4KFjMCDZW8oMJJShQI9n3+tWaW3cXQOvEK0gNCrT61a9gIEmWUGEIx1r7npuaMMfKMMLprBJkmqaYjPGQ+pYKnFAd5ouTZ+jCKgMUS2VLGLRQf0/kONF6mkS2M8FmpFe9ufif52cmvglzJtLMUEGWi+KMIyPR/H80YIoSw6eWYKKYvRWREVaYGJtSxYbgrb68TjpXda9Rv31s1Jp3RRxlOINzuAQPrqEJD9CCNhCQ8Ayv8OYY58V5dz6WrSWnmDmFP3A+fwCwhJDj</latexit>

Si multiplicamos esta relación por mi y sumamos, obtenemos
P

i mi~ri = Mtot~rCM +P
i mi~⇢i. Notemos que el lado izquierdo coincide con Mtot~rCM, por lo que obtenemos

el resultado: X

i

mi~⇢i = 0. (7.31)

Esto simplemente nos dice que la posición del centro de masas con respecto al centro

de masas es ~rCM �~rCM = 0. Notemos que este resultado es completamente general, y

es incluso válido cuando el centro de masas está en movimiento. De hecho, tomando

derivadas con respecto al tiempo, también obtenemos:

X

i

mi~̇⇢i = 0. (7.32)

Dado que ~̇⇢i es la velocidad de la part́ıcula i con respecto al centro de masas, podemos

leer al resultado (7.32) como la afirmación de que la velocidad del centro de masas

con respecto al centro de masas es ~vCM � ~vCM = 0.
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7.6 Momento angular, torque y centro de masas

Utilicemos la definición (7.30) en las definiciones para momento angular y torque.

Para el caso del momento angular, insertando (7.30) en (7.12) y sumando, vemos que

el momento angular de un sistema con respecto al origen es:

~LO =
X

i

mi(~rCM + ~⇢i) ⇥ (~vCM + ~̇⇢i). (7.33)

Expandiendo este resultado, y ordenando las sumas, obtenemos:

~LO = Mtot~rCM ⇥ ~vCM + ~rCM ⇥

X

i

mi~̇⇢i +
X

i

mi~⇢i ⇥ ~vCM +
X

i

mi~⇢i ⇥ ~̇⇢i. (7.34)

Gracias a (7.31) y (7.32) vemos que el segundo y tercer término se anulan, con lo

cual, finalmente obtenemos:
~LO = ~L

CM
O

+ ~LCM. (7.35)

donde ~L
CM
O

es el momento angular del sistema completo, como si este estuviese local-

izado en la posición ~rCM

~L
CM
O

⌘ Mtot~rCM ⇥ ~vCM, (7.36)

y ~LCM es el omento angular del sistema con respecto al centro de masas:

~LCM ⌘

X

i

mi~⇢i ⇥ ~̇⇢i. (7.37)

Estos pasos los podemos repetir para el torque, a partir de los cuales obtenemos:

~⌧O = ~⌧
CM
O

+ ~⌧CM, (7.38)

donde ~⌧CM
O

es el torque del sistema completo, como si este estuviese localizado en la

posición ~rCM

~⌧
CM
O

⌘ ~rCM ⇥ ~F
ext
tot , (7.39)

y ~⌧CM es el torque con respecto a la posición de centro de masas:

~⌧CM ⌘

X

i

~⇢i ⇥ ~F
ext
i . (7.40)

No es dif́ıcil verificar que

d

dt

~L
CM
O

= ~⌧
CM
O

, (7.41)

d

dt

~LCM = ~⌧CM. (7.42)
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Notemos que para el caso particular en que ~F
ext
i corresponde a la fuerza gravitacional

~Fgi = migĝ, vemos que ~⌧CM se anula:

~⌧CM =
X

i

~⇢i ⇥ ~Fgi =
X

i

~⇢i ⇥ migĝ = g

 
X

i

mi~⇢i

!
⇥ ĝ = 0. (7.43)

Este resultado es particularmente útil para comprender el movimiento de objetos

constituido por muchas part́ıculas sobre la superficie de la Tierra.

7.6.1 Ejemplo

Consideremos como siguiente ejemplo un péndulo consistente en una varilla ŕıgida de

largo L y masa M , con uno de sus extremos colgando desde el origen O (ver figura).

Asumamos que la masa está distribuida homogéneamente a lo largo de toda la varilla.

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="k+l5+12WtqqoHBB1+TlVKgiO+TA=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMiqLuiG5cV7ANmhpJJM21oJhmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O5W19Y3Nrep2bWd3b/+gfnjUNSrTlHWoEkr3I2KY4JJ1gINg/VQzkkSC9aLJXeH3npg2XMlHmKYsTMhI8phTAlbygzEBHPCEwHhQb7hNdw68SrySNFCJ9qD+FQwVzRImgQpijO+5KYQ50cCpYLNakBmWEjohI+ZbKknCTJjPI8/wmVWGOFbaPgl4rv7eyElizDSJ7GQRzix7hfif52cQX4c5l2kGTNLFR3EmMChc3I+HXDMKYmoJoZrbrJiOiSYUbEs1W4K3fPIq6V40vcvmzcNlo3Vb1lFFJ+gUnSMPXaEWukdt1EEUKfSMXtGbA86L8+58LEYrTrlzjP7A+fwBBrSRHA==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="1SbFkvERXHw+yRKPKOimiMgNFng=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjNSUHdFNy4r2AfMDCWTZtrYTDIkd4Qy9DPcuFDErV/jzr8xbWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrTlLWpEkr3ImKY4JK1gYNgvVQzkkSCdaPx7czvPjFtuJIPMElZmJCh5DGnBKzkByMCOHhMCIz61Zpbd+fAq8QrSA0VaPWrX8FA0SxhEqggxviem0KYEw2cCjatBJlhKaFjMmS+pZIkzIT5PPIUn1llgGOl7ZOA5+rvjZwkxkySyE7Owpllbyb+5/kZxFdhzmWaAZN08VGcCQwKz+7HA64ZBTGxhFDNbVZMR0QTCralii3BWz55lXQu6l6jfn3fqDVvijrK6ASdonPkoUvURHeohdqIIoWe0St6c8B5cd6dj8VoySl2jtEfOJ8/CDyRHQ==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

M, L

<latexit sha1_base64="8/laj63CzeQ8NqWTw2P/atbk1AM=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8SNiVgHoLevGgENE8IFnC7GSSDJmdXWZ6hbDkE7x4UMSrX+TNv3GS7EETCxqKqm66u4JYCoOu++0sLa+srq3nNvKbW9s7u4W9/bqJEs14jUUy0s2AGi6F4jUUKHkz1pyGgeSNYHg98RtPXBsRqUccxdwPaV+JnmAUrfRwd3rbKRTdkjsFWSReRoqQodopfLW7EUtCrpBJakzLc2P0U6pRMMnH+XZieEzZkPZ5y1JFQ278dHrqmBxbpUt6kbalkEzV3xMpDY0ZhYHtDCkOzLw3Ef/zWgn2LvxUqDhBrthsUS+RBCMy+Zt0heYM5cgSyrSwtxI2oJoytOnkbQje/MuLpH5W8sqly/tysXKVxZGDQziCE/DgHCpwA1WoAYM+PMMrvDnSeXHenY9Z65KTzRzAHzifP6lsjWk=</latexit>

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

Podemos pensar en esta varilla como una colección deN masas dm = M/N dispuestas

de manera equidistante, separadas por una distancia ds ⌘ L/N , como lo muestra la

siguiente figura:

Luego, la posición de la i-ésima masa viene dada por

~ri = si⇢̂, (7.44)

donde si es la distancia de la i-ésima masa del origen, la que permanece constante.

En consecuencia, la velocidad de cada masa es

~vi = si�̇�̂, (7.45)
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L

<latexit sha1_base64="pj7Vh9GyVkna0pxsEqh7tiQpBAs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHZBGwuLBMwHJEfY28wla/b2jt09IYT8AhsLRWz9SXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRrczv/WESvNYPphxgn5EB5KHnFFjpfp9r1hyy+4cZJV4GSlBhlqv+NXtxyyNUBomqNYdz02MP6HKcCZwWuimGhPKRnSAHUsljVD7k/mhU3JmlT4JY2VLGjJXf09MaKT1OApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8MqfcJmkBiVbLApTQUxMZl+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw2BRuCt/zyKmlelL1K+bpeKVVvsjjycAKncA4eXEIV7qAGDWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaM052cwx/IHz+QOnaYzc</latexit>

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

dm = M/N

<latexit sha1_base64="Drlzwbz524fZvgEUXAsTPsr+M3k=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU92VgnoQil68KBXsB7RLyWbTNjTJrklWKEv/hBcPinj173jz35i2e9DWBwOP92aYmRfEnGnjut9Obml5ZXUtv17Y2Nza3inu7jV0lChC6yTikWoFWFPOJK0bZjhtxYpiEXDaDIbXE7/5RJVmkXwwo5j6Avcl6zGCjZVaoUCX6PbkrlssuWV3CrRIvIyUIEOtW/zqhBFJBJWGcKx123Nj46dYGUY4HRc6iaYxJkPcp21LJRZU++n03jE6skqIepGyJQ2aqr8nUiy0HonAdgpsBnrem4j/ee3E9M79lMk4MVSS2aJewpGJ0OR5FDJFieEjSzBRzN6KyAArTIyNqGBD8OZfXiSN07JXKV/cV0rVqyyOPBzAIRyDB2dQhRuoQR0IcHiGV3hzHp0X5935mLXmnGxmH/7A+fwBa0KO7g==</latexit>

ds = L/N

<latexit sha1_base64="RCJ2iRxhn18t714KeDgTFk0LRq0=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/oh69LBbBU02koB6EohcPIhXsB7ShbDabdulmE3c3Qgn9E148KOLVv+PNf+O2zUFbHww83pthZp6fcKa043xbhaXlldW14nppY3Nre8fe3WuqOJWENkjMY9n2saKcCdrQTHPaTiTFkc9pyx9eT/zWE5WKxeJBjxLqRbgvWMgI1kZqBwpdotuTu55ddirOFGiRuDkpQ456z/7qBjFJIyo04Vipjusk2suw1IxwOi51U0UTTIa4TzuGChxR5WXTe8foyCgBCmNpSmg0VX9PZDhSahT5pjPCeqDmvYn4n9dJdXjuZUwkqaaCzBaFKUc6RpPnUcAkJZqPDMFEMnMrIgMsMdEmopIJwZ1/eZE0TytutXJxXy3XrvI4inAAh3AMLpxBDW6gDg0gwOEZXuHNerRerHfrY9ZasPKZffgD6/MHcviO8w==</latexit>

y por lo tanto, el momento angular total del sistema con respecto al origen, viene

dado por:

~LO =
NX

i=1

dm~ri ⇥ ~vi =
NX

i=1

dm(si⇢̂) ⇥ (si�̇�̂) = k̂�̇

NX

i=1

s
2
i dm. (7.46)

Notemos que, dado que dm = M/N y ds ⌘ L/N , podemos escribir

dm =
M

L
ds. (7.47)

La cantidad M/L es la densidad lineal de masa uniforme de la varilla. Luego, el

momento angular puede ser expresado como

~LO = k̂�̇
M

L

NX

i=1

s
2
i ds. (7.48)

La suma
PN

i=1 r
2
i ds no es más que una suma de Riemann y, por lo tanto, en el ĺımite

N ! 1 corresponde la siguiente integral:

NX

i=1

s
2
i ds =

Z L

0

s
2
ds =

1

3
L
3
. (7.49)

Aśı, finalmente vemos que el momento angular adquiere la forma:

~LO =
1

3
ML

2
�̇k̂. (7.50)
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El torque ~⌧O del sistema puede ser calculado siguiendo pasos similares:

~⌧O =
X

i

si⇢̂ ⇥ dmg(cos�⇢̂ � sin��̂) = �k̂g
M

L
sin�

X

i

sids, (7.51)

donde nuevamente usamos dm = (M/L)ds. Notemos que el torque debido a la fuerza

que ejerce el techo sobre la varilla es nulo debido a que esta fuerza se ejerce sobre una

part́ıcula perteneciente a la varilla que coincide con el origen. Expresando la suma

de Riemann como una integral
P

i sids =
R L

0 sds = L
2
/2, vemos que

~⌧O = �
1

2
k̂gML sin�. (7.52)

Luego, usando d~LO/dt = ~⌧O, finalmente vemos que la ecuación de movimiento de la

varilla es

�̈+
3g

2L
sin� = 0. (7.53)

¿Cuál es la fuerza ~Ftecho que ejerce el techo sobre el extremo superior de la varilla?

Al igual que con el ejemplo anterior, una forma de determinar esto es mediante la

ecuación M~aCM = ~F
ext
tot . La posición del centro de masas es ~rCM = (L/2)⇢̂, y por lo

tanto la aceleración del centro de masas es ~aCM = (L/2)(�̈�̂ � �̇
2
⇢̂), luego podemos

escribir
1

2
ML(�̈�̂ � �̇

2
⇢̂) = ~Ftecho +

X

i

dmg(cos�⇢̂ � sin��̂). (7.54)

Notemos que
P

i dm = M , y por lo tanto, usando (7.53) obtenemos:

~Ftecho =
1

4
Mg sin� �̂ �

1

2
Mg

⇣
L

g
�̇
2 + 2 cos�

⌘
⇢̂. (7.55)

Por supuesto, integrando una vez (7.53) es posible encontrar �̇
2 en función de �,

entregándonos una expresión para ~Ftecho en función de �.

7.7 Enerǵıas para sistemas con varias part́ıculas

Recordemos nuestra discusión de la Sección 3.16, donde determinamos la enerǵıa de

un sistema compuesto por dos part́ıculas. No es dif́ıcil extender esta discusión al caso

de varias part́ıculas, para definir la enerǵıa mecánica E del sistema como:

E = K + U, (7.56)
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dondeK es la suma de todas las enerǵıas cinéticas individuales debido a cada part́ıcula

Ki = mi~v
2
i /2

K =
X

i

Ki, (7.57)

y U es la enerǵıa potencial total, definida como la suma

U = U
ext
1 + U

ext
2 + · · · + U

ext
M

+U12 + U13 + U23 + U24 + · · · + UN�1,N . (7.58)

En esta suma, los sub-potenciales U ext
i = U

ext
i (~ri) son los potenciales a partir de los

cuales es posible derivar las fuerzas externas conservativas ~F
ext
i = �riU

ext
i . Por otro

lado, los sub-potenciales Uij (con la notación convencional i < j) son los potenciales

describiendo la interacción del par de part́ıculas i-j. Estos deben depender de la

distancia separando al par

Uij = Uij(||~ri � ~rj||). (7.59)

Recordemos que la fuerza ~Fji que la part́ıcula j ejerce sobre i viene dada por

~Fji = �riUij, (7.60)

mientras que la fuerza ~Fij que la part́ıcula i ejerce sobre j viene dada por

~Fij = �rjUij. (7.61)

De estos resultados es posible verificar ~Fji = �~Fij. De esta manera, la fuerza conser-

vativa ~F
C
i total que actúa sobre una part́ıcula i dada, puede ser calculada como

~F
C
i = �riU, (7.62)

= �riU
ext
i �

X

j

riUij, (7.63)

= ~F
ext
i +

X

j

~Fji. (7.64)

Podemos simplificar la expresión general para U al convenir que Uii = 0 (lo que es

consistente con el hecho de que ~Fii = 0) y definiendo Uij para i > j de la siguiente

manera: Uij = Uji. De esta manera, Uij = (Uij + Uji)/2, lo que nos permite escribir

U como

U =
X

i

U
ext
i +

1

2

X

ij

Uij. (7.65)
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En definitiva, la enerǵıa mecánica total del sistema consiste en:

E =
X

i

Ki +
X

i

U
ext
i +

1

2

X

ij

Uij. (7.66)

Ahora, si derivamos esta expresión con respecto al tiempo, vemos que (usando la regla

de la cadena)

d

dt
E =

X

i

~vi ·

"
mi~ai � ~F

ext
i �

X

j

~Fji

#
. (7.67)

Luego, si en el sistema estudiado solo actúan fuerzas conservativas, entonces mi~ai =
~F
ext
i +

P
j
~Fji y la enerǵıa se conserva Ė = 0. Por otro lado, si existen fuerzas no

conservativas entonces mi~ai = ~F
ext
i +

P
j
~Fji + ~F

NC
i , de donde vemos que

d

dt
E =

X

i

~vi · ~F
NC
i . (7.68)

Desde luego, esto significa que la enerǵıa total no se conserva en general, y la diferencia

de enerǵıa entre un punto inicial A y un punto final B puede ser expresada como

EB � EA = W
NC
tot (C), con W

NC
tot (C) =

P
i W

NC
i,tot(Ci), donde W

NC
i,tot(Ci) es el trabajo

debido a las fuerzas no-conservativas calculadas para cada part́ıcula i a lo largo de

sus caminos Ci.

7.7.1 Potencial gravitacional para un sistema con varias part́ıculas

De acuerdo a la discusión anterior, el potencial debido a la fuerza de gravedad F
g
i =

�gmik̂ (donde k̂ apunta hacia arriba) debe tener la forma:

Ug =
X

i

gmihi, (7.69)

donde hi es la altura de cada part́ıcula con respecto a alguna altura de referencia

común. Notemos que hi = k̂ · ~ri, por lo que Ug puede ser re-escrito como

Ug = gk̂ ·

 
X

i

mi~ri

!
. (7.70)

La cantidad en paréntesis es ni más ni menos que Mtot~rCM, por lo que, salvo una

constante, finalmente obtenemos el resultado general:

Ug = Mtotg k̂ · ~rCM (7.71)

= MtotghCM, (7.72)

donde hCM es la altura del centro de masa con respecto a alguna altura de referencia.
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7.7.2 Ejemplo

Como aplicación de estos resultados, consideremos nuevamente el péndulo construido

a partir de una varilla ŕıgida de largo L y masaM colgando desde uno de sus extremos:

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="k+l5+12WtqqoHBB1+TlVKgiO+TA=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMiqLuiG5cV7ANmhpJJM21oJhmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O5W19Y3Nrep2bWd3b/+gfnjUNSrTlHWoEkr3I2KY4JJ1gINg/VQzkkSC9aLJXeH3npg2XMlHmKYsTMhI8phTAlbygzEBHPCEwHhQb7hNdw68SrySNFCJ9qD+FQwVzRImgQpijO+5KYQ50cCpYLNakBmWEjohI+ZbKknCTJjPI8/wmVWGOFbaPgl4rv7eyElizDSJ7GQRzix7hfif52cQX4c5l2kGTNLFR3EmMChc3I+HXDMKYmoJoZrbrJiOiSYUbEs1W4K3fPIq6V40vcvmzcNlo3Vb1lFFJ+gUnSMPXaEWukdt1EEUKfSMXtGbA86L8+58LEYrTrlzjP7A+fwBBrSRHA==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="1SbFkvERXHw+yRKPKOimiMgNFng=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjNSUHdFNy4r2AfMDCWTZtrYTDIkd4Qy9DPcuFDErV/jzr8xbWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrTlLWpEkr3ImKY4JK1gYNgvVQzkkSCdaPx7czvPjFtuJIPMElZmJCh5DGnBKzkByMCOHhMCIz61Zpbd+fAq8QrSA0VaPWrX8FA0SxhEqggxviem0KYEw2cCjatBJlhKaFjMmS+pZIkzIT5PPIUn1llgGOl7ZOA5+rvjZwkxkySyE7Owpllbyb+5/kZxFdhzmWaAZN08VGcCQwKz+7HA64ZBTGxhFDNbVZMR0QTCralii3BWz55lXQu6l6jfn3fqDVvijrK6ASdonPkoUvURHeohdqIIoWe0St6c8B5cd6dj8VoySl2jtEfOJ8/CDyRHQ==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

M, L

<latexit sha1_base64="8/laj63CzeQ8NqWTw2P/atbk1AM=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8SNiVgHoLevGgENE8IFnC7GSSDJmdXWZ6hbDkE7x4UMSrX+TNv3GS7EETCxqKqm66u4JYCoOu++0sLa+srq3nNvKbW9s7u4W9/bqJEs14jUUy0s2AGi6F4jUUKHkz1pyGgeSNYHg98RtPXBsRqUccxdwPaV+JnmAUrfRwd3rbKRTdkjsFWSReRoqQodopfLW7EUtCrpBJakzLc2P0U6pRMMnH+XZieEzZkPZ5y1JFQ278dHrqmBxbpUt6kbalkEzV3xMpDY0ZhYHtDCkOzLw3Ef/zWgn2LvxUqDhBrthsUS+RBCMy+Zt0heYM5cgSyrSwtxI2oJoytOnkbQje/MuLpH5W8sqly/tysXKVxZGDQziCE/DgHCpwA1WoAYM+PMMrvDnSeXHenY9Z65KTzRzAHzifP6lsjWk=</latexit>

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

Recordemos que podemos pensar en la varilla como una colección de N masas dm =

(M/L)dr, donde ds = L/N es la distancia que separa a cada masa. La velocidad de

cada masa viene dada por ~vi = si�̇�̂. Luego, la enerǵıa cinética es:

K =
1

2

X

i

dms
2
i �̇

2 =
�̇
2
M

2L

X

i

s
2
i ds. (7.73)

Al igual que antes, podemos escribir esta suma en términos de la integral
P

i s
2
i dr =R L

0 s
2
ds = L

3
/3. Entonces, la enerǵıa cinética de la varilla puede ser escrita como

K =
1

6
�̇
2
ML

2
. (7.74)

Veamos ahora la enerǵıa potencial. En primer lugar, notemos que no necesitamos pre-

ocuparnos por la contribución a U debido a las interacciones internas de las part́ıculas

que constituyen la varilla: Esto se debe a que la distancia ||~ri �~rj|| que separa a cada

par de part́ıculas de la varilla permanece constante. En efecto, gracias a (7.59), ve-

mos que si ||~ri � ~rj|| es constante, y por lo tanto la contribución a U debido a las

interacciones internas corresponde a una constante. Luego, la enerǵıa potencial del
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sistema se debe a la fuerza de gravedad, por lo que tenemos

U =
X

i

dmgri(1 � cos�), (7.75)

= g
M

L
(1 � cos�)

X

i

ridr, (7.76)

= g
M

L
(1 � cos�)

Z L

0

rdr, (7.77)

=
1

2
MgL(1 � cos�). (7.78)

Notemos que este resultado es consistente con (7.72). Aśı, vemos que el Lagrangiano

del sistema puede ser escrito como:

L =
1

6
�̇
2
ML

2
�

1

2
MgL(1 � cos�). (7.79)

Es directo ver que la ecuación de Euler-Lagrange del sistema es

�̈+
3g

2L
sin� = 0, (7.80)

lo que coincide con la ecuación de movimiento derivada en la sección 7.6.1.

7.8 Sistemas con distribuciones de masa continuas

La varilla de largo L y masa total M , visto en el ejemplo de la sección 7.7.2, es un

caso particular de un sistema con distribución de masa continua. Para analizar la

varilla, la visualizamos como una colección de pequeñas masas dm = M/N ordenadas

de manera equidistante a distancias ds = L/N . El paso más importante de nuestro

análisis consistió en la determinación de la relación:

dm =
M

L
ds. (7.81)

Esta relación nos informa que cada segmento ds de la varilla tiene una masa dm. Al

coeficiente M/L se le llama densidad lineal de masa, y se le designa el śımbolo �. Es

decir, podemos escribir:

dm = �ds. (7.82)

Cuando lidiamos con distribuciones continuas de masas, siempre será necesario contar

con una relación que nos indique cuánta masa contiene un segmento o pedazo de la
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distribución. Por ejemplo, si contamos con una masa distribuida a lo largo y ancho

de una superficie, entonces podemos segmentar la superficie en pequeños trocitos con

áreas dA. Luego, debeŕıamos ser capaces de establecer una relación que nos informa

cuánta masa dm contiene el trozo de área dA. Esta relación tendrá la forma:

dm = �dA, (7.83)

donde � es la densidad de masa superficial. Por otro lado, si contamos con una masa

distribuida en un volumen dado, entonces podemos segmentar el volumen en pequeños

trocitos de volumen dV , y tendremos que ser capaces de establecer una relación de

la forma:

dm = ⇢dV, (7.84)

donde ⇢ es la densidad de masa volumétrica. Si las densidades �, � o ⇢ son constantes,

entonces la masa se distribuye uniformemente a lo largo del medio continuo.

Las relaciones anteriores nos permiten calcular cantidades interesantes como el

centro de masas. Recordemos que para un sistema de varias part́ıculas el centro de

masas viene dado por:

~rCM =
1

Mtot

X

i

mi~ri. (7.85)

Si consideramos ahora una distribución continua, podemos escribir la relación anterior

como la siguiente suma de Riemann:

~rCM =
1

Mtot

X

i

dmi~ri. (7.86)

Es decir, podemos escribir el centro de masas como una integral:

~rCM =
1

Mtot

Z
~r dm. (7.87)

En esta integral, el vector va recorriendo la posición de cada trocito de masa dm.

Ahora sólo debemos determinar si la integral (es decir la suma) se realiza a lo largo

de una curva lineal, de una superficie, o de un volumen. Si la distribución es lineal,

entonces debemos usar dm = �ds, si es superficial, entonces debemos usar dm = �dA

y si es volumétrica, entonces debemos usar dm = ⇢dV . Veamos a continuación algunos

ejemplos.
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7.8.1 Ejemplo 1

Busquemos el centro de masas de un alambre de masa M distribuida uniformemente,

curvado con forma de arco de radio R (ver figura).

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�r

<latexit sha1_base64="7AIev9MKLbIwmCgrhMD81XuDkRw=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsLXQhrLZTtq1m03Y3RRK6H/w4kERr/4fb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TxbDJYhGrdkA1Ci6xabgR2E4U0igQ+BiMbmf+4xiV5rF8MJME/YgOJA85o8ZKre4YGVG9csWtunOQVeLlpAI5Gr3yV7cfszRCaZigWnc8NzF+RpXhTOC01E01JpSN6AA7lkoaofaz+bVTcmaVPgljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomaol72Z+J/XSU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ66TPFTIjJpZQpri9lbAhVZQZG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiCZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBz1mju4=</latexit>

d�

<latexit sha1_base64="toUnsbAEGQTK8jzzfi2kxv0fy3c=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbNq1m92wuxFK6H/w4kERr/4fb/4bt2kO2vpg4PHeDDPzgoQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjpapIrRNJJeqF2BNORO0bZjhtJcoiuOA024wuZ373SeqNJPiwUwT6sd4JFjECDZW6oRokIzZsFpz624OtEq8gtSgQGtY/RqEkqQxFYZwrHXfcxPjZ1gZRjidVQappgkmEzyifUsFjqn2s/zaGTqzSogiqWwJg3L190SGY62ncWA7Y2zGetmbi/95/dREV37GRJIaKshiUZRyZCSav45CpigxfGoJJorZWxEZY4WJsQFVbAje8surpHNR9xr16/tGrXlTxFGGEziFc/DgEppwBy1oA4FHeIZXeHOk8+K8Ox+L1pJTzBzDHzifPyvRjuM=</latexit>

ds

<latexit sha1_base64="sVKDF6O8gilAYfkmwjhEkzLgyRQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWtB/QhrLZbNqlm03YnQil9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTsY3c789hPXRiTqEccp92M6UCISjKKVHkJi+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a9emLAs5gqZpMZ0PTdFf0I1Cib5tNTLDE8pG9EB71qqaMyNP5mfOiVnVglJlGhbCslc/T0xobEx4ziwnTHFoVn2ZuJ/XjfD6MqfCJVmyBVbLIoySTAhs79JKDRnKMeWUKaFvZWwIdWUoU2nZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExgM4Ble4c2Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gD1Vo2b</latexit>

Antes de proceder, debiéramos ejercitar nuestra intuición. La configuración tiene una

simetŕıa obvia, en torno al eje vertical. Esto nos debiera dar paso a anticipar que el

centro de masas debiera estar en algún lugar a lo largo de dicho eje.

Comencemos determinando la densidad lineal de masa � del alambre. Para ello,

dividamos el alambre en segmentos infinitesimales ds, cada uno de éstos con una masa

dm = �ds. Dado que la masa está distribuida uniformemente, � es una constante.

Luego, vemos que

M =

Z
dm = �

Z
ds. (7.88)

Pero
R
ds = ⇡R es el largo del alambre, y por lo tanto encontramos � = M/⇡R. Por

otro lado, de acuerdo a la figura, podemos expresar ds en términos de infinitésimos

de ángulo d� de la forma ds = Rd✓, lo que nos permite escribir dm como

dm =
M

⇡
d�. (7.89)

Ahora podemos calcular el centro de masas ~rCM = M
�1
R
~rdm a partir del centro de

la circunferencia. Usando (7.89), vemos que:

~rCM =
1

⇡

Z ⇡

0

~r d�. (7.90)
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Ahora, si escribimos ~r = R(cos� ı̂+ sin� |̂), obtenemos:

~rCM =
R

⇡

Z ⇡

0

(cos� ı̂+ sin� |̂)d�. (7.91)

Notemos que el término proporcional a ı̂ necesariamente se anulará, debido a que la

función cos� está siendo integrada entre 0 y ⇡, lo que da un área bajo la curva nula.

Luego, solo debemos concentrarnos en el término proporcional a |̂. La integral del

sin� entre 0 y ⇡ es 2, por lo que finalmente obtenemos

~rCM =
2

⇡
R|̂. (7.92)

7.8.2 Ejemplo 2

Veamos ahora el caso de un medio disco de radio R y masa M uniformemente dis-

tribuida (ver figura).

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

d�

<latexit sha1_base64="aTKSs+8riB9FyyUbcUwK+WeRd+0=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbNq1m92wuxFK6H/w4kERr/4fb/4bt2kO2vpg4PHeDDPzgoQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjpapIrRNJJeqF2BNORO0bZjhtJcoiuOA024wuZ373SeqNJPiwUwT6sd4JFjECDZW6oRooMZyWK25dTcHWiVeQWpQoDWsfg1CSdKYCkM41rrvuYnxM6wMI5zOKoNU0wSTCR7RvqUCx1T7WX7tDJ1ZJUSRVLaEQbn6eyLDsdbTOLCdMTZjvezNxf+8fmqiKz9jIkkNFWSxKEo5MhLNX0chU5QYPrUEE8XsrYiMscLE2IAqNgRv+eVV0rmoe4369X2j1rwp4ijDCZzCOXhwCU24gxa0gcAjPMMrvDnSeXHenY9Fa8kpZo7hD5zPHzf1jus=</latexit>

�d�

<latexit sha1_base64="0ZIlh6YbpLsXv+XbwFLxV9tgFis=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9IQtlsNs3SzW7YnQil9Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5US64Adf9dipr6xubW9Xt2s7u3v5B/fCoa1ShKetQJZTuR8QwwSXrAAfB+rlmJIsE60Wju5nfe2LacCUfYZyzMCNDyRNOCVjJD3SqcIyDPOWDesNtunPgVeKVpIFKtAf1ryBWtMiYBCqIMb7n5hBOiAZOBZvWgsKwnNARGTLfUkkyZsLJ/OQpPrNKjBOlbUnAc/X3xIRkxoyzyHZmBFKz7M3E/zy/gOQ6nHCZF8AkXSxKCoFB4dn/OOaaURBjSwjV3N6KaUo0oWBTqtkQvOWXV0n3ouldNm8eLhut2zKOKjpBp+gceegKtdA9aqMOokihZ/SK3hxwXpx352PRWnHKmWP0B87nD6HvkNo=</latexit>

�r

<latexit sha1_base64="7AIev9MKLbIwmCgrhMD81XuDkRw=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsLXQhrLZTtq1m03Y3RRK6H/w4kERr/4fb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TxbDJYhGrdkA1Ci6xabgR2E4U0igQ+BiMbmf+4xiV5rF8MJME/YgOJA85o8ZKre4YGVG9csWtunOQVeLlpAI5Gr3yV7cfszRCaZigWnc8NzF+RpXhTOC01E01JpSN6AA7lkoaofaz+bVTcmaVPgljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomaol72Z+J/XSU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ66TPFTIjJpZQpri9lbAhVZQZG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiCZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBz1mju4=</latexit>

Al igual que con el ejemplo previo, la masa está distribuida de manera uniforme,

por lo que la densidad de masa superficial � debe ser constante. Esto implica (a

partir de dm = �dA) que � = M/A, donde A = ⇡R
2
/2 es el área del medio disco.

Para dividir el disco en trocitos, conviene considerar el corte de la figura, donde se

muestra un trocito infinitesimal cuadrado. A primera vista, pareciera que el trocito

no es cuadrado, pero esto es un efecto visual. Recordemos que estamos hablando de

tamaños infenitisimales, y cualquier desviación de este trocito de un cuadrado perfecto

es de orden superior, y por lo tanto podemos despreciar dichas diferencias. Los lados

del cuadrado están dados por ⇢d� y d⇢. Luego, el área del trocito es dA = ⇢d�d⇢.
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Por cierto, notemos que el área total del medio disco es la suma del área de cada

trocito, por lo tanto A =
R
dA. Entonces, si usamos dA = ⇢d�d⇢, vemos que

A =

Z
dA (7.93)

=

Z
⇢ d�d⇢. (7.94)

Ahora debemos ser más precisos, y especificar mejor en qué consiste la suma
R
.

Observemos que tenemos dos infinitésimos en la integral, lo que quiere decir que

estamos sumando en dos direcciones � y ⇢. Luego, debemos escribir la integral
R

como una integral doble con los respectivos ĺımites de integración:

A =

Z R

0

Z ⇡

0

⇢ d�d⇢ = ⇡R
2
/2, (7.95)

cuyo resultado ya conoćıamos.

Ya estamos en condiciones de calcular el centro de masas. Este viene dado por la

expresión ~rCM = M
�1
R
~rdm la que, junto con dm = �dA, adquiere la forma

~rCM =
2

⇡R2

Z
~rdA =

2

⇡R2

Z R

0

Z ⇡

0

~r⇢ d�d⇢. (7.96)

Para completar este resultado utilicemos ~r = ⇢(cos� ı̂+ sin� |̂):

~rCM =
2

⇡R2

Z R

0

Z ⇡

0

(cos� ı̂+ sin� |̂)⇢2 d�d⇢. (7.97)

Al igual que en el ejemplo anterior, es inmediato ver que el término proporcional a ı̂

se anula debido a que el área bajo la curva de cos� entre 0 y ⇡ es cero. La integral

doble para el término proporcional a |̂ es fácil de calcular, y finalmente obtenemos:

~rCM =
4

3⇡
R|̂. (7.98)

Este resultado concuerda con nuestra expectativa de que el centro de masa debiera

estar a lo largo del eje de simetŕıa del disco.

7.8.3 Ejemplo 3

Decidir cómo dividir una figura sólida constituida por una distribución continua de

masas es un arte. Veamos ahora el caso de una media esfera de masa total M y radio

R, tal como aparece en la siguiente figura:
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�
<latexit sha1_base64="+2a+YdAkK5gXAKPWKNIZ/6djIOk=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk07SNzSZLMiuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyVSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlanhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0YTuNI8lY0vp3VW0/cWKHVA04SHsZ0qMRAMIrOanZxxJH2yhW/6s9FViHIoQK56r3yV7evWRpzhUxSazuBn2CYUYOCST4tdVPLE8rGdMg7DhWNuQ2z+bZTcuacPhlo455CMnd/T2Q0tnYSR64zpjiyy7WZ+V+tk+LgOsyESlLkii0+GqSSoCaz00lfGM5QThxQZoTblbARNZShC6jkQgiWT16F5kU1cHx/Wand5HEU4QRO4RwCuIIa3EEdGsDgEZ7hFd487b14797HorXg5TPH8Efe5w+j+Y8o</latexit><latexit sha1_base64="+2a+YdAkK5gXAKPWKNIZ/6djIOk=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk07SNzSZLMiuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyVSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlanhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0YTuNI8lY0vp3VW0/cWKHVA04SHsZ0qMRAMIrOanZxxJH2yhW/6s9FViHIoQK56r3yV7evWRpzhUxSazuBn2CYUYOCST4tdVPLE8rGdMg7DhWNuQ2z+bZTcuacPhlo455CMnd/T2Q0tnYSR64zpjiyy7WZ+V+tk+LgOsyESlLkii0+GqSSoCaz00lfGM5QThxQZoTblbARNZShC6jkQgiWT16F5kU1cHx/Wand5HEU4QRO4RwCuIIa3EEdGsDgEZ7hFd487b14797HorXg5TPH8Efe5w+j+Y8o</latexit><latexit sha1_base64="+2a+YdAkK5gXAKPWKNIZ/6djIOk=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk07SNzSZLMiuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyVSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlanhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0YTuNI8lY0vp3VW0/cWKHVA04SHsZ0qMRAMIrOanZxxJH2yhW/6s9FViHIoQK56r3yV7evWRpzhUxSazuBn2CYUYOCST4tdVPLE8rGdMg7DhWNuQ2z+bZTcuacPhlo455CMnd/T2Q0tnYSR64zpjiyy7WZ+V+tk+LgOsyESlLkii0+GqSSoCaz00lfGM5QThxQZoTblbARNZShC6jkQgiWT16F5kU1cHx/Wand5HEU4QRO4RwCuIIa3EEdGsDgEZ7hFd487b14797HorXg5TPH8Efe5w+j+Y8o</latexit><latexit sha1_base64="+2a+YdAkK5gXAKPWKNIZ/6djIOk=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk07SNzSZLMiuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyVSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlanhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0YTuNI8lY0vp3VW0/cWKHVA04SHsZ0qMRAMIrOanZxxJH2yhW/6s9FViHIoQK56r3yV7evWRpzhUxSazuBn2CYUYOCST4tdVPLE8rGdMg7DhWNuQ2z+bZTcuacPhlo455CMnd/T2Q0tnYSR64zpjiyy7WZ+V+tk+LgOsyESlLkii0+GqSSoCaz00lfGM5QThxQZoTblbARNZShC6jkQgiWT16F5kU1cHx/Wand5HEU4QRO4RwCuIIa3EEdGsDgEZ7hFd487b14797HorXg5TPH8Efe5w+j+Y8o</latexit>

�r
<latexit sha1_base64="cCrgZjPZ7lj6REmMyCm+c2bybUE=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRnS3VPYr/lxkFYIcypCr1i19dXqKpTFKywQ1ph34iQ0zqi1nAqfFTmowoWxEB9h2KGmMJszm207JuXN6pK+0e9KSuft7IqOxMZM4cp0xtUOzXJuZ/9Xaqe3fhBmXSWpRssVH/VQQq8jsdNLjGpkVEweUae52JWxINWXWBVR0IQTLJ69C47ISOH64Kldv8zgKcApncAEBXEMV7qEGdWDwBM/wCm+e8l68d+9j0brm5TMn8Efe5w85iI7i</latexit><latexit sha1_base64="cCrgZjPZ7lj6REmMyCm+c2bybUE=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRnS3VPYr/lxkFYIcypCr1i19dXqKpTFKywQ1ph34iQ0zqi1nAqfFTmowoWxEB9h2KGmMJszm207JuXN6pK+0e9KSuft7IqOxMZM4cp0xtUOzXJuZ/9Xaqe3fhBmXSWpRssVH/VQQq8jsdNLjGpkVEweUae52JWxINWXWBVR0IQTLJ69C47ISOH64Kldv8zgKcApncAEBXEMV7qEGdWDwBM/wCm+e8l68d+9j0brm5TMn8Efe5w85iI7i</latexit><latexit sha1_base64="cCrgZjPZ7lj6REmMyCm+c2bybUE=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRnS3VPYr/lxkFYIcypCr1i19dXqKpTFKywQ1ph34iQ0zqi1nAqfFTmowoWxEB9h2KGmMJszm207JuXN6pK+0e9KSuft7IqOxMZM4cp0xtUOzXJuZ/9Xaqe3fhBmXSWpRssVH/VQQq8jsdNLjGpkVEweUae52JWxINWXWBVR0IQTLJ69C47ISOH64Kldv8zgKcApncAEBXEMV7qEGdWDwBM/wCm+e8l68d+9j0brm5TMn8Efe5w85iI7i</latexit><latexit sha1_base64="cCrgZjPZ7lj6REmMyCm+c2bybUE=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRnS3VPYr/lxkFYIcypCr1i19dXqKpTFKywQ1ph34iQ0zqi1nAqfFTmowoWxEB9h2KGmMJszm207JuXN6pK+0e9KSuft7IqOxMZM4cp0xtUOzXJuZ/9Xaqe3fhBmXSWpRssVH/VQQq8jsdNLjGpkVEweUae52JWxINWXWBVR0IQTLJ69C47ISOH64Kldv8zgKcApncAEBXEMV7qEGdWDwBM/wCm+e8l68d+9j0brm5TMn8Efe5w85iI7i</latexit>

�
<latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�

<latexit sha1_base64="W2PKfIkuMomCS5JZF2x4iAdaa48=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWj0ccaT9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AKfXjzQ=</latexit>

�d�

<latexit sha1_base64="0ZIlh6YbpLsXv+XbwFLxV9tgFis=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9IQtlsNs3SzW7YnQil9Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5US64Adf9dipr6xubW9Xt2s7u3v5B/fCoa1ShKetQJZTuR8QwwSXrAAfB+rlmJIsE60Wju5nfe2LacCUfYZyzMCNDyRNOCVjJD3SqcIyDPOWDesNtunPgVeKVpIFKtAf1ryBWtMiYBCqIMb7n5hBOiAZOBZvWgsKwnNARGTLfUkkyZsLJ/OQpPrNKjBOlbUnAc/X3xIRkxoyzyHZmBFKz7M3E/zy/gOQ6nHCZF8AkXSxKCoFB4dn/OOaaURBjSwjV3N6KaUo0oWBTqtkQvOWXV0n3ouldNm8eLhut2zKOKjpBp+gceegKtdA9aqMOokihZ/SK3hxwXpx352PRWnHKmWP0B87nD6HvkNo=</latexit>

dr

<latexit sha1_base64="ztMQgjoK2/WcHJSJcapJC2NmbdA=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsR/QhrLZTNqlm03Y3Qil9B948aCIV/+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSq4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRSyeZYthkiUhUJ6AaBZfYNNwI7KQKaRwIbAej25nffkKleSIfzThFP6YDySPOqLHSQ6j65Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr16YsCxGaZigWnc9NzX+hCrDmcBpqZdpTCkb0QF2LZU0Ru1P5pdOyZlVQhIlypY0ZK7+npjQWOtxHNjOmJqhXvZm4n9eNzPRlT/hMs0MSrZYFGWCmITM3iYhV8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDglG4K3/PIqaV1UvVr1+r5Wqd/kcRThBE7hHDy4hDrcQQOawCCCZ3iFN2fkvDjvzseiteDkM8fwB87nD53ojXA=</latexit>

rd�

<latexit sha1_base64="I0lCl0+Eq+lAbD6Xhb9LPX54zpY=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/YhrLZbNqlm03YnQil9F948aCIV/+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTsY3c789hPXRiTqAccp92M6UCISjKKVHjUJSQ+HHGm/XHGr7hxklXg5qUCORr/81QsTlsVcIZPUmK7npuhPqEbBJJ+WepnhKWUjOuBdSxWNufEn84un5MwqIYkSbUshmau/JyY0NmYcB7Yzpjg0y95M/M/rZhhd+ROh0gy5YotFUSYJJmT2PgmF5gzl2BLKtLC3EjakmjK0IZVsCN7yy6ukdVH1atXr+1qlfpPHUYQTOIVz8OAS6nAHDWgCAwXP8ApvjnFenHfnY9FacPKZY/gD5/MH6Y+Qcg==</latexit>

�r

<latexit sha1_base64="7AIev9MKLbIwmCgrhMD81XuDkRw=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsLXQhrLZTtq1m03Y3RRK6H/w4kERr/4fb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TxbDJYhGrdkA1Ci6xabgR2E4U0igQ+BiMbmf+4xiV5rF8MJME/YgOJA85o8ZKre4YGVG9csWtunOQVeLlpAI5Gr3yV7cfszRCaZigWnc8NzF+RpXhTOC01E01JpSN6AA7lkoaofaz+bVTcmaVPgljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomaol72Z+J/XSU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ66TPFTIjJpZQpri9lbAhVZQZG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiCZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBz1mju4=</latexit>

El volumen de la media esfera es V = 2⇡R3
/3, por lo que la densidad de masa de este

sólido es ⇢ = 3M/2⇡R3. Como vemos en la figura, estamos dividiendo la media esfera

en trocitos cúbicos cuyas caras mantienen una de las coordenadas esféricas constante.

Al igual que en el ejemplo anterior, estos cubos parecen deformados, pero en realidad

son cubos infinitesimales perfectos. Los lados de estos cubos son rd✓, ⇢d� y dr, por

lo que el volumen de cada uno de estos cubos es dV = r⇢drd✓d�. Sin embargo, no

olvidemos que ⇢ = r sin ✓, por lo que finalmente tenemos

dV = r
2 sin ✓ drd✓d�. (7.99)

Es directo comprobar que el volumen completo de la media esfera efectivamente cor-

responde a la suma de cada uno de estos cubitos:

V =

Z
dV (7.100)

=

Z 2⇡

0

Z ⇡/2

0

Z R

0

r
2 sin ✓ drd✓d� (7.101)

=
2

3
⇡R

4
. (7.102)

Ahora podemos calcular el centro de masas ~rCM = M
�1
R
~rdm. Usando dm = ⇢dV ,

y reemplazando adecuadamente ⇢ y dV , obtenemos:

~rCM =
3

2⇡R3

Z 2⇡

0

Z ⇡/2

0

Z R

0

~r r
2 sin ✓ drd✓d�. (7.103)
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Recordemos que en coordenadas esféricas la posición de cada cubito puede ser escrita

como

~r = rr̂ = r(cos ✓k̂ + sin ✓ cos�ı̂+ sin ✓ sin�|̂). (7.104)

Antes de reemplazar esta forma de ~r en (7.103) notemos que, debido a la simetŕıa

de la media esfera en torno al eje vertical, las integrales afectando los términos pro-

porcionales a ı̂ y |̂ necesariamente deben ser nulas. Esto puede ser comprobado

directamente resolviendo las integrales. De esta forma, obtenemos:

~rCM =
3k̂

2⇡R3

Z 2⇡

0

Z ⇡/2

0

Z R

0

r
3 sin ✓ cos ✓ drd✓d� =

3R

8
k̂. (7.105)

7.8.4 Ejemplo 4: Péndulo con forma de pizza

Veamos ahora un ejemplo consistente en un péndulo con una distribución de masa

continua. Consideremos un corte de pizza (de radio original R) de masa total M

distribuida homogéneamente, colgando desde el techo (ver figura). El ángulo del corte

del pedazo de pizza es ↵. La pizza solo puede girar en torno a un eje perpendicular

al plano la figura.

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�

<latexit sha1_base64="bZQ+Er1E07LJGye3M0VEPgsqG3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtq1m03Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCS5Z03AjWCdRDKNAsHYwvp357SemNI/lg5kkzI9wKHnIKRortXookhH2yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTUi/VLEE6xiHrWioxYtrP5tdOyZlVBiSMlS1pyFz9PZFhpPUkCmxnhGakl72Z+J/XTU145WdcJqlhki4WhakgJiaz18mAK0aNmFiCVHF7K6EjVEiNDahkQ/CWX14lrYuqV6te39cq9Zs8jiKcwCmcgweXUIc7aEATKDzCM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A49hjyQ=</latexit>

R

<latexit sha1_base64="FmS19wKVtyU2RMbzbeZl4lWZ93k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMxDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+n2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A7CBjOI=</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

Propongámonos encontrar las ecuaciones de movimiento utilizando momento angular

y torque. Los vectores unitarios ⇢̂ y �̂ son tal que ⇢̂ siempre apunta a lo largo del eje

de simetŕıa, y el vector �̂ siempre apunta en la dirección en la cual crece el ángulo �.

Ahora miremos el pedazo de pizza en relación a dicha base:

La ubicación de cada trocito de masa dm puede ser distinguido mediante un vector
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�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="DiD1ej7j23Li8MI+mgEpFwDy0PY=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9IQtlsN83SzW7YnQgl9Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5USa4Adf9dipr6xubW9Xt2s7u3v5B/fCoa1SuKetQJZTuR8QwwSXrAAfB+plmJI0E60Xju5nfe2LacCUfYZKxMCUjyWNOCVjJDxICOICEARnUG27TnQOvEq8kDVSiPah/BUNF85RJoIIY43tuBmFBNHAq2LQW5IZlhI7JiPmWSpIyExbzk6f4zCpDHCttSwKeq78nCpIaM0kj25kSSMyyNxP/8/wc4uuw4DLLgUm6WBTnAoPCs//xkGtGQUwsIVRzeyumCdGEgk2pZkPwll9eJd2LpnfZvHm4bLRuyziq6ASdonPkoSvUQveojTqIIoWe0St6c8B5cd6dj0VrxSlnjtEfOJ8/C2WRHw==</latexit>

r̂

<latexit sha1_base64="1mpu2Gj1844Q6JW6i/aKVHb6k3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRaL75Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvm01EsNTygb0yHvWqpoxI2fza+dkjOrDEgYa1sKyVz9PZHRyJhJFNjOiOLILHsz8T+vm2J45WdCJSlyxRaLwlQSjMnsdTIQmjOUE0so08LeStiIasrQBlSyIXjLL6+S1kXVq1Wv72uV+k0eRxFO4BTOwYNLqMMdNKAJDB7hGV7hzYmdF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8ATvAju0=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="W2PKfIkuMomCS5JZF2x4iAdaa48=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWj0ccaT9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AKfXjzQ=</latexit>

r

<latexit sha1_base64="ygyqlkFM1MlD09sJ/2Q9IlUZaeQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2VmqpfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ+6Lq1arXzVqlfpPHUYQTOIVz8OAS6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f4QGNAg==</latexit>

dm

<latexit sha1_base64="AY1Lx38EhoaFCuLToZ00EZho+90=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsR/QhrLZbNqlu5uwuxFK6D/w4kERr/4jb/4bt2kO2vpg4PHeDDPzgoQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjo5TRWibxDxWvQBrypmkbcMMp71EUSwCTrvB5Hbud5+o0iyWj2aaUF/gkWQRI9hY6SEUw2rNrbs50CrxClKDAq1h9WsQxiQVVBrCsdZ9z02Mn2FlGOF0VhmkmiaYTPCI9i2VWFDtZ/mlM3RmlRBFsbIlDcrV3xMZFlpPRWA7BTZjvezNxf+8fmqiKz9jMkkNlWSxKEo5MjGav41CpigxfGoJJorZWxEZY4WJseFUbAje8surpHNR9xr16/tGrXlTxFGGEziFc/DgEppwBy1oA4EInuEV3pyJ8+K8Ox+L1pJTzBzDHzifP5ZUjWs=</latexit>

posición ~r = rr̂, donde:

r̂ = cos ✓⇢̂+ sin ✓�̂. (7.106)

El ángulo ✓ es el ángulo entre r̂ y ⇢̂ (que distingue al eje de simetŕıa). Ahora que

ya tenemos las coordenadas bien definidas, podemos comenzar a hacer cálculos. Por

ejemplo, la relación entre infinitésimos de masa dm y área dA es dm = �dA. Dado que

la masa está distribuida de manera homogénea, � es constante. Luego, los trocitos

que forman la pizza tiene área dA = rdrd✓. De esta manera:

dm = � rdrd✓. (7.107)

Sumando, tenemos que la masa total es la suma de todos los pedacitos de masa

M =
R
dm. Luego:

M = �

Z ↵/2

�↵/2

Z R

0

rdrd✓ (7.108)

= �
1

2
↵R

2
. (7.109)

A partir de este resultado, podemos concluir que � = 2M/↵R
2. Para continuar,

notemos que cada trocito de masa dm tiene un momento angular d~L (con respecto a

O) dado por:

d~L = dm~r ⇥ ~v, (7.110)

donde ~r y ~v son la posición y velocidad del trocito de masa dm. Ya sabemos que la

posición es

~r = r(cos ✓⇢̂+ sin ✓�̂), (7.111)
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donde r y ✓ son constantes (pues denotan la posición del trocito con respecto a ⇢̂ y

�̂). Luego, usando que ˙̂⇢ = �̇�̂ y ˙̂
� = ��̇⇢̂, la velocidad resulta ser

~v = r�̇(cos ✓�̂ � sin ✓⇢̂). (7.112)

A partir de este resultado, vemos que ~r ⇥ ~v = �̇ r
2
k̂, donde k̂ es un vector que

apunta hacia fuera del plano. En definitiva, cada trocito tiene un momento angular

d~L = dm �̇ r
2
k̂. Entonces, el momento angular del pedazo de pizza es la suma del

momento angular de cada trocito:

~L =

Z
d~L (7.113)

=

Z
dm�̇ r

2
k̂. (7.114)

Usando dm = � rdrd✓ con � = 2M/↵R
2, la expresión anterior adquiere la forma:

~L = �̇
2M

↵R2
k̂

Z ↵/2

�↵/2

Z R

0

r
3
drd✓ (7.115)

= �̇
1

2
MR

2
k̂. (7.116)

Por su parte, el torque sobre la pizza es:

~⌧ =
X

i

~ri ⇥ ~F
ext
i . (7.117)

Recordemos que en esta expresión la suma es sobre todas las part́ıculas que conforman

el corte de pizza, y debe ser reemplazada por una integral si el sistema es continuo.

Las fuerzas externas son la fuerza que ejerce el techo ~Ftecho sobre la punta de la pizza

y la fuerza de gravedad d~Fg = g dm (cos�⇢̂� sin��̂) sobre cada trocito de masa dm.

Dado que la punta está en el origen, ~Ftecho no participa del cálculo. Luego:

~⌧ = g

Z
dm~r ⇥ (cos�⇢̂ � sin��̂). (7.118)

Notemos que, por definición,
R
dm~r = M~rCM. Luego, usando dm = � rdrd✓ con

� = 2M/↵R
2, vemos que la integral

R
dm~r adquiere la forma

Z
dm~r =

Z ↵/2

�↵/2

Z R

0

2M

↵R2
r(cos ✓⇢̂+ sin ✓�̂)rdrd✓. (7.119)
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Por simetŕıa, vemos que el segundo término debe anularse (de modo que el centro de

masas esté a lo largo de ⇢̂). Resolviendo:
Z

dm~r =
2M

↵R2
⇢̂

Z ↵/2

�↵/2

Z R

0

r
2 cos ✓drd✓ (7.120)

=
4MR

3↵
⇢̂ sin

↵

2
, (7.121)

de donde sigue que

~rCM =
4R

3↵
⇢̂ sin

↵

2
. (7.122)

En consecuencia, el torque finalmente resulta ser:

~⌧ =
4MgR

3↵
⇢̂ sin

↵

2
⇥ (cos�⇢̂ � sin��̂) (7.123)

= �
4MgR

3↵
sin

↵

2
sin�k̂. (7.124)

Finalmente, usando ~̇L = ~⌧ , obtenemos la siguiente ecuación de movimiento

�̈+

✓
8g

3↵R
sin

↵

2

◆
sin� = 0, (7.125)

que es el resultado buscado.

Notemos que también podemos llegar a este resultado usando mecánica Lagrangiana.

A partir de (7.112) vemos que la enerǵıa cinética dK de cada trocito de masa dm es

dK = dm
2 r

2
�̇
2. Luego, la enerǵıa cinética total del corte de pizza es la suma debido a

cada trocito K =
R
dK, lo que da:

K =
M

↵R2
�̇
2

Z ↵/2

�↵/2

Z R

0

r
3
drd✓ (7.126)

=
MR

2

4
�̇
2 (7.127)

donde, una vez más, usamos dm = � rdrd✓ con � = 2M/↵R
2. Por otro lado, usando

(7.122) junto a (7.72), vemos que el potencial gravitacional debido a la pizza adquiere

la forma Ug = �Mg
4R
3↵ sin ↵

2 cos�. Luego, el Lagrangiano del sistema es

L =
MR

2

4
�̇
2 +Mg

4R

3↵
sin

↵

2
cos�. (7.128)

A partir de este resultado, es directo comprobar que la ecuación de Euler-Lagrange

corresponde a (7.125).
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7.9 Sólidos ŕıgidos

Tanto la varilla del ejemplo 7.7.2 como el corte de pizza 7.8.4 corresponden a sólidos

ŕıgidos. Un sólido ŕıgido es un conjunto de part́ıculas cuyas posiciones relativas no

cambia en el tiempo. Para describir un sólido ŕıgido consideremos la situación general

ilustrada en la siguiente figura:

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="k+l5+12WtqqoHBB1+TlVKgiO+TA=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMiqLuiG5cV7ANmhpJJM21oJhmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O5W19Y3Nrep2bWd3b/+gfnjUNSrTlHWoEkr3I2KY4JJ1gINg/VQzkkSC9aLJXeH3npg2XMlHmKYsTMhI8phTAlbygzEBHPCEwHhQb7hNdw68SrySNFCJ9qD+FQwVzRImgQpijO+5KYQ50cCpYLNakBmWEjohI+ZbKknCTJjPI8/wmVWGOFbaPgl4rv7eyElizDSJ7GQRzix7hfif52cQX4c5l2kGTNLFR3EmMChc3I+HXDMKYmoJoZrbrJiOiSYUbEs1W4K3fPIq6V40vcvmzcNlo3Vb1lFFJ+gUnSMPXaEWukdt1EEUKfSMXtGbA86L8+58LEYrTrlzjP7A+fwBBrSRHA==</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="1SbFkvERXHw+yRKPKOimiMgNFng=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjNSUHdFNy4r2AfMDCWTZtrYTDIkd4Qy9DPcuFDErV/jzr8xbWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrTlLWpEkr3ImKY4JK1gYNgvVQzkkSCdaPx7czvPjFtuJIPMElZmJCh5DGnBKzkByMCOHhMCIz61Zpbd+fAq8QrSA0VaPWrX8FA0SxhEqggxviem0KYEw2cCjatBJlhKaFjMmS+pZIkzIT5PPIUn1llgGOl7ZOA5+rvjZwkxkySyE7Owpllbyb+5/kZxFdhzmWaAZN08VGcCQwKz+7HA64ZBTGxhFDNbVZMR0QTCralii3BWz55lXQu6l6jfn3fqDVvijrK6ASdonPkoUvURHeohdqIIoWe0St6c8B5cd6dj8VoySl2jtEfOJ8/CDyRHQ==</latexit>

k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

�R

<latexit sha1_base64="pmTJj0yAbDjc+N2sR77yWUgR+3I=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYh6QLGF20puMmd1ZZmYDIeQfvHhQxKv/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjhpapYlhnUkjVCqhGwWOsG24EthKFNAoENoPh7cxvjlBpLuNHM07Qj2g/5iFn1Fip0RkhIw/dYsktu3OQVeJlpAQZat3iV6cnWRphbJigWrc9NzH+hCrDmcBpoZNqTCgb0j62LY1phNqfzK+dkjOr9Egola3YkLn6e2JCI63HUWA7I2oGetmbif957dSEV/6Ex0lqMGaLRWEqiJFk9jrpcYXMiLEllClubyVsQBVlxgZUsCF4yy+vksZF2auUr+8rpepNFkceTuAUzsGDS6jCHdSgDgye4Ble4c2Rzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gAM5o7O</latexit>

�ri

<latexit sha1_base64="VZccWjOOy2zaMyZhgcUqNrI0sZM=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsJ+3SzSbubgol9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWju5nfGqPSPJaPZpKgH9GB5CFn1Fip3R0jI6rHe+WKW3XnIKvEy0kFctR75a9uP2ZphNIwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdiyVNELtZ/N7p+TMKn0SxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8NrPuExSg5ItFoWpICYms+dJnytkRkwsoUxxeythQ6ooMzaikg3BW355lTQvqt5l9ebhslK7zeMowgmcwjl4cAU1uIc6NICBgGd4hTfnyXlx3p2PRWvByWeO4Q+czx+7Ko/K</latexit>

�ri
�

<latexit sha1_base64="hrrjIBDqxsgPt6n759Twc3oZcDY=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsLaQlrLZbtqlm2zYnRRK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uHRk1GpZrzJlFS6HVDDpYh5EwVK3k40p1EgeSsY3c381phrI1T8iJOEdyM6iEUoGEUr+Z0xZ0T3RDY975UrbtWdg6wSLycVyNHolb86fcXSiMfIJDXG99wEuxnVKJjk01InNTyhbEQH3Lc0phE33Wx+8pScWaVPQqVtxUjm6u+JjEbGTKLAdkYUh2bZm4n/eX6K4XU3E3GSIo/ZYlGYSoKKzP4nfaE5QzmxhDIt7K2EDammDG1KJRuCt/zyKnm6rHq16s1DrVK/zeMowgmcwgV4cAV1uIcGNIGBgmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AHnb5EH</latexit>

En la figura, hay un sólido de masa total M con forma arbitraria, constituido por

part́ıculas de masas mi (o dm en el caso continuo). Este sólido puede trasladarse y

girar. Denotaremos como ~⌦ la velocidad angular con la cual el sólido gira, la que

puede depender del tiempo. Para describir la posición de cada part́ıcula, contamos

con un origen O y una base de vectores unitarios {ı̂, |̂, k̂}. De esta manera, las posición

de la i-ésima part́ıcula con respecto al origen fijo O, viene determinada por el vector

~ri = xiı̂ + yi|̂ + zik̂. Diremos que el origen O junto con la base {ı̂, |̂, k̂} forman un

sistema de referencia S.

Alternativamente, podemos describir las posiciones de las part́ıculas que forman

el sólido con la ayuda de un segundo origen O
0, y una base de vectores unitarios

{ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
}. El origen O

0 denota a una part́ıcula del sólido de nuestra elección (en

realidad no es necesario que O
0 corresponda a una part́ıcula del sólido, pero por

ahora esto no será importante). Por su parte, la base de vectores unitarios {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
}

es solidaria al sólido. Esto quiere decir, que si el sólido gira, la base girará junto con

el sólido, con cada vector unitario apuntando en la misma dirección relativa al sólido.

Aqúı el origen O
0 junto con la base {ı̂

0
, |̂

0
, k̂

0
} forman un sistema de referencia S

0. De

acuerdo a lo dicho, el sólido tiene movimiento en el sistema de referencia S, pero está
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en reposo con respecto al sistema d referencia S
0.

Para proseguir, definamos ~ri0 como la posición de la i-ésima part́ıcula del sólido con

respecto a O
0. Luego, si ~R corresponde a la posición de O

0 con respecto a O, vemos

que se debe cumplir:

~ri = ~R + ~ri
0
. (7.129)

Notemos que la posición ~ri
0 de una part́ıcula perteneciente al sólido puede sere escrita

con la ayuda de la base {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} de la siguiente manera ~ri

0 = x
0

iı̂
0+ y

0

i|̂
0+ z

0

ik̂
0. Ahora

viene una afirmación importante: Las coordenadas x0

i, y
0

i y z
0

i denotando la posición

de la i-ésima part́ıcula del sólido son constantes. Esto es porque, sin importar la

manera en que el sólido esté orientado, el origen O
0 es parte del sólido, y los vectores

de la base {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} siempre apuntan en las mismas direcciones relativas al sólido, tal

como lo ilustra la siguiente figura:

�ri
�

<latexit sha1_base64="hrrjIBDqxsgPt6n759Twc3oZcDY=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsLaQlrLZbtqlm2zYnRRK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uHRk1GpZrzJlFS6HVDDpYh5EwVK3k40p1EgeSsY3c381phrI1T8iJOEdyM6iEUoGEUr+Z0xZ0T3RDY975UrbtWdg6wSLycVyNHolb86fcXSiMfIJDXG99wEuxnVKJjk01InNTyhbEQH3Lc0phE33Wx+8pScWaVPQqVtxUjm6u+JjEbGTKLAdkYUh2bZm4n/eX6K4XU3E3GSIo/ZYlGYSoKKzP4nfaE5QzmxhDIt7K2EDammDG1KJRuCt/zyKnm6rHq16s1DrVK/zeMowgmcwgV4cAV1uIcGNIGBgmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AHnb5EH</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

�ri
�

<latexit sha1_base64="hrrjIBDqxsgPt6n759Twc3oZcDY=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsLaQlrLZbtqlm2zYnRRK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uHRk1GpZrzJlFS6HVDDpYh5EwVK3k40p1EgeSsY3c381phrI1T8iJOEdyM6iEUoGEUr+Z0xZ0T3RDY975UrbtWdg6wSLycVyNHolb86fcXSiMfIJDXG99wEuxnVKJjk01InNTyhbEQH3Lc0phE33Wx+8pScWaVPQqVtxUjm6u+JjEbGTKLAdkYUh2bZm4n/eX6K4XU3E3GSIo/ZYlGYSoKKzP4nfaE5QzmxhDIt7K2EDammDG1KJRuCt/zyKnm6rHq16s1DrVK/zeMowgmcwgV4cAV1uIcGNIGBgmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AHnb5EH</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

Cuidado, la afirmación anterior no quiere decir que el vector ~ri
0 sea constante. Si

el sólido gira con velocidad angular ~⌦, los vectores {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} también girarán con

la misma velocidad angular ~⌦, cambiando sus direcciones en el tiempo. Luego, en

general, tendremos:
d

dt
~ri

0 = x
0

i

d

dt
ı̂
0 + y

0

i

d

dt
|̂
0 + z

0

i

d

dt
k̂
0
. (7.130)

Recordemos que la derivada temporal de un vector ~A caracterizado por tener un

módulo constante, debe respetar la relación (1.150) derivada en la sección 1.20:

d ~A

dt
= ~!A ⇥ ~A (7.131)
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donde ~!A es la velocidad angular con la cual el vector ~A gira. Esta relación debe ser

válida para los vectores {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} con ~!A = ~⌦, que es la velocidad angular del sólido.

Usando dicha relación en (7.130), obtenemos:

d

dt
~ri

0 = ~⌦ ⇥ ~ri
0
. (7.132)

Luego, a partir de (7.129), vemos que la velocidad ~vi de la i-ésima part́ıcula del sólido,

con respecto a O, viene dada por

~vi = ~̇R + ~⌦ ⇥ ~ri
0
. (7.133)

Este resultado, junto con (7.129), nos permitirá derivar relaciones muy útiles para

estudiar la dinámica de un sólido ŕıgido.

7.9.1 Momento angular para un sólido ŕıgido

Recordemos que el momento angular para un sistema de muchas part́ıculas, con

respecto al origen O, viene dado por:

~LO =
X

i

mi~ri ⇥ ~vi. (7.134)

Usando las relaciones (7.129) y (7.133) obtenemos una expresión para el momento

angular válida para un sólido ŕıgido:

~LO =
X

i

mi(~R + ~ri
0) ⇥ ( ~̇R + ~⌦ ⇥ ~ri

0). (7.135)

Expandiendo esta relación, es posible derivar:

~LO = M ~R ⇥ ~̇R +M ~R ⇥ (~⌦ ⇥ ~r
0
CM) +M~r

0
CM ⇥ ~̇R +

X

i

mi~ri
0
⇥ (~⌦ ⇥ ~ri

0), (7.136)

donde hicimos uso de las relaciones M =
P

i mi y ~r
0
CM = M

�1
P

i mi~ri
0. Notemos

que ~r 0
CM es la posición del centro de masas con respecto a O

0. El cuarto término de

la relación (7.136) puede ser simplificado. Para lograrlo, hagamos uso de la relación

vectorial ~A ⇥ ( ~B ⇥ ~C) = ~B( ~A · ~C) � ~C( ~A · ~B). Obtenemos:

X

i

mi~ri
0
⇥ (~⌦ ⇥ ~ri

0) =
X

i

mi||~ri
0
||
2~⌦ �

X

i

mi~ri
0(~ri

0
· ~⌦). (7.137)
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Para simplificar esta relación aun más, escribamos ~ri0 · ~⌦ = ~ri
0t ~⌦, donde ~ri

0t denota

el vector transpuesto de ~ri0t. Este detalle nos permite re-escribir la relación anterior

como: X

i

mi~ri
0
⇥ (~⌦ ⇥ ~ri

0) =

X

i

mi(||~ri
0
||
2I � ~ri

0
~ri

0t)

�
~⌦, (7.138)

donde I denota la matriz unidad:

I =

0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A . (7.139)

Notemos que el paréntesis cuadrado en (7.138) es una matriz de 3⇥3 actuando sobre

el vector ~⌦. Debido a esto, definimos la llamada matriz de inercia (o tensor de inercia)

con respecto al origen O
0:

IO0 ⌘

X

i

mi

�
||~ri

0
||
2I � ~ri

0
~ri

0t
�
. (7.140)

De esta manera, finalmente obtenemos
X

i

mi~ri
0
⇥ (~⌦ ⇥ ~ri

0) = IO0~⌦, (7.141)

y el momento angular ~LO para un sólido ŕıgido con respecto al origen O adquiere la

forma

~LO = M ~R ⇥ ~̇R +M ~R ⇥ (~⌦ ⇥ ~r
0
CM) +M~r

0
CM ⇥ ~̇R + IO0~⌦. (7.142)

Notemos que este resultado nos entrega el momento angular como función de la

posición ~R del origen O
0 y la velocidad angular ~⌦. Las cantidades ~r 0

CM y IO0 describen

propiedades del sólido que dependen de cómo están distribuidas las masas que lo

conforman.

Recordemos que la posición del origen O
0 depende de una elección arbitraria. Si

elegimos que O
0 coincida con el centro de masas (O0 = CM), entonces ~r

0
CM = 0,

~R = ~rCM, y ~̇R = ~vCM, con lo cual (7.142) se reduce a

~LO = M~rCM ⇥ ~vCM + ICM
~⌦. (7.143)

Por otro lado, si uno de los puntos del sólido siempre está fijo, entonces podemos

hacer coincidir dicho punto con O y O
0, entonces ~R = ~̇R = 0, y obtenemos

~LO = IO
~⌦. (7.144)

Esta expresión es particularmente útil para estudiar péndulos con soportes en O (ver

sección 7.15).
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7.10 Matriz de inercia

Dediquemos un momento a la matriz de inercia definida en (7.140). Si escribimos el

vector posición para la i-ésima part́ıcula de la forma ~ri
0 = x

0

iı̂
0 + y

0

i|̂
0 + z

0

ik̂
0, entonces,

vemos que ||~ri
0
||
2 = (x0

i)
2 + (y0i)

2 + (z0i)
2. Por otro lado ~ri

0
~ri

0t corresponde a la matriz:

~ri
0
~ri

0t =

0

@
x
0

i

y
0

i

z
0

i

1

A� x0

i y
0

i z
0

i

�
=

0

@
(x0

i)
2
x
0

iy
0

i x
0

iz
0

i

y
0

ix
0

i (y0i)
2
y
0

iz
0

i

z
0

ix
0

i z
0

iy
0

i (z0i)
2

1

A . (7.145)

Luego, vemos que la matriz de inercia tiene la forma

IO0 ⌘

X

i

mi

0

@
(y0i)

2 + (z0i)
2

�x
0

iy
0

i �x
0

iz
0

i

�y
0

ix
0

i (x0

i)
2 + (z0i)

2
�y

0

iz
0

i

�z
0

ix
0

i �z
0

iy
0

i (x0

i)
2 + (y0i)

2

1

A . (7.146)

Esta es una matriz simétrica. En el caso en que estemos lidiando con un sólido ŕıgido

continuo, podemos hacer los reemplazos
P

i !
R
,mi ! dm y ~ri ! ~r = x

0
ı̂
0+y

0
|̂
0+z

0
k̂
0.

En tal caso, obtenemos

IO0 ⌘

Z 0

@
(y0)2 + (z0)2 �x

0
y
0

�x
0
z
0

�y
0
x
0 (x0)2 + (z0)2 �y

0
z
0

�z
0
x
0

�z
0
y
0 (x0)2 + (y0)2

1

A dm. (7.147)

Por supuesto, debemos recordar usar dm = �ds
0 en el caso en que estemos lidiando

con un sólido linear (por ejemplo, un alambre), dm = �dA
0 en el caso en que estemos

lidiando con una superficie sólida, y dm = ⇢dV
0 si estamos lidiando con un sólido con

volumen.

Si quisiéramos, podŕıamos diagonalizar IO0 . Esto quiere decir que existe una base

de vectores {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} para la cual IO0 es diagonal. Supongamos que comenzamos con

una base {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} para la cual IO0 no es diagonal (pues no siempre es fácil anticipar

cual es la mejor base para describir un sólido ŕıgido), y nos proponemos buscar una

nueva base {ı̂
00
, |̂

00
, k̂

00
} para la cual IO0 resulta ser diagonal. Entonces, para buscar

dicha base debemos resolver el problema de valores propios

IO0~ea = Ia~ea. (7.148)

Los vectores propios ~ea normalizados serán ni más ni menos los elementos de la base

{ı̂
00
, |̂

00
, k̂

00
} que buscamos. Por otro lado, los valores propios Ia serán los elementos

diagonales de IO0 . A dichos elementos se le denomina momentos de inercia.
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Debido a que estudiaremos sólidos ŕıgidos sencillos, para los cuales es fácil antic-

ipar la base de vectors unitarios adecuados para describirlos, no nos dedicaremos a

diagonalizar matrices de inercia en estos apuntes. Sin embargo, es posible anticipar

de manera general que los momentos de inercia son siempre positivos. Recordemos

que una matriz A es definida positiva (sus valores propios son positivos) si y solo śı
~V

t
A~V > 0 para todo vector ~V no nulo. Luego, para mostrar que IO0 tiene momentos

de inercia positivos, consideremos la combinación ~⌦t
IO0~⌦ y mostremos que es siempre

positiva. En primer lugar, gracias a (7.141), podemos escribir:

~⌦t
IO0~⌦ =

X

i

mi
~⌦ ·

h
~ri

0
⇥ (~⌦ ⇥ ~ri

0)
i
. (7.149)

Ahora, si consideramos la identidad vectorial ~A · ( ~B ⇥ ~C) = ~C · ( ~A ⇥ ~B) con ~A = ~⌦,
~B = ~ri

0 y ~C = (~⌦ ⇥ ~ri
0), vemos que

~⌦t
IO0~⌦ =

X

i

mi(~⌦ ⇥ ~ri
0) · (~⌦ ⇥ ~ri

0) (7.150)

=
X

i

mi||
~⌦ ⇥ ~ri

0
||
2
> 0. (7.151)

Dado que esta relación es válida para cualquier velocidad angular ~⌦, vemos que

efectivamente es siempre positivo ~⌦t
IO0~⌦, lo que demuestra que los momentos de

inercia son todos positivos.
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7.11 Ejemplos de matrices de inercia

Veamos ahora algunos ejemplos sencillos de sólidos ŕıgidos para los cuales las matrices

de inercia son sencillas de calcular.

7.11.1 Varilla homogénea (con respecto a un extremo)

Comencemos calculando el tensor de inercia de una varilla homogénea de largo L

y masa M , con respecto a su extremo. Utilicemos la base de vectores unitarios

orientados tal como lo muestra la siguiente figura:

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

La densidad de masa lineal es simplemente � = M/L. Notemos que las part́ıculas

que forman la varilla están todas extendidas a lo largo del eje z0 y, por lo tanto todas

tienen en común x
0 = y

0 = 0. Luego, usando usando dm = �dz
0, donde z

0 es la

coordenada a lo largo de la dirección k̂, vemos que la expresión (7.147) adquiere la

forma:

IO0 =
M

L

Z L

0

0

@
(z0)2 0 0

0 (z0)2 0

0 0 0

1

A dz
0
. (7.152)

Integrando cada elemento de la matriz distinta de 0 vemos que:

IO0 =
ML

2

3

0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 0

1

A . (7.153)

El resultado es diagonal, por lo que vemos que los 3 momentos de inercia son Ixx =

Iyy =
1
3ML

2 y Izz = 0.
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7.11.2 Varilla homogénea (con respecto a su centro de masas)

Calculemos ahora la matriz de inercia con respecto a su centro de masas, con los

vectores base orientados como lo muestra la figura:

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

En este caso lo único que cambia con respecto al ejemplo anterior son los ĺımites de

integración. En esta ocasión obtenemos:

IO0 =
M

L

Z L/2

�L/2

0

@
(z0)2 0 0

0 (z0)2 0

0 0 0

1

A dz
0 =

1

12
ML

2

0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 0

1

A . (7.154)

Es decir, los 3 momentos de inercia son Ixx = Iyy =
1
12ML

2 y Izz = 0.

7.11.3 Disco (con respecto a su centro de masas)

Consideremos ahora un disco homogéneo de radio R y masa M con vectores bases

orientados de la siguiente forma:

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>
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En este caso todos las part́ıculas que forman parte del disco comparten la posición

z
0 = 0. Luego, de acuerdo a (7.147), la matriz de inercia debe tener la forma:

IO0 =
M

⇡R2

Z 0

@
(y0)2 �x

0
y
0 0

�y
0
x
0 (x0)2 0

0 0 (x0)2 + (y0)2

1

A dA
0
, (7.155)

donde usamos dm = �dA con � = M/⇡R
2. Para recorrer el disco a través de la

integración, utilicemos coordenadas ciĺındricas x0 = ⇢
0 cos�0, e y0 = ⇢

0 sin�0. En dicho

caso, el elemento de área dA
0 se escribe como dA

0 = ⇢
0
d⇢

0
d�

0.

IO0 =
M

⇡R2

Z 2⇡

0

Z R

0

0

@
(⇢0)2 sin2

�
0

�(⇢0)2 cos�0 sin�0 0

�(⇢0)2 cos�0 sin�0 (⇢0)2 cos2 �0 0

0 0 (⇢0)2

1

A ⇢
0
d⇢

0
d�

0
. (7.156)

Integrando esta expresión, finalmente obtenemos

IO0 =
M

4
R

2

0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 2

1

A . (7.157)

Es decir, los 3 momentos de inercia son Ixx = Iyy =
1
4MR

2 y Izz =
1
2MR

2.

7.11.4 Corte de pizza (con respecto a la punta)

Dado que ya tenemos cierta experiencia con pizzas, calculemos el tensor de inercia de

el siguiente corte de pizza con vectores bases orientados de la siguiente forma:

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>
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En este caso podemos usar la expresión (7.156) cambiando los ĺımites de integración:

IO0 =
M

⇡R2

Z ↵/2

�↵/2

Z R

0

0

@
(⇢0)2 sin2

�
0

�(⇢0)2 cos�0 sin�0 0

�(⇢0)2 cos�0 sin�0 (⇢0)2 cos2 �0 0

0 0 (⇢0)2

1

A ⇢
0
d⇢

0
d�

0
.

(7.158)

Integrando esta expresión, obtenemos

IO0 =
M

4⇡
R

2

0

@
1
2(↵ � sin↵) 0 0

0 1
2(↵ + sin↵) 0

0 0 ↵

1

A . (7.159)

En definitiva, los 3 momentos de inercia son Ixx = 1
8⇡MR

2(↵�sin↵), Iyy =
1
8⇡MR

2(↵+

sin↵) y Izz =
1
4⇡MR

2
↵. Podemos ver que cuando ↵ = 2⇡ re-obtenemos el resultado

del disco analizado en el ejemplo anterior.

7.11.5 Cilindro (con respecto a su base)

Consideremos ahora un cilindro de radio R y altura L. Ubiquemos el origen en su

base inferior, y orientemos los vectores base tal como lo muestra la siguiente figura:

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

Usando dm = ⇢dV con ⇢ = M/L⇡R
2, y dV = ⇢

0
d⇢

0
d�

0
dz

0, e integrando con coor-

denadas ciĺındricas, x0 = ⇢
0 cos�0, y0 = ⇢

0 sin�0 y z
0, la expresión (7.155) adquiere la
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forma:

IO0 =
M

L⇡R2

Z L

0

Z 2⇡

0

Z R

0

0

@
(⇢0)2 sin2

�
0 + (z0)2 �(⇢0)2 cos�0 sin�0

�z
0
⇢
0 cos�0

�(⇢0)2 cos�0 sin�0 (⇢0)2 cos2 �0 + (z0)2 �z
0
⇢
0 sin�0

�z
0
⇢
0 cos�0

�z
0
⇢
0 sin�0 (⇢0)2

1

A ⇢
0
d⇢

0
d�

0
dz

0
.

(7.160)

Integrando, finalmente obtenemos

IO0 =
M

12

0

@
3R2 + 4L2 0 0

0 3R2 + 4L2 0

0 0 6R2

1

A , (7.161)

y por lo tanto, los momentos de inercia son Ixx = Iyy = 1
12M(3R2 + 4L2) y Izz =

1
2MR

2. Notemos que en el ĺımite R ! 0, re-obtenemos el tensor de inercia de una

varilla con respecto a su extremo. Por otro lado, en el ĺımite L ! 0 re-obtenemos el

tensor de inercia de un disco a partir de su centro de masas.

7.11.6 Cilindro (con respecto a su centro de masas)

Consideremos ahora el caso de un cilindro homogéneo con el origen ubicado en su

centro de masas:

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

Este caso es idéntico al caso anterior, excepto por los ĺımites de integración:

IO0 =
M

L⇡R2

Z L/2

�L/2

Z 2⇡

0

Z R

0

0

@
(⇢0)2 sin2

�
0 + (z0)2 �(⇢0)2 cos�0 sin�0

�z
0
⇢
0 cos�0

�(⇢0)2 cos�0 sin�0 (⇢0)2 cos2 �0 + (z0)2 �z
0
⇢
0 sin�0

�z
0
⇢
0 cos�0

�z
0
⇢
0 sin�0 (⇢0)2

1

A ⇢
0
d⇢

0
d�

0
dz

0
.

(7.162)
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Luego, al integrar, obtenemos

IO0 =
M

12

0

@
3R2 + L

2 0 0

0 3R2 + L
2 0

0 0 6R2

1

A , (7.163)

de donde vemos que los momentos de inercia son Ixx = Iyy = 1
12M(3R2 + 4L2) y

Izz =
1
2MR

2. Notemos que al tomar el ĺımite R ! 0, obtenemos el tensor de inercia

de una varilla con respecto a su centro de masas.

7.11.7 Esfera (con respecto a su centro de masas)

Por último, consideremos una esfera homogénea de radio R y masa M , con el origen

ubicado en su centro de masas:

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

En este caso conviene usar coordenadas coordenadas esféricas x
0 = r

0 sin ✓0 cos�0,

y
0 = r

0 sin ✓0 sin�0 y z
0 = r

0 cos ✓0. Usando dm = ⇢ dV
0 con ⇢ = 3M/4⇡R3 y dV

0 =

(r0)2 sin ✓0dr0d✓0d�0 en la ecuación (7.147), obtenemos:

IO0 =
3M

4⇡R3

Z 2⇡

0

Z ⇡

0

Z R

0

⇥ (r0)4 sin ✓0dr0d✓0d�0
, (7.164)

donde ⇥ corresponde a la siguiente matriz:

⇥ =

0

@
sin2

✓
0 sin2

�
0 + cos2 ✓0 � sin2

✓
0 cos�0 sin�0

� sin ✓0 cos ✓ cos�0

� sin2
✓
0 cos�0 sin�0 sin2

✓
0 cos2 �0 + cos2 ✓0 � sin ✓0 cos ✓ sin�0

� sin ✓0 cos ✓ cos�0
� sin ✓0 cos ✓ sin�0 sin2

✓
0

1

A . (7.165)
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Dada la simetŕıa de la esfera, es fácil anticipar que todos los elementos serán nulos

con excepción de los elementos de la diagonal. Adicionalmente, estos deben ser todos

iguales. Luego, basta con realizar una sola integral (por ejemplo, aquella correspon-

diente al elemento Izz), para obtener:

IO0 =
2

5
MR

2

0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A . (7.166)

7.12 Suma de matrices de inercia

La definición de matriz de inercia (7.140) consiste en una suma. Esto quiere decir

que podemos calcular la matriz de inercia de un sólido ŕıgido compuesto a partir de

las matrices de inercia de aquellos sólidos que lo componen. Es decir, si tenemos un

sólido ŕıgido dado A construido a partir de dos sólidos ŕıgidos B y C, entonces

I
A
O0 = I

B
O0 + I

C
O0 . (7.167)

Notemos que esta suma es válida sólo si cada matriz de inercia está calculada con

respecto al mismo origen O
0.

Veamos un ejemplo. La siguiente figura muestra muestra un avión ensamblado a

partir de tres componentes: El cuerpo (sólido ŕıgido 1), la ala derecha (sólido ŕıgido

2) y la ala izquierda (sólido ŕıgido 3).

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

CMac

<latexit sha1_base64="0UDd85ev4VtA/HXSA9/nre9ShAM=">AAAB+nicbZDLSsNAFIYn9VbrLdWlm8EiuCqJFNRdsRs3QgV7gTaEyXTSDp2ZhJmJUmIexY0LRdz6JO58G6dpFtr6w8DHf87hnPmDmFGlHefbKq2tb2xulbcrO7t7+wd29bCrokRi0sERi2Q/QIowKkhHU81IP5YE8YCRXjBtzeu9ByIVjcS9nsXE42gsaEgx0sby7Wo6lBy2bjM/B4Qz3645dScXXAW3gBoo1Pbtr+EowgknQmOGlBq4Tqy9FElNMSNZZZgoEiM8RWMyMCgQJ8pL89MzeGqcEQwjaZ7QMHd/T6SIKzXjgenkSE/Ucm1u/lcbJDq89FIq4kQTgReLwoRBHcF5DnBEJcGazQwgLKm5FeIJkghrk1bFhOAuf3kVuud1t1G/umvUmtdFHGVwDE7AGXDBBWiCG9AGHYDBI3gGr+DNerJerHfrY9FasoqZI/BH1ucPzYWTug==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="efUAbgu/ZLOi6LYj7soHLfZUnEo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vml6/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+RmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+Sdq3qXVSvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/fd2Mvw==</latexit>

2

<latexit sha1_base64="EE3yPuwBvkJjEt7zdPQX0C8yc1M=">AAAB5HicbVBNS8NAEJ3Urxq/qlcvi0XwVJIiqLeiF48V7Ae0oWy2k3btZhN2N0IJ/QVePChe/U3e/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqeDaeN63U9rY3NreKe+6e/sHh0cV97itk0wxbLFEJKobUo2CS2wZbgR2U4U0DgV2wsnd3O88o9I8kY9mmmIQ05HkEWfUWOmhPqhUvZq3AFknfkGqUKA5qHz1hwnLYpSGCap1z/dSE+RUGc4Eztx+pjGlbEJH2LNU0hh1kC8OnZFzqwxJlChb0pCF+nsip7HW0zi0nTE1Y73qzcX/vF5mousg5zLNDEq2XBRlgpiEzL8mQ66QGTG1hDLF7a2EjamizNhsXBuCv/ryOmnXa/5l7abauC3CKMMpnMEF+HAFDbiHJrSAAcILvMG78+S8Oh/LxpJTTJzAHzifPxWDi5g=</latexit>

3

<latexit sha1_base64="oUpfimeEttznyCFEwSIRCW563/8=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexGQb0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+kWvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rw2p9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaVbK3mX5pl4pVW+zOPJwAqdwDh5cQRXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A4DljME=</latexit>

Entonces, la matriz de inercia del avión completo con respecto a cierto origen (digamos

el centro de masas CMac del avión completo) puede ser escrita como la suma de las
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matrices de inercia de las tres piezas que lo componen:

ICMac = I
1
CMac

+ I
2
CMac

+ I
3
CMac

. (7.168)

Claramente, el punto CMac no es el centro de masas de las alas (tampoco es necesaria-

mente el centro de masas del cuerpo). Aún aśı, para que la suma sea válida, debemos

cerciorarnos de contar con la matriz de inercia de cada pieza calculada con respecto a

CMac, que siempre está en la misma posición relativa a la pieza en cuestión, tal como

lo muestra la siguiente figura:

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

CMac

<latexit sha1_base64="0UDd85ev4VtA/HXSA9/nre9ShAM=">AAAB+nicbZDLSsNAFIYn9VbrLdWlm8EiuCqJFNRdsRs3QgV7gTaEyXTSDp2ZhJmJUmIexY0LRdz6JO58G6dpFtr6w8DHf87hnPmDmFGlHefbKq2tb2xulbcrO7t7+wd29bCrokRi0sERi2Q/QIowKkhHU81IP5YE8YCRXjBtzeu9ByIVjcS9nsXE42gsaEgx0sby7Wo6lBy2bjM/B4Qz3645dScXXAW3gBoo1Pbtr+EowgknQmOGlBq4Tqy9FElNMSNZZZgoEiM8RWMyMCgQJ8pL89MzeGqcEQwjaZ7QMHd/T6SIKzXjgenkSE/Ucm1u/lcbJDq89FIq4kQTgReLwoRBHcF5DnBEJcGazQwgLKm5FeIJkghrk1bFhOAuf3kVuud1t1G/umvUmtdFHGVwDE7AGXDBBWiCG9AGHYDBI3gGr+DNerJerHfrY9FasoqZI/BH1ucPzYWTug==</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

CMac

<latexit sha1_base64="0UDd85ev4VtA/HXSA9/nre9ShAM=">AAAB+nicbZDLSsNAFIYn9VbrLdWlm8EiuCqJFNRdsRs3QgV7gTaEyXTSDp2ZhJmJUmIexY0LRdz6JO58G6dpFtr6w8DHf87hnPmDmFGlHefbKq2tb2xulbcrO7t7+wd29bCrokRi0sERi2Q/QIowKkhHU81IP5YE8YCRXjBtzeu9ByIVjcS9nsXE42gsaEgx0sby7Wo6lBy2bjM/B4Qz3645dScXXAW3gBoo1Pbtr+EowgknQmOGlBq4Tqy9FElNMSNZZZgoEiM8RWMyMCgQJ8pL89MzeGqcEQwjaZ7QMHd/T6SIKzXjgenkSE/Ucm1u/lcbJDq89FIq4kQTgReLwoRBHcF5DnBEJcGazQwgLKm5FeIJkghrk1bFhOAuf3kVuud1t1G/umvUmtdFHGVwDE7AGXDBBWiCG9AGHYDBI3gGr+DNerJerHfrY9FasoqZI/BH1ucPzYWTug==</latexit>

CMac

<latexit sha1_base64="0UDd85ev4VtA/HXSA9/nre9ShAM=">AAAB+nicbZDLSsNAFIYn9VbrLdWlm8EiuCqJFNRdsRs3QgV7gTaEyXTSDp2ZhJmJUmIexY0LRdz6JO58G6dpFtr6w8DHf87hnPmDmFGlHefbKq2tb2xulbcrO7t7+wd29bCrokRi0sERi2Q/QIowKkhHU81IP5YE8YCRXjBtzeu9ByIVjcS9nsXE42gsaEgx0sby7Wo6lBy2bjM/B4Qz3645dScXXAW3gBoo1Pbtr+EowgknQmOGlBq4Tqy9FElNMSNZZZgoEiM8RWMyMCgQJ8pL89MzeGqcEQwjaZ7QMHd/T6SIKzXjgenkSE/Ucm1u/lcbJDq89FIq4kQTgReLwoRBHcF5DnBEJcGazQwgLKm5FeIJkghrk1bFhOAuf3kVuud1t1G/umvUmtdFHGVwDE7AGXDBBWiCG9AGHYDBI3gGr+DNerJerHfrY9FasoqZI/BH1ucPzYWTug==</latexit>

2

<latexit sha1_base64="EE3yPuwBvkJjEt7zdPQX0C8yc1M=">AAAB5HicbVBNS8NAEJ3Urxq/qlcvi0XwVJIiqLeiF48V7Ae0oWy2k3btZhN2N0IJ/QVePChe/U3e/Ddu2xy09cHA470ZZuaFqeDaeN63U9rY3NreKe+6e/sHh0cV97itk0wxbLFEJKobUo2CS2wZbgR2U4U0DgV2wsnd3O88o9I8kY9mmmIQ05HkEWfUWOmhPqhUvZq3AFknfkGqUKA5qHz1hwnLYpSGCap1z/dSE+RUGc4Eztx+pjGlbEJH2LNU0hh1kC8OnZFzqwxJlChb0pCF+nsip7HW0zi0nTE1Y73qzcX/vF5mousg5zLNDEq2XBRlgpiEzL8mQ66QGTG1hDLF7a2EjamizNhsXBuCv/ryOmnXa/5l7abauC3CKMMpnMEF+HAFDbiHJrSAAcILvMG78+S8Oh/LxpJTTJzAHzifPxWDi5g=</latexit>

1

<latexit sha1_base64="efUAbgu/ZLOi6LYj7soHLfZUnEo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vml6/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI1QGiao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupZJGqP1sfuiUnFllQMJY2ZKGzNXfExmNtJ5Ege2MqBnpZW8m/ud1UxNe+RmXSWpQssWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+Sdq3qXVSvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/fd2Mvw==</latexit>

3

<latexit sha1_base64="oUpfimeEttznyCFEwSIRCW563/8=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexGQb0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+kWvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rw2p9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaVbK3mX5pl4pVW+zOPJwAqdwDh5cQRXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A4DljME=</latexit>

7.13 Teorema de Steiner

Digamos que queremos construir el avión del ejemplo anterior a partir de las tres

piezas, y deseamos conocer la matriz de inercia del avión completo. Sin embargo,

los fabricantes de cada pieza no nos informan la matriz de inercia con respecto al

centro de masas CMac del avión completo. En lugar de eso, nos entregan la matriz

de inercia con respecto al centro de masas de cada pieza por separado. El teorema de

Steiner resuelve este problema. Para derivar el teorema, comencemos por recordar la

definición (7.140) de matriz de inercia:

IO0 ⌘

X

i

mi

�
||~ri

0
||
2I � ~ri

0
~ri

0t
�
. (7.169)

Ahora escribamos cada posición ~ri
0 en términos de la posición del centro de masas

~r
0
CM de la siguiente forma:

~ri
0 = ~r

0
CM + ~⇢i

0
, (7.170)
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donde ~⇢i
0 es la posición de la i-ésima part́ıcula con respecto al centro de masas. Esta

definición coincide con la definición de los vectores ~⇢i hecha en la ecuación (7.30),

por lo que, si lo deseáramos, podemos escribir ~⇢i
0 = ~⇢i. De paso, esto significa queP

i mi~⇢i
0 = 0. Reemplazando (7.170) en (7.169) obtenemos

IO0 =
X

i

mi

⇥
||~r

0
CM + ~⇢i

0
||
2I � (~r 0

CM + ~⇢i
0)(~r 0

CM + ~⇢i
0)t
⇤
. (7.171)

Expandiendo este resultado, y haciendo uso de
P

i mi~⇢i
0 = 0, finalmente obtenemos

el teorema de Steiner

IO0 = ICM +Mtot

h
||~r

0
CM||

2I � ~r
0
CM~r

0t
CM

i
, (7.172)

donde ICM es la matriz de inercia calculada a partir del centro de masas del sólido

ŕıgido. Este resultado nos permite conocer la matriz de inercia IO0 de un sólido ŕıgido

con respecto a cualquier origen O
0 a partir de la matriz de inercia ICM con respecto

de su centro de masas. Para ello, basta conocer la masa total del sólido, y la posición

~r
0
CM del centro de masas con respecto a O

0.

7.14 Enerǵıa cinética de un sólido ŕıgido

Recordemos que la enerǵıa cinética para un sistema de varias part́ıculas viene dada

por:

K =
1

2

X

i

mi~vi
2
. (7.173)

Podemos derivar una expresión más espećıfica para sólidos ŕıgidos usando la relación

(7.133), que nos dice que ~̇R + ~⌦ ⇥ ~ri
0. Reemplazando esta forma para ~vi en (7.173),

vemos que:

K =
1

2

X

i

mi

⇣
~̇R + ~⌦ ⇥ ~ri

0

⌘2
. (7.174)

Expandiendo esta expresión, obtenemos

K =
1

2
M ~̇R

2 +M ~̇R · (~⌦ ⇥ ~r
0
CM) +

1

2

X

i

mi(~⌦ ⇥ ~ri
0)2. (7.175)

El último término ya lo conocemos. Recordemos que en la ecuación (7.151) encon-

tramos que ~⌦t
IO0~⌦ =

P
i mi(~⌦⇥~ri

0)2. Luego, la enerǵıa cinética para un sólido ŕıgido

viene dada por:

K =
1

2
M ~̇R

2 +M ~̇R · (~⌦ ⇥ ~r
0
CM) +

1

2
~⌦t
IO0~⌦. (7.176)
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Notemos que en el caso particular en que O
0 coincide con el centro de masas (O0 =

CM), entonces ~r 0
CM = 0, ~R = ~rCM, y ~̇R = ~vCM, con lo cual la enerǵıa cinética adquiere

la forma:

K =
1

2
M~vCM

2 +
1

2
~⌦t
ICM

~⌦. (7.177)

Por otro lado, si uno de los puntos del sólido siempre está fijo, entonces podemos

hacer coincidir dicho punto con O y O
0, entonces ~R = ~̇R = 0, y obtenemos

K =
1

2
~⌦t
IO

~⌦. (7.178)

7.15 Sólidos ŕıgidos pendulares

Un péndulo construido a partir de un sólido ŕıgido plano puede ser estudiado fácilmente

utilizando matrices de inercia. Comencemos por considerar el caso de un péndulo con-

finado a un plano.

7.15.1 Péndulos planos

En este caso, el eje de rotación del péndulo necesariamente pasará por un punto fijo

del sólido. Tal como lo hemos señalado con anterioridad, en este caso conviene hacer

coincidir los oŕıgenes O y O
0 con dicho punto, tal como lo muestra la siguiente figura:

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

CM

<latexit sha1_base64="TdFDeEtms/8k2dNRyEshxHSjP2w=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9mVgnor9uJFqGA/oF1KNs22oUl2TbJCWfonvHhQxKt/x5v/xnS7B219MPB4b4aZeUHMmTau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUVtHiSK0RSIeqW6ANeVM0pZhhtNurCgWAaedYNKY+50nqjSL5IOZxtQXeCRZyAg2VuqmfSVQ4242KFfcqpsBrRIvJxXI0RyUv/rDiCSCSkM41rrnubHxU6wMI5zOSv1E0xiTCR7RnqUSC6r9NLt3hs6sMkRhpGxJgzL190SKhdZTEdhOgc1YL3tz8T+vl5jwyk+ZjBNDJVksChOOTITmz6MhU5QYPrUEE8XsrYiMscLE2IhKNgRv+eVV0r6oerXq9X2tUr/J4yjCCZzCOXhwCXW4hSa0gACHZ3iFN+fReXHenY9Fa8HJZ47hD5zPH6Gcj7k=</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

Para describir este péndulo, elijamos como coordenada � al ángulo entre el eje vertical,

el vector posición ~rMC del centro de masas, y denotemos la distancia desde el origen al

centro de masas como L (es decir ||~rMC|| = L). Además, elijamos convenientemente
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a los elementos de la base {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} fijos al sólido, como los de la figura (notemos que

estos coinciden con la base ciĺındrica habitual {⇢̂, �̂, k̂}). La velocidad angular del

sólido puede ser escrita como
~⌦ = �̇k̂ = �̇k̂

0
. (7.179)

Para proceder, debemos contar con la matriz de inercia IO del sólido ŕıgido con

respecto al punto fijo O. Si en lugar de conocer IO, conociéramos ICM, bastará

aplicar el teorema de Steiner para obtener IO. En términos de la base {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
}, la

relación entre IO y ICM será:

IO = ICM +MtotL
2

0

@
0 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A . (7.180)

Independiente de esto, notemos que, dado que el sólido es plano, todas las part́ıculas

del sólido tendrán en común una posición con z
0

i = 0. Gracias a (7.146), esto quiere

decir que IO tendrá la forma

IO =

0

@
I11 I12 0

I21 I22 0

0 0 I33

1

A . (7.181)

Supongamos que conocemos IO (o por lo menos conocemos I33). Luego, a partir de

(7.144) vemos que el momento angular será

~LO = IO
~⌦ =

0

@
I11 I12 0

I21 I22 0

0 0 I33

1

A

0

@
0

0

�̇

1

A =

0

@
0

0

�̇I33

1

A = �̇I33k̂. (7.182)

Por otro lado, gracias a la ecuación (7.29), el torque con respecto al origen, actuando

sobre el sólido, es

~⌧O = �MtotgL sin�k̂. (7.183)

Luego, usando d~LO/dt = ~⌧O, finalmente obtenemos:

�̈+
MtotgL

I33
sin� = 0. (7.184)

Luego, la frecuencia para pequeñas oscilaciones es !0 =
p
MtotgL/I33. Notemos que si

el sólido consiste en una sola part́ıcula de masa M , entonces necesariamente ICM = 0.

Luego (7.180) nos dice que I33 = ML
2, y por lo tanto !0 =

p
g/L, resultado que ya

conocemos bien.
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7.15.2 Péndulos con volumen

¿Qué pasa si un péndulo tiene volumen? En dichos casos, el eje de rotación atravesará

el sólido, y por lo tanto éste contendrá multiples puntos fijos (a lo largo del eje de

rotación), tal como lo muestra la siguiente figura:

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

�� = �̇k̂

<latexit sha1_base64="9eKeyTHPLfmBAwiatbdNsZfW/ec=">AAACB3icbVDLSgNBEJz1GeNr1aMgg0HwFHYloB6EoBdvRjAPyC5hdtJJhsw+mOkNhJCbF3/FiwdFvPoL3vwbJ8keNLGgoajqnumuIJFCo+N8W0vLK6tr67mN/ObW9s6uvbdf03GqOFR5LGPVCJgGKSKookAJjUQBCwMJ9aB/M/HrA1BaxNEDDhPwQ9aNREdwhkZq2UfeADj17kLoMnpFvXaM1Et6gno9hrTfsgtO0ZmCLhI3IwWSodKyv8wTPA0hQi6Z1k3XSdAfMYWCSxjnvVRDwnifdaFpaMRC0P5oeseYnhilTTuxMhUhnaq/J0Ys1HoYBqYzZNjT895E/M9rpti58EciSlKEiM8+6qSSYkwnodC2UMBRDg1hXAmzK+U9phhHE13ehODOn7xIamdFt1S8vC8VytdZHDlySI7JKXHJOSmTW1IhVcLJI3kmr+TNerJerHfrY9a6ZGUzB+QPrM8fy82YAw==</latexit>

CM

<latexit sha1_base64="TdFDeEtms/8k2dNRyEshxHSjP2w=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9mVgnor9uJFqGA/oF1KNs22oUl2TbJCWfonvHhQxKt/x5v/xnS7B219MPB4b4aZeUHMmTau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUVtHiSK0RSIeqW6ANeVM0pZhhtNurCgWAaedYNKY+50nqjSL5IOZxtQXeCRZyAg2VuqmfSVQ4242KFfcqpsBrRIvJxXI0RyUv/rDiCSCSkM41rrnubHxU6wMI5zOSv1E0xiTCR7RnqUSC6r9NLt3hs6sMkRhpGxJgzL190SKhdZTEdhOgc1YL3tz8T+vl5jwyk+ZjBNDJVksChOOTITmz6MhU5QYPrUEE8XsrYiMscLE2IhKNgRv+eVV0r6oerXq9X2tUr/J4yjCCZzCOXhwCXW4hSa0gACHZ3iFN+fReXHenY9Fa8HJZ47hD5zPH6Gcj7k=</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

Al igual que en el caso de péndulos planos, hemos hecho coincidir los elementos de la

base {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} fija al sólido con los lo de la base ciĺındrica {⇢̂, �̂, k̂}, de modo que el

eje de rotación coincide con el vector unitario k̂
0. De este modo:

~⌦ = �̇k̂. (7.185)

Para proceder, podemos elegir como origen O a aquel punto fijo a partir del cual

el vector describiendo la posición del centro de masas adquiere la forma ~rCM = L ı̂
0

(podŕıa ocurrir que O quedara fuera del sólido, pero eso no tendŕıa importancia). En

esta ocasión, dado que el péndulo no es plano, la matriz de inercia tendrá la forma

general:

IO =

0

@
I11 I12 I13

I21 I22 I23

I13 I12 I33

1

A . (7.186)

Luego, a partir de (7.144) vemos que el momento angular será

~LO = IO
~⌦ =

0

@
I11 I12 I13

I21 I22 I23

I13 I12 I33

1

A

0

@
0

0

�̇

1

A = �̇

0

@
I13

I23

I33

1

A = �̇(I31⇢̂+ I32�̂+ I33k̂). (7.187)
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Otra distinción importante con respecto a los péndulos planos es que el torque que el

eje ejerce sobre el sólido no será nulo. Esto se debe a que el eje intercepta al sólido

en más de un punto, y por lo tanto siempre habrá una distancia entre estos puntos

de contacto y el origen O. Por otro lado, dado que la posición de cualquier punto del

sólido interceptado por el eje es proporcional a k̂, entonces el torque ~⌧eje debido a las

fuerzas que ejerce el eje sobre el sólido necesariamente será perpendicular a k̂. Esto

quiere decir que

~⌧
eje
O

= ⌧
eje
⇢ ⇢̂+ ⌧

eje
� �̂. (7.188)

De esta manera, el torque total sobre el sólido es:

~⌧O = �MtotgL sin�k̂ + ⌧
eje
⇢ ⇢̂+ ⌧

eje
� �̂. (7.189)

En consecuencia, usando d~LO/dt = ~⌧O, finalmente obtenemos:

d

dt

⇣
�̇(I31⇢̂+ I32�̂+ I33k̂)

⌘
= �MtotgL sin�k̂ + ⌧

eje
⇢ ⇢̂+ ⌧

eje
� �̂. (7.190)

Notemos que debemos derivar los vectores ⇢̂ y �̂. Esto nos da

�̈(I31⇢̂+ I32�̂+ I33k̂) + �̇
2(I31�̂ � I32⇢̂) = �MtotgL sin�k̂ + ⌧

eje
⇢ ⇢̂+ ⌧

eje
� �̂. (7.191)

Luego, igualando las componentes correspondiente a cada elemento de la base, obten-

emos las siguientes tres ecuaciones escalares:

⌧
eje
⇢ = �̈I31 � �̇

2
I32, (7.192)

⌧
eje
� = �̈I32 + �̇

2
I31, (7.193)

�̈+
MtotgL

I33
sin� = 0. (7.194)

La tercera ecuación nos entrega la ecuación de movimiento del péndulo, que coincide

con la ecuación de movimiento para péndulos planos derivada en la sección anterior.

Por otro lado, las primeras dos ecuaciones nos entrega expresiones para las compo-

nentes del torque ~⌧
eje
O

que ejerce el eje sobre el péndulo. Por lo tanto, integrando

las ecuaciones de movimiento, podemos deducir un expresión para ~⌧
eje
O

en función

del ángulo �. Es importante consignar que, dependiendo de la geometŕıa del sólido

ŕıgido, un péndulo con volumen también puede ser tal que I31 = I32 = 0. En dicho

caso, el eje no ejerce torque sobre el péndulo.
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7.15.3 Lagrangiano para un péndulo

Consideremos ahora el desaf́ıo de obtener un lagrangiano para describir el movimiento

de un sólido ŕıgido pendular. Insertando (7.186) y (7.185) en la expresión (7.178), es

directo constatar que la enerǵıa cinética viene dada por I33�̇2
/2. Luego, en conjunto

con la enerǵıa potencial gravitacional de la expresión (7.72), válida para un sistema

de muchas de part́ıculas, vemos que el Lagrangiano de un péndulo constituido por un

sólido ŕıgido es

L =
1

2
I33�̇

2 +MtotgL cos�. (7.195)

Luego, usando la ecuación de Euler-Lagrange obtenemos directamente:

�̈+
MtotgL

I33
sin� = 0, (7.196)

coincidiendo con las expresiones (7.184) y (7.194) previamente derivadas.

7.16 Suma de velocidades angulares

Para estudiar un sólido ŕıgido en movimiento, a veces es conveniente introducir más de

un sistema de referencia rotando. Supongamos que, aparte del sistema de referencia

fijo S y el sistema solidario al sólido S
0, contamos con un tercer sistema de referencia

S
00 (constituido por el origen O

0 y la base {ı̂
00
, |̂

00
, k̂

00
}). Notemos que este sistema de

referencia comparte el origen O
0, pero las bases {ı̂

00
, |̂

00
, k̂

00
} no necesariamente están

fijas con respecto al sólido. Digamos que la velocidad angular de S
0 con respecto a

S es ~⌦0

S
, que la velocidad angular de S

00 con respecto a S es ~⌦00

S
y que la velocidad

angular de S
0 con respecto a S

00 es ~⌦0

S00 . Esto quiere decir que la velocidad angular

del sólido con respecto a S es ~⌦0

S
, mientras que su velocidad angular con respecto a

S
00 es ~⌦0

S00 .

¿Cómo se relacionan las velocidades angulares ~⌦0

S
, ~⌦00

S
y ~⌦0

S00 . Para responder a

esta pregunta, recordemos que los vectores unitarios de la base {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} satisfacen

d

dt
ı̂
0 = ~⌦0

S
⇥ ı̂

0
,

d

dt
|̂
0 = ~⌦0

S
⇥ |̂

0
,

d

dt
k̂
0 = ~⌦0

S
⇥ k̂

0
. (7.197)

Igualmente, los elementos de la base {ı̂
00
, |̂

00
, k̂

00
} satisfacen:

d

dt
ı̂
00 = ~⌦00

S
⇥ ı̂

00
,

d

dt
|̂
00 = ~⌦00

S
⇥ |̂

00
,

d

dt
k̂
00 = ~⌦00

S
⇥ k̂

00
. (7.198)
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Por otro lado, siempre podemos expresar los elementos de la base {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} en términos

de la base {ı̂
00
, |̂

00
, k̂

00
}. Por ejemplo, podemos escribir ı̂0 como:

ı̂
0 = ↵ı̂

00 + �|̂
00 + �k̂

00
. (7.199)

Dado que las bases {ı̂
0
, |̂

0
, k̂

0
} y {ı̂

00
, |̂

00
, k̂

00
} giran con velocidades angulares distintas,

las cantidades ↵, �, � dependen del tiempo. Luego, derivando con respecto al tiempo,

tenemos
d

dt
ı̂
0 = ↵̇ı̂

00 + �̇|̂
00 + �̇k̂

00 + ~⌦00

S ⇥ ı̂
0
. (7.200)

Notemos que ↵, �, � son las componentes ı̂0 con respecto al sistema S
00. Esto quiere

decir que ↵̇, �̇, �̇ son las derivadas temporales de las componentes de ı̂
0 con respecto

al sistema S
00. Es decir, podemos escribir

↵̇ı̂
00 + �̇|̂

00 + �̇k̂
00 =

✓
d

dt
ı̂
0

◆

S00
, (7.201)

donde
�

d
dt ı̂

0
�
S00 denota la derivada temporal de ı̂

0 con respecto a S
00. Pero sabemos

que el vector ı̂0 gira con velocidad angular ~⌦0

S00 . Esto quiere decir que

✓
d

dt
ı̂
0

◆

S00
= ~⌦0

S00 ⇥ ı̂
0
. (7.202)

Usando este resultado de regreso en (7.200), obtenemos:

d

dt
ı̂
0 = ~⌦0

S00 ⇥ ı̂
0 + ~⌦00

S
⇥ ı̂

0 =
⇣
~⌦0

S00 + ~⌦00

S

⌘
⇥ ı̂

0
. (7.203)

Por supuesto, los vectores unitarios |̂0 y k̂
0 cumplen las mismas relaciones. Compara-

ndo este resultado con (7.197) finalmente obtenemos el resultado buscado:

~⌦0

S
= ~⌦0

S00 + ~⌦00

S
. (7.204)

Esta relación nos enseña cómo sumar velocidades angulares.
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7.16.1 Ejemplo

Para apreciar la relevancia de la regla de suma de velocidades, consideremos el sigu-

iente ejemplo: Un trompo consistente en un disco homogéneo de radio R y masa

M adherido al extremo de una varilla de largo L y masa despreciable (ver figura).

El extremo de la varilla descansa sobre un soporte en el origen O (por ejemplo, la

cabeza de un profesor, de preferencia calvo). Como veremos, es posible poner a gi-

rar el trompo de tal forma que la varilla siempre permanezca horizontal, aun con la

presencia de la gravedad.

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

��2 = �2k̂

<latexit sha1_base64="AXOiyVpTDnFdB4X8gJZ6pkRaAG4=">AAACCHicbZC7SgNBFIZn4y3G26qlhYNBsAq7IaAWQtDGzgjmAtllmZ2cTYbMXpiZDYQlpY2vYmOhiK2PYOfbOEm20MQfBj7+cw5nzu8nnEllWd9GYWV1bX2juFna2t7Z3TP3D1oyTgWFJo15LDo+kcBZBE3FFIdOIoCEPoe2P7yZ1tsjEJLF0YMaJ+CGpB+xgFGitOWZx84IKHbuQugTr4qvsBPn6AyIwkPPLFsVaya8DHYOZZSr4ZlfTi+maQiRopxI2bWtRLkZEYpRDpOSk0pICB2SPnQ1RiQE6WazQyb4VDs9HMRCv0jhmft7IiOhlOPQ150hUQO5WJua/9W6qQou3IxFSaogovNFQcqxivE0FdxjAqjiYw2ECqb/iumACEKVzq6kQ7AXT16GVrVi1yqX97Vy/TqPo4iO0Ak6QzY6R3V0ixqoiSh6RM/oFb0ZT8aL8W58zFsLRj5ziP7I+PwBNTWYNA==</latexit>

��1 = �1k̂

<latexit sha1_base64="nN6bTUGa4LvVQKVQfXAhByGiXA0=">AAACCHicbZDLSsNAFIYnXmu9RV26cLAIrkoiBXUhFN24s4K9QBPCZHrSDp1JwsykUEqXbnwVNy4UcesjuPNtnLZZaOsPAx//OYcz5w9TzpR2nG9raXlldW29sFHc3Nre2bX39hsqySSFOk14IlshUcBZDHXNNIdWKoGIkEMz7N9M6s0BSMWS+EEPU/AF6cYsYpRoYwX2kTcAir07AV0SuPgKe0mOXo9o3A/sklN2psKL4OZQQrlqgf3ldRKaCYg15USptuuk2h8RqRnlMC56mYKU0D7pQttgTAQofzQ9ZIxPjNPBUSLNizWeur8nRkQoNRSh6RRE99R8bWL+V2tnOrrwRyxOMw0xnS2KMo51giep4A6TQDUfGiBUMvNXTHtEEqpNdkUTgjt/8iI0zspupXx5XylVr/M4CugQHaNT5KJzVEW3qIbqiKJH9Ixe0Zv1ZL1Y79bHrHXJymcO0B9Znz8yFJgy</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

Tal como lo muestra la figura, alineemos la varilla (y por lo tanto el eje de simetŕıa

del trompo) con el vector unitario ⇢̂ de la base ciĺındrica. El trompo gira en torno al

eje ⇢̂ con velocidad angular ~⌦1 = !1⇢̂. Al mismo tiempo, anticipemos la posibilidad

de que el eje ⇢̂ pueda girar en torno al eje k̂ con una velocidad angular ~⌦2 = !2k̂. A

continuación mostraremos que hay valores de !1 y !2 constantes para los cuales la

varilla permanece horizontal.

Como primer paso, debemos determinar la velocidad angular ~⌦disco del disco.

Llamemos S al sistema en reposo con origen O, S
0 al sistema solidario al disco con

su origen O
0 coincidiendo con el centro del disco, y S

00 al sistema constituido por el

origen O
0 y la base ciĺındrica {⇢̂, �̂, k̂}. Luego, la velocidad angular ~⌦disco buscada

corresponde a la velocidad angular ~⌦0

S de S
0 con respecto al sistema fijo S. Es decir

~⌦disco = ~⌦0

S. (7.205)

Por otro lado, sabemos que el disco gira en torno al eje ⇢̂ con velocidad angular

254



~⌦1 = !1⇢̂. Esto quiere decir que:

~⌦1 = ~⌦0

S00 . (7.206)

Al mismo tiempo, el vector unitario ⇢̂ gira en torno a k̂ con velocidad angular ~⌦2 =

!2k̂. Esto quiere decir que:
~⌦2 = ~⌦00

S. (7.207)

En definitiva, a partir de la ecuación (7.204), vemos que la velocidad angular del disco

corresponde a la suma:
~⌦disco = !1⇢̂+ !2k̂. (7.208)

Con este resultado, calculemos el momento angular del disco con respecto a O. El

centro de masas del disco coincide con el origen O
0. Por lo que podemos usar la

ecuación (7.143):
~LO = M~rCM ⇥ ~vCM + ICM

~⌦disco. (7.209)

La posición del centro de masas es ~rCM = L⇢̂, y por lo tanto la velocidad es ~vCM =

L!2�̂. Para escribir la matriz de inercia ICM del disco con respecto al centro de

masas, notemos que, aún cuando el disco gira con respecto a S
00, siempre se ve igual.

Esto quiere decir que el cálculo de la matriz de inercia con respecto al sistema S
0

es idéntico al cálculo de la matriz de inercia con respecto a S
00. Luego, dado que

la velocidad angular está expresada con respecto a los vectores unitarios de la base

ciĺındrica, conviene expresar la matriz de inercia con respecto a S
00:

ICM =
M

4
R

2

0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 2

1

A . (7.210)

De aqúı se deduce

ICM
~⌦ =

M

4
R

2

0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 2

1

A

0

@
!1

0

!2

1

A =
M

4
R

2

0

@
!1

0

2!2

1

A =
M

4
R

2(!1⇢̂+ 2!2k̂). (7.211)

Juntando todo, finalmente obtenemos:

~LO =
M

4
R

2
!1⇢̂+

M

2
(R2

!2 + 2L2
!2)k̂. (7.212)

El torque con respecto al disco sobre el origen se debe a la fuerza de gravedad, y de

acuerdo a (7.29) tenemos:

~⌧O = �gML⇢̂ ⇥ k̂ = gML�̂. (7.213)
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Luego, usando d~LO/dt = ~⌧O, obtenemos:

M

4
R

2
!1!2�̂ = gML�̂. (7.214)

De este modo, vemos que para lograr que la varilla permanezca horizontal, es necesario

que las velocidades angulares satisfagan !1!2 = 4gL/R2.

7.17 Trompos

En el ejemplo recién visto, analizamos un tipo particular de movimiento posible para

un trompo. En esta sección examinaremos el trompo de manera más general. Con-

sideraremos un trompo como el del Ejemplo 7.16.1: Un disco homogéneo de radio

R y masa M , adherido al extremo de una varilla de largo L y masa despreciable.

Asumiremos que el extremo opuesto de la varilla puede girar libremente en contacto

con un punto fijo sobre el suelo. El primer desaf́ıo es elegir las coordenadas para

describir la configuración en la cual se encuentra el trompo. Elijamos como origen O

el punto de contacto entre el suelo y el trompo, y usemos coordenadas esféricas para

describir la posición de la varilla, tal como lo muestra la siguiente figura:

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�

<latexit sha1_base64="W2PKfIkuMomCS5JZF2x4iAdaa48=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWj0ccaT9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AKfXjzQ=</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="DiD1ej7j23Li8MI+mgEpFwDy0PY=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9IQtlsN83SzW7YnQgl9Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5USa4Adf9dipr6xubW9Xt2s7u3v5B/fCoa1SuKetQJZTuR8QwwSXrAAfB+plmJI0E60Xju5nfe2LacCUfYZKxMCUjyWNOCVjJDxICOICEARnUG27TnQOvEq8kDVSiPah/BUNF85RJoIIY43tuBmFBNHAq2LQW5IZlhI7JiPmWSpIyExbzk6f4zCpDHCttSwKeq78nCpIaM0kj25kSSMyyNxP/8/wc4uuw4DLLgUm6WBTnAoPCs//xkGtGQUwsIVRzeyumCdGEgk2pZkPwll9eJd2LpnfZvHm4bLRuyziq6ASdonPkoSvUQveojTqIIoWe0St6c8B5cd6dj0VrxSlnjtEfOJ8/C2WRHw==</latexit>

r̂

<latexit sha1_base64="1mpu2Gj1844Q6JW6i/aKVHb6k3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRaL75Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvm01EsNTygb0yHvWqpoxI2fza+dkjOrDEgYa1sKyVz9PZHRyJhJFNjOiOLILHsz8T+vm2J45WdCJSlyxRaLwlQSjMnsdTIQmjOUE0so08LeStiIasrQBlSyIXjLL6+S1kXVq1Wv72uV+k0eRxFO4BTOwYNLqMMdNKAJDB7hGV7hzYmdF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8ATvAju0=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="w6h9Bf4+M1acskkgMSQ1DM2KxtA=">AAAB7XicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QLKF3MpuMmccyMyuEJf/gxYMiXv0fb/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61jEo1oU2iuNKdCAzlTNKmZZbTTqIpiIjTdjS+nfntJ6oNU/LBThIaChhKFjMC1kmt3hCEgH654lf9OfAqCXJSQTka/fJXb6BIKqi0hIMx3cBPbJiBtoxwOi31UkMTIGMY0q6jEgQ1YTa/dorPnDLAsdKupMVz9fdEBsKYiYhcpwA7MsveTPzP66Y2vgozJpPUUkkWi+KUY6vw7HU8YJoSyyeOANHM3YrJCDQQ6wIquRCC5ZdXSeuiGtSq1/e1Sv0mj6OITtApOkcBukR1dIcaqIkIekTP6BW9ecp78d69j0VrwctnjtEfeJ8/isuPIQ==</latexit>

P

<latexit sha1_base64="YmgFRjLD2C3rf6TNKx13X211aUU=">AAAB6HicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIQd0V3bhswT6gHSST3mljM5khyQhl6Be4caGIWz/JnX9j2s5CWw8EDuecS+49QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW8epYthisYhVN6AaBZfYMtwI7CYKaRQI7ATj25nfeUKleSzvzSRBP6JDyUPOqLFSs/FQrrhVdw6ySrycVCCHzX/1BzFLI5SGCap1z3MT42dUGc4ETkv9VGNC2ZgOsWeppBFqP5svOiVnVhmQMFb2SUPm6u+JjEZaT6LAJiNqRnrZm4n/eb3UhFd+xmWSGpRs8VGYCmJiMruaDLhCZsTEEsoUt7sSNqKKMmO7KdkSvOWTV0n7ourVqtfNWqV+k9dRhBM4hXPw4BLqcAcNaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PRbTg5DPH8AfO5w+teYzg</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

Hemos hecho coincidir al origen O
0, solidario al sólido, con el centro de masas del

trompo. Para hacer seguimiento de la rotación del trompo en torno a su propio eje

de simetŕıa, consideremos un punto P arbitrario en el borde del trompo (este punto

podŕıa estar marcado con un color distinto al de cualquier otro punto del disco). Con

esta marca, podemos definir � como el ángulo entre la recta O
0
P y la dirección ✓̂.

256



Intentemos encontrar la velocidad angular ~⌦trompo del trompo. Para ello, consid-

eremos cuatro sistemas de referencia: S, S
0, S

00 y S
0000. El sistema S corresponde

al sistema fijo inercial habitual, que contiene al origen O y la base cartesiana fija

{ı̂, |̂, k̂} (no ilustrada en la figura). El sistema S
0 consiste en el origen O

0 junto con

la base ciĺındrica {⇢̂, �̂, k̂}. Notemos que hemos dibujado la base ciĺındrica a partir

del origen O, pero esto no debiera distraernos. Además, el sistema S
00 consiste en el

origen O
0 junto con la base esférica {✓̂, �̂, r̂}. Por último, el sistema S

000 consiste en el

sistema solidario al sólido origen O
0 junto con una base {ı̂

0
, |̂

0
, k̂

0
} solidaria al sólido.

La siguiente figura permite visualizar el sistema S
000 con respecto al sistema S

00:

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="DiD1ej7j23Li8MI+mgEpFwDy0PY=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9IQtlsN83SzW7YnQgl9Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5USa4Adf9dipr6xubW9Xt2s7u3v5B/fCoa1SuKetQJZTuR8QwwSXrAAfB+plmJI0E60Xju5nfe2LacCUfYZKxMCUjyWNOCVjJDxICOICEARnUG27TnQOvEq8kDVSiPah/BUNF85RJoIIY43tuBmFBNHAq2LQW5IZlhI7JiPmWSpIyExbzk6f4zCpDHCttSwKeq78nCpIaM0kj25kSSMyyNxP/8/wc4uuw4DLLgUm6WBTnAoPCs//xkGtGQUwsIVRzeyumCdGEgk2pZkPwll9eJd2LpnfZvHm4bLRuyziq6ASdonPkoSvUQveojTqIIoWe0St6c8B5cd6dj0VrxSlnjtEfOJ8/C2WRHw==</latexit>

r̂

<latexit sha1_base64="1mpu2Gj1844Q6JW6i/aKVHb6k3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRaL75Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvm01EsNTygb0yHvWqpoxI2fza+dkjOrDEgYa1sKyVz9PZHRyJhJFNjOiOLILHsz8T+vm2J45WdCJSlyxRaLwlQSjMnsdTIQmjOUE0so08LeStiIasrQBlSyIXjLL6+S1kXVq1Wv72uV+k0eRxFO4BTOwYNLqMMdNKAJDB7hGV7hzYmdF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8ATvAju0=</latexit>

ı̂�

<latexit sha1_base64="Wz8mFW6GYsThjKC5tSuZizCKKKU=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovoqiRSUHdFNy4r2Ac0oUymk3bo5MHMjVBCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DPHT6TQaNvfVmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh51dJwqxtsslrHq+VRzKSLeRoGS9xLFaehL3vUnd7nffeJKizh6xGnCvZCOIhEIRtFIrjumSFwRUhyfD6o1u27PQVaJU5AaFGgNql/uMGZpyCNkkmrdd+wEvYwqFEzyWcVNNU8om9AR7xsa0ZBrL5tnnpEzowxJECvzIiRz9fdGRkOtp6FvJvN0etnLxf+8forBtZeJKEmRR2xxKEglwZjkBZChUJyhnBpCmRImK2FjqihDU1PFlOAsf3mVdC7rTqN+89CoNW+LOspwAqdwAQ5cQRPuoQVtYJDAM7zCm5VaL9a79bEYLVnFzjH8gfX5A2rwkU0=</latexit>

�̂�

<latexit sha1_base64="MhHtXUVvrZ++FdwlWDQH5ytGTvY=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFdlUQK6q7oxmUF+4AmlMl00o6dPJi5EUrob7hxoYhbf8adf+OkzUJbDwwczrmXe+b4iRQabfvbWlldW9/YLG2Vt3d29/YrB4dtHaeK8RaLZay6PtVcioi3UKDk3URxGvqSd/zxbe53nrjSIo4ecJJwL6TDSASCUTSS644oEvcxpDg661eqds2egSwTpyBVKNDsV77cQczSkEfIJNW659gJehlVKJjk07Kbap5QNqZD3jM0oiHXXjbLPCWnRhmQIFbmRUhm6u+NjIZaT0LfTObp9KKXi/95vRSDKy8TUZIij9j8UJBKgjHJCyADoThDOTGEMiVMVsJGVFGGpqayKcFZ/PIyaV/UnHrt+r5ebdwUdZTgGE7gHBy4hAbcQRNawCCBZ3iFNyu1Xqx362M+umIVO0fwB9bnD2x5kU4=</latexit>

k̂�

<latexit sha1_base64="E4J1lD9WH792jxHuXaaztkHZawk=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtolm03YnQil9Ed48aCIV3+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZZJMM95kiUx0J6CGS6F4EwVK3kk1p3EgeTuI7mZ++4lrIxL1iOOU+zEdKhEKRtFK7d6IIonO++WKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGFZzBUySY3pem6K/oRqFEzyaamXGZ5SFtEh71qqaMyNP5mfOyVnVhmQMNG2FJK5+ntiQmNjxnFgO2OKI7PszcT/vG6G4bU/ESrNkCu2WBRmkmBCZr+TgdCcoRxbQpkW9lbCRlRThjahkg3BW355lbQuq16tevNQq9Rv8ziKcAKncAEeXEEd7qEBTWAQwTO8wpuTOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOTUo8X</latexit>

�

<latexit sha1_base64="w6h9Bf4+M1acskkgMSQ1DM2KxtA=">AAAB7XicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QLKF3MpuMmccyMyuEJf/gxYMiXv0fb/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61jEo1oU2iuNKdCAzlTNKmZZbTTqIpiIjTdjS+nfntJ6oNU/LBThIaChhKFjMC1kmt3hCEgH654lf9OfAqCXJSQTka/fJXb6BIKqi0hIMx3cBPbJiBtoxwOi31UkMTIGMY0q6jEgQ1YTa/dorPnDLAsdKupMVz9fdEBsKYiYhcpwA7MsveTPzP66Y2vgozJpPUUkkWi+KUY6vw7HU8YJoSyyeOANHM3YrJCDQQ6wIquRCC5ZdXSeuiGtSq1/e1Sv0mj6OITtApOkcBukR1dIcaqIkIekTP6BW9ecp78d69j0VrwctnjtEfeJ8/isuPIQ==</latexit>

P

<latexit sha1_base64="YmgFRjLD2C3rf6TNKx13X211aUU=">AAAB6HicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIQd0V3bhswT6gHSST3mljM5khyQhl6Be4caGIWz/JnX9j2s5CWw8EDuecS+49QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRW8epYthisYhVN6AaBZfYMtwI7CYKaRQI7ATj25nfeUKleSzvzSRBP6JDyUPOqLFSs/FQrrhVdw6ySrycVCCHzX/1BzFLI5SGCap1z3MT42dUGc4ETkv9VGNC2ZgOsWeppBFqP5svOiVnVhmQMFb2SUPm6u+JjEZaT6LAJiNqRnrZm4n/eb3UhFd+xmWSGpRs8VGYCmJiMruaDLhCZsTEEsoUt7sSNqKKMmO7KdkSvOWTV0n7ourVqtfNWqV+k9dRhBM4hXPw4BLqcAcNaAEDhGd4hTfn0Xlx3p2PRbTg5DPH8AfO5w+teYzg</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

Ahora, notemos que la velocidad angular de S
000 con respecto a S

00 es ~⌦000

S00 = �̇r̂; la

velocidad angular de S
00 con respecto a S

0 es ~⌦00

S0 = ✓̇�̂; mientras que la velocidad

angular de S
0 con respecto a S es ~⌦0

S
= �̇k̂. Luego, gracias a la regla de suma

de velocidades angulares, la velocidad angular del trompo ~⌦trompo = ~⌦000

S debe ser
~⌦trompo = �̇r̂ + ✓̇�̂+ �̇k̂. Escribiendo k̂ = cos ✓r̂ � sin ✓✓̂, finalmente obtenemos:

~⌦trompo = ✓̇�̂ � �̇ sin ✓ ✓̂ + (�̇ + �̇ cos ✓)r̂. (7.215)

Gracias a esta expresión, ahora podemos calcular la enerǵıa cinética del trompo. Para

ello, basta conocer el tensor de inercia del sólido ŕıgido. Notemos que el tensor de

inercia del trompo con respecto a O
0 en términos de la base {ı̂

0
, |̂

0
, k̂

0
} está dado por

el tensor de inercia de un disco con respecto a su centro de masas encontrado en la

ecuación (7.156). A partir de la figura anterior, vemos que el mismo resultado es

válido para el tensor de inercia con respecto a la base esférica {r̂, ✓̂, �̂} (de no ser por

la marca P el disco se ve igual en los sistemas S
00 y S

000). Luego, podemos expresar
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el tensor de inercia en términos de {r̂, ✓̂, �̂} como

IO0 =

0

@
I✓✓ 0 0

0 I�� 0

0 0 Irr

1

A =
M

4
R

2

0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 2

1

A . (7.216)

Esto nos permite multiplicar esta matriz con ~⌦trompo en (7.215), y derivar una ex-

presión para la enerǵıa cinética del trompo. En particular, tenemos

~⌦t
IO0~⌦ =

M

4
R

2
�
�̇, ��̇ sin ✓, �̇ + �̇ cos ✓

�
0

@
1 0 0

0 1 0

0 0 2

1

A

0

@
�̇

��̇ sin ✓

�̇ + �̇ cos ✓

1

A , (7.217)

=
1

4
MR

2
⇣
✓̇
2 + �̇

2 sin2
✓ + 2(�̇ + �̇ cos ✓)2

⌘
. (7.218)

De esta forma, usando la ecuación (7.177) con ~vCM = L✓̇✓̂ + L sin ✓�̇�̂, finalmente

obtenemos:

K =
1

2
ML

2
⇣
✓̇
2 + sin2

✓�̇
2
⌘
+

1

8
MR

2
⇣
✓̇
2 + �̇

2 sin2
✓ + 2(�̇ + �̇ cos ✓)2

⌘
. (7.219)

Por otro lado, usando (7.72), la enerǵıa potencial del sistema debido a la fuerza de

gravedad es::

Ug = MgL cos ✓. (7.220)

Con todo esto, el Lagrangiano de un trompo es:

L =
1

8
M(4L2 +R

2)
⇣
✓̇
2 + sin2

✓�̇
2
⌘
+

1

4
MR

2(�̇ + �̇ cos ✓)2 � MgL cos ✓. (7.221)

Con este Lagrangiano, podemos deducir las ecuaciones de movimiento del trompo.

Sin embargo, vale la pena considerar trompos de manera más general, con geometŕıas

arbitrarias.

7.17.1 Trompos con geometŕıas generales

En la discusión anterior consideramos el caso particular de un trompo donde toda

la masa está distribuida en un disco. Los pasos matemáticos no cambian mucho si

hubiésemos considerado un trompo con una distribución de masa distinta, por ejemplo

como el de la siguiente figura:
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�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�

<latexit sha1_base64="W2PKfIkuMomCS5JZF2x4iAdaa48=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWj0ccaT9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AKfXjzQ=</latexit>

O
�

<latexit sha1_base64="WSg76TQ9CZzd1aWI/8sB1jIeZBw=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkpqLuiG3dWsA+YDiWTZtrQTDIkGaEM/Qw3LhRx69e482/MtLPQ1gOBwzn3knNPmHCmjet+Oyura+sbm6Wt8vbO7t5+5eCwrWWqCG0RyaXqhlhTzgRtGWY47SaK4jjktBOOb3O/80SVZlI8mklCgxgPBYsYwcZKfi/GZkQwR/dn/UrVrbkzoGXiFaQKBZr9yldvIEkaU2EIx1r7npuYIMPKMMLptNxLNU0wGeMh9S0VOKY6yGaRp+jUKgMUSWWfMGim/t7IcKz1JA7tZB5RL3q5+J/npya6CjImktRQQeYfRSlHRqL8fjRgihLDJ5ZgopjNisgIK0yMbalsS/AWT14m7YuaV69dP9SrjZuijhIcwwmcgweX0IA7aEILCEh4hld4c4zz4rw7H/PRFafYOYI/cD5/AHxrkMA=</latexit>

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

Lo único que debemos reconsiderar es la forma de la matriz de inercia con respecto

al origen O
0, que sigue coincidiendo con el centro de masas. Debido a la simetŕıa del

trompo con respecto al eje r̂, podemos escribir:

IO0 =

0

@
I✓✓ 0 0

0 I�� 0

0 0 Irr

1

A =

0

@
I1 0 0

0 I1 0

0 0 I3

1

A . (7.222)

Luego, repitiendo el cálculo para la enerǵıa cinética, finalmente obtenemos el siguiente

Lagrangiano para un trompo general:

L =
1

2
(ML

2 + I1)
⇣
✓̇
2 + sin2

✓�̇
2
⌘
+

1

2
I3(�̇ + �̇ cos ✓)2 � MgL cos ✓. (7.223)

Notemos de paso que, gracias al teorema de Steiner, ML
2 + I1 es ni más ni menos

que el momento de inercia I1 con respecto a O. A partir de este Lagrangiano, vemos

que las ecuaciones de Euler-Lagrange con respecto a las variables ✓, � y � entregan

las siguientes ecuaciones de movimiento:

(ML
2 + I1)

⇣
✓̈ � �̇

2 sin ✓ cos ✓
⌘
+ I3(�̇ + �̇ cos ✓) sin ✓�̇ � MgL sin ✓ = 0, (7.224)

d

dt

⇣
(ML

2 + I1) sin
2
✓�̇+ I3(�̇ + �̇ cos ✓) cos ✓

⌘
= 0, (7.225)

d

dt

⇣
�̇ + �̇ cos ✓

⌘
= 0. (7.226)

La rotación alrededor del eje r̂, corresponde al spin del trompo, y su existencia es

necesaria para que el trompo sea interesante. De acuerdo a la ecuación (7.215), la
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velocidad angular alrededor de r̂ corresponde a la combinación

!r ⌘ �̇ + �̇ cos ✓. (7.227)

Notablemente, de acuerdo a (7.226) la velocidad angular de spin es siempre constante.

Por este motivo, resulta cómodo trabajar con !r en lugar de �̇. Los movimientos más

visibles del trompo son aquellos relacionados con ✓ y �. Al movimiento a lo largo de

✓ se le llama nutación, y al movimiento en � se le llama precesión. Asumamos que

en tiempo t = 0 la varilla tiene un ángulo ✓0 y velocidades angulares ✓̇ = ✓̇0, �̇ = �̇0

y �̇ = �̇0. Integrando la ecuación (7.225) obtenemos

(ML
2 + I1) sin

2
✓�̇+ I3!r cos ✓ = C0, (7.228)

(7.229)

donde C0 es una constante de integración dadas por:

C0 ⌘ (ML
2 + I1) sin

2
✓0�̇0 + I3!r cos ✓0 , (7.230)

(7.231)

Estas ecuaciones nos permiten escribir �̇ en términos de ✓:

�̇ =
C0 � I3!r cos ✓

(ML2 + I1) sin
2
✓
. (7.232)

Con esto, la ecuación (7.224) nos permite encontrar la siguiente ecuación de movimiento

sólo para el ángulo ✓:

✓̈�
(C0 � I3!r cos ✓)2

(ML2 + I1)2 sin
3
✓
cos ✓+

I3!r(C0 � I3!r cos ✓)

(ML2 + I1)2 sin ✓
�

MgL

(ML2 + I1)
sin ✓ = 0. (7.233)

Esta ecuación es complicada, y no esperamos resolverla. Sin embargo, podemos ver

que existen configuraciones para los cuales los movimientos son simples. Por ejemplo,

es posible mantener al trompo inclinado en un ángulo ✓0 constante. De acuerdo a

(7.232) esto requiere que �̇ sea constante (es decir �̇0). Luego, la ecuación (7.224)

nos entrega una relación entre �̇0 y !r que debe ser satisfecha para que el trompo

permanezca con una inclinación constante:

(ML
2 + I1)�̇

2 cos ✓0 � I3!r�̇0 +MgL = 0. (7.234)

Despejando �̇0 como función de !3, encontramos dos posibles velocidades angulares

de precesión:

�̇0 =
1

2(ML2 + I1) cos ✓0

✓
I3!r ±

q
I
2
3!

2
r � 4(ML2 + I1)MgL cos ✓0

◆
(7.235)
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Notemos que si ✓0 = ⇡/2 y 2I1 = I3 = MR
2
/4, recobramos el resultado del ejemplo

visto en la Sección 7.16.1. Dado que �̇0 debe ser real, el argumento de la ráız cuadrada

debe ser positivo, con lo que vemos que existe una velocidad angular de spin mı́nima

para lograr que el trompo permanezca inclinado sin caer:

!
min
r ⌘

2

I3

p
(ML2 + I1)MgL cos ✓0, (7.236)

lo que, dada nuestra experiencia con trompos, era de esperar.
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