
5 Principio de mı́nima acción

En esta sección derivaremos un formalismo alternativo para estudiar sistemas New-

tonianos. Como veremos, las leyes de Newton son consecuencias de unos principios

aún más fundamentales que tienen, como sustento, el uso de simetŕıas. Algo sorpren-

dente en este formalismo es la ausencia del concepto de fuerza. Para disfrutar las

discusiones que siguen tendremos que hacer un esfuerzo en olvidar todo lo que hemos

aprendido sobre mecánica hasta ahora. Comenzaremos desde cero.

5.1 Trayectorias

Deseamos conocer la dinámica que gobierna el desplazamiento de una part́ıcula pun-

tual desde un punto A hasta un punto B. Para simplificar esta discusión, nos enfo-

caremos en situaciones donde el desplazamiento es a lo largo de una sola dimensión

descrita por una coordenada q (no necesariamente cartesiana). Denominemos las

posiciones inicial y final qA y qB respectivamente (ver figura).

t

tA

<latexit sha1_base64="Zon7nwpZIca9Z2l+ZEi4pBcJ9qg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9VLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QNHGqGW+wWMa6HVDDpVC8gQIlbyea0yiQvBWMbqd+64lrI2L1iOOE+xEdKBEKRtFKD9i77pUrbtWdgSwTLycVyFHvlb+6/ZilEVfIJDWm47kJ+hnVKJjkk1I3NTyhbEQHvGOpohE3fjY7dUJOrNInYaxtKSQz9fdERiNjxlFgOyOKQ7PoTcX/vE6K4aWfCZWkyBWbLwpTSTAm079JX2jOUI4toUwLeythQ6opQ5tOyYbgLb68TJpnVe+8enV/Xqnd5HEU4QiO4RQ8uIAa3EEdGsBgAM/wCm+OdF6cd+dj3lpw8plD+APn8wchuI24</latexit>

tB

<latexit sha1_base64="oxjTW5yyrXFLwDKEOByFYf9uaMM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG+lXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHrBf75crbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEVfIJDWm67kJ+hnVKJjk01IvNTyhbEyHvGupohE3fjY/dUrOrDIgYaxtKSRz9fdERiNjJlFgOyOKI7PszcT/vG6K4bWfCZWkyBVbLApTSTAms7/JQGjOUE4soUwLeythI6opQ5tOyYbgLb+8SloXVe+yenN/WanV8ziKcAKncA4eXEEN7qABTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QMjPI25</latexit>

A

<latexit sha1_base64="TsNeSDNsPNsCEOqcaOqIY2Xj1jU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+k2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+zOPJwAqdwDh5cQhXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A5a9jNE=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="XM26jmo/fhfN6x8/TN7v75ms40A=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePGYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVWtZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZhBjNI=</latexit>

qA

<latexit sha1_base64="FR8L9dn/Xs2+b22vCBvdQ9Ezb5w=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXiMaB6QLGF20kmGzM6uM7NCWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSy4Nq777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BQ0eJYlhnkYhUK6AaBZdYN9wIbMUKaRgIbAajm6nffEKleSQfzDhGP6QDyfucUWOl+8fuVbdYcsvuDGSZeBkpQYZat/jV6UUsCVEaJqjWbc+NjZ9SZTgTOCl0Eo0xZSM6wLalkoao/XR26oScWKVH+pGyJQ2Zqb8nUhpqPQ4D2xlSM9SL3lT8z2snpn/hp1zGiUHJ5ov6iSAmItO/SY8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt8eZk0zspepXx5VylVr7M48nAEx3AKHpxDFW6hBnVgMIBneIU3RzgvzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDHSaNtQ==</latexit>

qB

<latexit sha1_base64="g3O7TLQ/YGWDtY63K6LcVtBtBf8=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePEY0TwgWcLspDcZMju7zswKIeQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+8derVcsuWV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn81Ck5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjlT7hMUoOSLRaFqSAmJrO/SZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt+eZU0L8pepXx9VylVa1kceTiBUzgHDy6hCrdQhwYwGMAzvMKbI5wX5935WLTmnGzmGP7A+fwBHqqNtg==</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>

La figura muestra una trayectoria en el plano q-t describiendo el movimiento de una

part́ıcula desde A hasta B. Asumiremos como datos los puntos iniciales y finales qA
y qB, en tiempos tA y tB respectivamente. El desaf́ıo es elucidar la curva q(t) a partir

de primeros principios. A la coordenada q se le llama coordenada generalizada, y

puede consistir en cualquier parámetro que indique de forma ineqúıvoca la posición

de la part́ıcula que nos interesa describir. Puede ser un ángulo, o una coordenada

cartesiana, entre muchas otras opciones.
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Sin un conocimiento previo de las leyes f́ısica que gobiernan el movimiento de dicha

part́ıcula, no podemos anticipar cuál de las infinitas trayectorias posibles seguirá.

Nuestro desaf́ıo es identificar la trayectoria f́ısica escogida por la naturaleza. Para pro-

ceder en forma sistemática, etiquetemos cada trayectoria posible mediante el śımbolo

�i, con i = 1, . . . ,1. La siguiente figura muestra la situación a la cual nos enfrenta-

mos.

t

A

<latexit sha1_base64="TsNeSDNsPNsCEOqcaOqIY2Xj1jU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+k2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+zOPJwAqdwDh5cQhXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A5a9jNE=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="XM26jmo/fhfN6x8/TN7v75ms40A=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePGYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVWtZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZhBjNI=</latexit>

�1

<latexit sha1_base64="DKpX3ht4Rofd9EqQiNK/5map0B0=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtqlu0nc3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCR6xpuFGsE6iGMpAsHYwvp357SemNI+jBzNJmC9xGPGQUzRW6vSGKCX2vX654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hpKllkqECtu56bGD9DZTgVbFrqpZolSMc4ZF1LI5RM+9n83ik5s8qAhLGyFRkyV39PZCi1nsjAdko0I73szcT/vG5qwis/41GSGhbRxaIwFcTEZPY8GXDFqBETS5Aqbm8ldIQKqbERlWwI3vLLq6R1UfVq1ev7WqV+k8dRhBM4hXPw4BLqcAcNaAIFAc/wCm/Oo/PivDsfi9aCk88cwx84nz+0FY/F</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="30xaX74v3ZD+EMSX9PfYgIsAChc=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkpqLeiF48V7Ae0oUy2m3bpbhJ3N0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O2vrG5tb24Wd4u7e/sFh6ei4peNUUdaksYhVJ0DNBI9Y03AjWCdRDGUgWDsY38789hNTmsfRg5kkzJc4jHjIKRordXpDlBL71X6p7FbcOcgq8XJShhyNfumrN4hpKllkqECtu56bGD9DZTgVbFrspZolSMc4ZF1LI5RM+9n83ik5t8qAhLGyFRkyV39PZCi1nsjAdko0I73szcT/vG5qwis/41GSGhbRxaIwFcTEZPY8GXDFqBETS5Aqbm8ldIQKqbERFW0I3vLLq6RVrXi1yvV9rVy/yeMowCmcwQV4cAl1uIMGNIGCgGd4hTfn0Xlx3p2PReuak8+cwB84nz+1mY/G</latexit>

�3

<latexit sha1_base64="WD84CTrdGn7pkjyIEYBw4iRjd14=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQL6q3oxWMF+wFtKJPtpl26u4m7G6GE/gkvHhTx6t/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTDjTxvO+nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqCG2QmMeqHaKmnEnaMMxw2k4URRFy2gpHt1O/9USVZrF8MOOEBgIHkkWMoLFSuztAIbB30SuVvYo3g7tM/JyUIUe9V/rq9mOSCioN4ah1x/cSE2SoDCOcTordVNMEyQgHtGOpREF1kM3unbinVum7UaxsSePO1N8TGQqtxyK0nQLNUC96U/E/r5Oa6CrImExSQyWZL4pS7prYnT7v9pmixPCxJUgUs7e6ZIgKibERFW0I/uLLy6R5XvGrlev7arl2k8dRgGM4gTPw4RJqcAd1aAABDs/wCm/Oo/PivDsf89YVJ585gj9wPn8Atx2Pxw==</latexit>

�4

<latexit sha1_base64="kYli2VCApt+cj5kqTrFb29kTx9I=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtqlu0nc3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCR6xpuFGsE6iGMpAsHYwvp357SemNI+jBzNJmC9xGPGQUzRW6vSGKCX2a/1yxa26c5BV4uWkAjka/fJXbxDTVLLIUIFadz03MX6GynAq2LTUSzVLkI5xyLqWRiiZ9rP5vVNyZpUBCWNlKzJkrv6eyFBqPZGB7ZRoRnrZm4n/ed3UhFd+xqMkNSyii0VhKoiJyex5MuCKUSMmliBV3N5K6AgVUmMjKtkQvOWXV0nrourVqtf3tUr9Jo+jCCdwCufgwSXU4Q4a0AQKAp7hFd6cR+fFeXc+Fq0FJ585hj9wPn8AuKGPyA==</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>

Una trayectoria �i dada consiste en un conjunto de puntos {qi(t)} donde t es el tiempo.

Naturalmente, la función qi(t) debe ser continua y restringida a ser inyectiva. Es decir,

por cada valor de t en el intervalo [ta, tb] debe existir un solo valor de q (la part́ıcula

no puede estar en dos posiciones distintas en un mismo tiempo). Por lo tanto, la

situación ilustrada en la siguiente figura no está permitida:

t

A

<latexit sha1_base64="TsNeSDNsPNsCEOqcaOqIY2Xj1jU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+k2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+zOPJwAqdwDh5cQhXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A5a9jNE=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="XM26jmo/fhfN6x8/TN7v75ms40A=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePGYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVWtZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZhBjNI=</latexit>

C

<latexit sha1_base64="phj9+qs6cc6/2b32n2SMkMIBEoA=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0Fc/GYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2Ma3O//YRK81g+mEmCfkSHkoecUWOlRq1fLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1440+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqV826iUqndZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZnFjNM=</latexit>

D

<latexit sha1_base64="G+7U8DtCIbBtkcIGlQUGe74J1u8=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0F9eAxAfOAZAmzk95kzOzsMjMrhJAv8OJBEa9+kjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdbye3tr6xuZXfLuzs7u0fFA+PmjpOFcMGi0Ws2gHVKLjEhuFGYDtRSKNAYCsY3c781hMqzWP5YMYJ+hEdSB5yRo2V6ne9Ysktu3OQVeJlpAQZar3iV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpoZtqTCgb0QF2LJU0Qu1P5odOyZlV+iSMlS1pyFz9PTGhkdbjKLCdETVDvezNxP+8TmrCK3/CZZIalGyxKEwFMTGZfU36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZsdkUbAje8surpHlR9irl63qlVL3J4sjDCZzCOXhwCVW4hxo0gAHCM7zCm/PovDjvzseiNedkM8fwB87nD5tJjNQ=</latexit>

tD

<latexit sha1_base64="XW3ZgP1GtomsmvOOdl5k1C1RFSU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FPXisaD+gDWWz3bRLN5uwOxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RRWVtfWN4qbpa3tnd298v5B08SpZrzBYhnrdkANl0LxBgqUvJ1oTqNA8lYwupn6rSeujYjVI44T7kd0oEQoGEUrPWDvtleuuFV3BrJMvJxUIEe9V/7q9mOWRlwhk9SYjucm6GdUo2CST0rd1PCEshEd8I6likbc+Nns1Ak5sUqfhLG2pZDM1N8TGY2MGUeB7YwoDs2iNxX/8zophpd+JlSSIldsvihMJcGYTP8mfaE5Qzm2hDIt7K2EDammDG06JRuCt/jyMmmeVb3z6tX9eaV2ncdRhCM4hlPw4AJqcAd1aACDATzDK7w50nlx3p2PeWvByWcO4Q+czx8mRI27</latexit>

tC

<latexit sha1_base64="X8wfJcUeWKXbPqu4IgR593exX3E=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG/FXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY12d++4lrI2L1iJOE+xEdKhEKRtFKD9iv98sVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8NrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqndZvbm/rNRu8ziKcAKncA4eXEEN7qABTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QMkwI26</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>
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Si la situación de la figura se diera, veŕıamos que dos part́ıcula son creadas en tiempo

tC , una de ellas aniquilándose en tiempo tD con la part́ıcula original que proviene

desde A, y la otra continuando hasta el punto B.

Al contar con la función qi(t) podemos deducir otras propiedades cinemáticas de la

trayectoria �i en cada uno de sus puntos t, tales como la velocidad q̇i(t), aceleración

q̈i(t), etc... Nuestra experiencia con la mecánica Newtoniana nos revela que una

trayectoria f́ısica es una consecuencia de relaciones entre estas cantidades cinemáticas.

En efecto, la segunda ley de Newton precisamente consiste en una relación entre la

aceleración q̈(t) y otras cantidades como q(t) y q̇(t) a través de la fuerza total Ftot.

Por ejemplo, en el caso en que q fuese una coordenada cartesiana, tenemos:

mq̈ = Ftot(q, q̇). (5.1)

Resolviendo dicha relación (una ecuación diferencial), somos capaces de deducir la

trayectoria f́ısica �. De este modo, nuestro interés consiste deducir la Segunda Ley de

Newton a partir de principios más básicos y fundamentales que aquellos considerados

por el propio Newton.

Un punto importante a notar, es que en ausencia de una ecuación del tipo (5.1), no

existe una relación entre la coordenada q(t) y la velocidad (generalizada) q̇(t). Por lo

tanto, en lugar de dibujar trayectorias en el plano q-t, podŕıamos igualmente dibujar

trayectorias en el plano plano q-q̇, cada una distinguiendo una manera distinta de ir

desde A hasta B, tal como lo muestra la siguiente figura:

�1

<latexit sha1_base64="DKpX3ht4Rofd9EqQiNK/5map0B0=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtqlu0nc3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCR6xpuFGsE6iGMpAsHYwvp357SemNI+jBzNJmC9xGPGQUzRW6vSGKCX2vX654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hpKllkqECtu56bGD9DZTgVbFrqpZolSMc4ZF1LI5RM+9n83ik5s8qAhLGyFRkyV39PZCi1nsjAdko0I73szcT/vG5qwis/41GSGhbRxaIwFcTEZPY8GXDFqBETS5Aqbm8ldIQKqbERlWwI3vLLq6R1UfVq1ev7WqV+k8dRhBM4hXPw4BLqcAcNaAIFAc/wCm/Oo/PivDsfi9aCk88cwx84nz+0FY/F</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="30xaX74v3ZD+EMSX9PfYgIsAChc=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkpqLeiF48V7Ae0oUy2m3bpbhJ3N0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O2vrG5tb24Wd4u7e/sFh6ei4peNUUdaksYhVJ0DNBI9Y03AjWCdRDGUgWDsY38789hNTmsfRg5kkzJc4jHjIKRordXpDlBL71X6p7FbcOcgq8XJShhyNfumrN4hpKllkqECtu56bGD9DZTgVbFrspZolSMc4ZF1LI5RM+9n83ik5t8qAhLGyFRkyV39PZCi1nsjAdko0I73szcT/vG5qwis/41GSGhbRxaIwFcTEZPY8GXDFqBETS5Aqbm8ldIQKqbERFW0I3vLLq6RVrXi1yvV9rVy/yeMowCmcwQV4cAl1uIMGNIGCgGd4hTfn0Xlx3p2PReuak8+cwB84nz+1mY/G</latexit>

�3

<latexit sha1_base64="WD84CTrdGn7pkjyIEYBw4iRjd14=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQL6q3oxWMF+wFtKJPtpl26u4m7G6GE/gkvHhTx6t/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTDjTxvO+nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqCG2QmMeqHaKmnEnaMMxw2k4URRFy2gpHt1O/9USVZrF8MOOEBgIHkkWMoLFSuztAIbB30SuVvYo3g7tM/JyUIUe9V/rq9mOSCioN4ah1x/cSE2SoDCOcTordVNMEyQgHtGOpREF1kM3unbinVum7UaxsSePO1N8TGQqtxyK0nQLNUC96U/E/r5Oa6CrImExSQyWZL4pS7prYnT7v9pmixPCxJUgUs7e6ZIgKibERFW0I/uLLy6R5XvGrlev7arl2k8dRgGM4gTPw4RJqcAd1aAABDs/wCm/Oo/PivDsf89YVJ585gj9wPn8Atx2Pxw==</latexit>

�4

<latexit sha1_base64="kYli2VCApt+cj5kqTrFb29kTx9I=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtqlu0nc3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCR6xpuFGsE6iGMpAsHYwvp357SemNI+jBzNJmC9xGPGQUzRW6vSGKCX2a/1yxa26c5BV4uWkAjka/fJXbxDTVLLIUIFadz03MX6GynAq2LTUSzVLkI5xyLqWRiiZ9rP5vVNyZpUBCWNlKzJkrv6eyFBqPZGB7ZRoRnrZm4n/ed3UhFd+xqMkNSyii0VhKoiJyex5MuCKUSMmliBV3N5K6AgVUmMjKtkQvOWXV0nrourVqtf3tUr9Jo+jCCdwCufgwSXU4Q4a0AQKAp7hFd6cR+fFeXc+Fq0FJ585hj9wPn8AuKGPyA==</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>

qA

<latexit sha1_base64="FR8L9dn/Xs2+b22vCBvdQ9Ezb5w=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXiMaB6QLGF20kmGzM6uM7NCWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSy4Nq777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BQ0eJYlhnkYhUK6AaBZdYN9wIbMUKaRgIbAajm6nffEKleSQfzDhGP6QDyfucUWOl+8fuVbdYcsvuDGSZeBkpQYZat/jV6UUsCVEaJqjWbc+NjZ9SZTgTOCl0Eo0xZSM6wLalkoao/XR26oScWKVH+pGyJQ2Zqb8nUhpqPQ4D2xlSM9SL3lT8z2snpn/hp1zGiUHJ5ov6iSAmItO/SY8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt8eZk0zspepXx5VylVr7M48nAEx3AKHpxDFW6hBnVgMIBneIU3RzgvzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDHSaNtQ==</latexit>

qB

<latexit sha1_base64="g3O7TLQ/YGWDtY63K6LcVtBtBf8=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePEY0TwgWcLspDcZMju7zswKIeQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+8derVcsuWV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn81Ck5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjlT7hMUoOSLRaFqSAmJrO/SZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt+eZU0L8pepXx9VylVa1kceTiBUzgHDy6hCrdQhwYwGMAzvMKbI5wX5935WLTmnGzmGP7A+fwBHqqNtg==</latexit>

q̇

<latexit sha1_base64="kteVq2+w1+5E+cmGGvwzPm1+tyI=">AAAB7XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KblxWsA9oh5JJM21sJjMmd4Qy9B/cuFDErf/jzr8xbWehrQcCh3PuIfeeIJHCoOt+O4WV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QNHGqGW+wWMa6HVDDpVC8gQIlbyea0yiQvBWMbqZ+64lrI2J1j+OE+xEdKBEKRtFKzW4/RvLYK1fcqjsDWSZeTiqQo94rf9kgSyOukElqTMdzE/QzqlEwySelbmp4QtmIDnjHUkUjbvxstu2EnFilT8JY26eQzNTfiYxGxoyjwE5GFIdm0ZuK/3mdFMNLPxMqSZErNv8oTCXBmExPJ32hOUM5toQyLeyuhA2ppgxtQSVbgrd48jJpnlW98+rV3Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAgwd4hld4c2LnxXl3PuajBSfPHMIfOJ8/SX6O9g==</latexit>

La figura anterior muestra 4 trayectorias representando distintas posibilidades para

llegar desde el punto A hasta el punto B, sin embargo, esta vez descritas en el plano
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q y q̇. Vemos que, al contrario de lo que ocurre en el plano q-t, las trayectorias

no unen los mismos puntos. Lo único en común entre todas las trayectorias son

las posiciones iniciales y finales qA y qB. Esto es porque las velocidades iniciales y

finales no necesariamente son comunes para cada trayectoria uniendo A y B. En

definitiva, para reflejar nuestra ignorancia sobre la ley concreta relacionando q y q̇,

debemos tratar a estas dos cantidades como variables independientes. Cuidado, esto

no significa que q̇ no sea una derivada de q con respecto al tiempo t.

5.2 Acción de una trayectoria

Para continuar, procedamos asignando a cada trayectoria �i un número real Si.

Diremos que Si es la acción asociada a la trayectoria �i. En cierto sentido, la

acción S es una función que, actuando sobre la trayectoria �i, nos provee el número

Si = S [�i] 2 R. Para hacer esto expĺıcito, mejor escribamos:

Si = S [qi(t)] . (5.2)

Omitiendo el ı́ndice i, vemos que S asigna a cada función q(t) un valor en R. A este

tipo de funciones (e.g. S) se les llama funcionales, para distinguirlas de las funciones

más cotidianas, como q(t), que dependen de variables simples, como el tiempo t. Un

ejemplo sencillo de un funcional es una integral. Por ejemplo, la integral I en todo R
de una función arbitraria f(x) es un funcional dado que el resultado es sencillamente

un número:

I[f ] =

Z +1

�1

f(x)dx 2 R. (5.3)

A cada función f(x) la integral asigna un número en R. También podemos con-

struir funcionales con la ayuda de una segunda función g(x) conocida. Por ejemplo,

consideremos el siguiente funcional Ig definido como

Ig[f ] =

Z +1

�1

g(x)f(x)dx. (5.4)

A veces, la integral de dos funciones distintas pueden tener asignado el mismo número.

Volviendo a nuestro caso, distintas trayectorias t́ıpicamente tendŕıan distintos valores

para la acción. Sin embargo, dada la inmensidad del número de trayectorias posibles,

muchas de estas tendŕıan asignadas el mismo valor para su acción.
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5.3 El Lagrangiano

¿Qué forma tiene la acción de una trayectoria? Es decir, ¿cómo depende el funcional

S de la función q(t)? Nuestra intención es que la acción caracterice a la trayecto-

ria completa, incorporando información sobre cada porción de ésta. De este modo,

la acción debe distinguir la cantidad de camino avanzado en el espacio-tiempo q-t.

Mientras más tiempo separa al punto inicial A del punto inicial B, mayor debe ser

la cantidad de información que incorpora la acción sobre la trayectoria. Una forma

sencilla de incorporar esto en nuestro formalismo es la siguiente: Supongamos que

contamos con una trayectoria dada �AB extendida desde A hasta B. Esta trayectoria

puede ser pensada como la suma de dos intervalos menores, uno desde A hasta un

punto intermedio C, y otro desde C hasta el punto final B, tal como lo muestra la

siguiente figura.

t

tA

<latexit sha1_base64="Zon7nwpZIca9Z2l+ZEi4pBcJ9qg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9VLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QNHGqGW+wWMa6HVDDpVC8gQIlbyea0yiQvBWMbqd+64lrI2L1iOOE+xEdKBEKRtFKD9i77pUrbtWdgSwTLycVyFHvlb+6/ZilEVfIJDWm47kJ+hnVKJjkk1I3NTyhbEQHvGOpohE3fjY7dUJOrNInYaxtKSQz9fdERiNjxlFgOyOKQ7PoTcX/vE6K4aWfCZWkyBWbLwpTSTAm079JX2jOUI4toUwLeythQ6opQ5tOyYbgLb68TJpnVe+8enV/Xqnd5HEU4QiO4RQ8uIAa3EEdGsBgAM/wCm+OdF6cd+dj3lpw8plD+APn8wchuI24</latexit>

tB

<latexit sha1_base64="oxjTW5yyrXFLwDKEOByFYf9uaMM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG+lXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHrBf75crbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEVfIJDWm67kJ+hnVKJjk01IvNTyhbEyHvGupohE3fjY/dUrOrDIgYaxtKSRz9fdERiNjJlFgOyOKI7PszcT/vG6K4bWfCZWkyBVbLApTSTAms7/JQGjOUE4soUwLeythI6opQ5tOyYbgLb+8SloXVe+yenN/WanV8ziKcAKncA4eXEEN7qABTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QMjPI25</latexit>

A

<latexit sha1_base64="TsNeSDNsPNsCEOqcaOqIY2Xj1jU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+k2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+zOPJwAqdwDh5cQhXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A5a9jNE=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="XM26jmo/fhfN6x8/TN7v75ms40A=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePGYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVWtZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZhBjNI=</latexit>

tC

<latexit sha1_base64="X8wfJcUeWKXbPqu4IgR593exX3E=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG/FXjxWtB/QhrLZbtqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY12d++4lrI2L1iJOE+xEdKhEKRtFKD9iv98sVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8NrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqndZvbm/rNRu8ziKcAKncA4eXEEN7qABTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QMkwI26</latexit>

C

<latexit sha1_base64="phj9+qs6cc6/2b32n2SMkMIBEoA=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0Fc/GYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2Ma3O//YRK81g+mEmCfkSHkoecUWOlRq1fLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1440+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqV826iUqndZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZnFjNM=</latexit>

qA

<latexit sha1_base64="FR8L9dn/Xs2+b22vCBvdQ9Ezb5w=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXiMaB6QLGF20kmGzM6uM7NCWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSy4Nq777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BQ0eJYlhnkYhUK6AaBZdYN9wIbMUKaRgIbAajm6nffEKleSQfzDhGP6QDyfucUWOl+8fuVbdYcsvuDGSZeBkpQYZat/jV6UUsCVEaJqjWbc+NjZ9SZTgTOCl0Eo0xZSM6wLalkoao/XR26oScWKVH+pGyJQ2Zqb8nUhpqPQ4D2xlSM9SL3lT8z2snpn/hp1zGiUHJ5ov6iSAmItO/SY8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt8eZk0zspepXx5VylVr7M48nAEx3AKHpxDFW6hBnVgMIBneIU3RzgvzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDHSaNtQ==</latexit>

qB

<latexit sha1_base64="g3O7TLQ/YGWDtY63K6LcVtBtBf8=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePEY0TwgWcLspDcZMju7zswKIeQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+8derVcsuWV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn81Ck5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjlT7hMUoOSLRaFqSAmJrO/SZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt+eZU0L8pepXx9VylVa1kceTiBUzgHDy6hCrdQhwYwGMAzvMKbI5wX5935WLTmnGzmGP7A+fwBHqqNtg==</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>

En la figura, la trayectoria �AB extendida desde A hasta B puede ser pensada como

la suma de dos intervalos menores, uno desde A hasta un punto intermedio C, y otro

desde C hasta el punto final B. Es decir, el camino �AB consiste en la suma de dos

caminos �AB = �AC + �CB. Luego, exigiremos que la acción satisfaga la siguiente

propiedad aditiva

S[�AB] = S[�AC ] + S[�CB]. (5.5)

Luego, a mayor camino recorrido, mayor información (acción) asociada a éste. Esta

propiedad también nos dice que si ambos puntos A y B coinciden, no hay trayectoria

de la cual hablar (�AA = 0), y por lo tanto la acción es nula (S[0] = 0). Observen

que esta afirmación la podemos hacer solamente porque hemos descartamos de plano

situaciones en las cuales nuestra part́ıcula, que se desplaza hacia el futuro, pueda dar

160



un giro y comenzar a viajar hacia el pasado, tal como la que muestra la siguiente

figura.

t

tA

<latexit sha1_base64="Zon7nwpZIca9Z2l+ZEi4pBcJ9qg=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9VLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsToQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QNHGqGW+wWMa6HVDDpVC8gQIlbyea0yiQvBWMbqd+64lrI2L1iOOE+xEdKBEKRtFKD9i77pUrbtWdgSwTLycVyFHvlb+6/ZilEVfIJDWm47kJ+hnVKJjkk1I3NTyhbEQHvGOpohE3fjY7dUJOrNInYaxtKSQz9fdERiNjxlFgOyOKQ7PoTcX/vE6K4aWfCZWkyBWbLwpTSTAm079JX2jOUI4toUwLeythQ6opQ5tOyYbgLb68TJpnVe+8enV/Xqnd5HEU4QiO4RQ8uIAa3EEdGsBgAM/wCm+OdF6cd+dj3lpw8plD+APn8wchuI24</latexit>

A

<latexit sha1_base64="TsNeSDNsPNsCEOqcaOqIY2Xj1jU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+k2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+zOPJwAqdwDh5cQhXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A5a9jNE=</latexit>

qA

<latexit sha1_base64="FR8L9dn/Xs2+b22vCBvdQ9Ezb5w=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXiMaB6QLGF20kmGzM6uM7NCWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSy4Nq777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5BQ0eJYlhnkYhUK6AaBZdYN9wIbMUKaRgIbAajm6nffEKleSQfzDhGP6QDyfucUWOl+8fuVbdYcsvuDGSZeBkpQYZat/jV6UUsCVEaJqjWbc+NjZ9SZTgTOCl0Eo0xZSM6wLalkoao/XR26oScWKVH+pGyJQ2Zqb8nUhpqPQ4D2xlSM9SL3lT8z2snpn/hp1zGiUHJ5ov6iSAmItO/SY8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt8eZk0zspepXx5VylVr7M48nAEx3AKHpxDFW6hBnVgMIBneIU3RzgvzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDHSaNtQ==</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>

La figura muestra una trayectoria no permitida desde el punto inicial A, hasta el

punto final A. Dado que este tipo de trayectorias está descartada, la única trayectoria

uniendo A con A, es la trayectoria nula �AA = 0. Dado que estamos parametrizando

las curvas mediante el tiempo t, una forma simple de hacer la propiedad (5.5) más

expĺıcita es a través la introducción de una función del tiempo L(t), que llamaremos

Lagrangiano, de modo que:

S[�AB] =

Z tB

tA

L(t)dt. (5.6)

Esta definición automáticamente satisface la propiedad anterior, dado que
Z tB

tA

L(t)dt =

Z tC

tA

L(t)dt+

Z tB

tC

L(t)dt. (5.7)

El Lagrangiano L(t) debe contener información sobre la trayectoria, por lo que en

principio puede depender del tiempo no solo de forma expĺıcita, sino que también a

través de la coordenada generalizada q(t):

L(t) = L(q, t). (5.8)

Pero esta no es la posibilidad más general. Dado que el Lagrangiano está siendo

integrado con respecto al tiempo, también podemos permitir que dependa del tiempo

t a través de la velocidad q̇(t). Es decir:

L(t) = L(q, q̇, t), (5.9)
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de modo que la acción asociada a cierta curva q(t) es

S[q(t)] =

Z tb

ta

L(q, q̇, t) dt. (5.10)

En cierto sentido, la integral actuando sobre L(q, q̇, t) le baja el orden a la derivada

temporal contenida por la velocidad q̇(t). Veremos que esto es cierto en la siguiente

sección.

5.4 Variación de la acción

Si el Lagrangiano L(q, q̇, t) es una función continua de ambas variables q, q̇ y t,

esperamos que la acción sea un funcional continuo de las trayectorias �. Es decir, si

dos trayectorias distintas son muy parecidas, esperamos que las acciones asociadas a

estas sean números similares. La siguiente figura intenta reflejar esta idea:

t

A

<latexit sha1_base64="TsNeSDNsPNsCEOqcaOqIY2Xj1jU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+k2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+zOPJwAqdwDh5cQhXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A5a9jNE=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="XM26jmo/fhfN6x8/TN7v75ms40A=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePGYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVWtZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZhBjNI=</latexit>

�1

<latexit sha1_base64="DKpX3ht4Rofd9EqQiNK/5map0B0=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtqlu0nc3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCR6xpuFGsE6iGMpAsHYwvp357SemNI+jBzNJmC9xGPGQUzRW6vSGKCX2vX654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hpKllkqECtu56bGD9DZTgVbFrqpZolSMc4ZF1LI5RM+9n83ik5s8qAhLGyFRkyV39PZCi1nsjAdko0I73szcT/vG5qwis/41GSGhbRxaIwFcTEZPY8GXDFqBETS5Aqbm8ldIQKqbERlWwI3vLLq6R1UfVq1ev7WqV+k8dRhBM4hXPw4BLqcAcNaAIFAc/wCm/Oo/PivDsfi9aCk88cwx84nz+0FY/F</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="30xaX74v3ZD+EMSX9PfYgIsAChc=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkpqLeiF48V7Ae0oUy2m3bpbhJ3N0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O2vrG5tb24Wd4u7e/sFh6ei4peNUUdaksYhVJ0DNBI9Y03AjWCdRDGUgWDsY38789hNTmsfRg5kkzJc4jHjIKRordXpDlBL71X6p7FbcOcgq8XJShhyNfumrN4hpKllkqECtu56bGD9DZTgVbFrspZolSMc4ZF1LI5RM+9n83ik5t8qAhLGyFRkyV39PZCi1nsjAdko0I73szcT/vG5qwis/41GSGhbRxaIwFcTEZPY8GXDFqBETS5Aqbm8ldIQKqbERFW0I3vLLq6RVrXi1yvV9rVy/yeMowCmcwQV4cAl1uIMGNIGCgGd4hTfn0Xlx3p2PReuak8+cwB84nz+1mY/G</latexit>

�3

<latexit sha1_base64="WD84CTrdGn7pkjyIEYBw4iRjd14=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQL6q3oxWMF+wFtKJPtpl26u4m7G6GE/gkvHhTx6t/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTDjTxvO+nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqCG2QmMeqHaKmnEnaMMxw2k4URRFy2gpHt1O/9USVZrF8MOOEBgIHkkWMoLFSuztAIbB30SuVvYo3g7tM/JyUIUe9V/rq9mOSCioN4ah1x/cSE2SoDCOcTordVNMEyQgHtGOpREF1kM3unbinVum7UaxsSePO1N8TGQqtxyK0nQLNUC96U/E/r5Oa6CrImExSQyWZL4pS7prYnT7v9pmixPCxJUgUs7e6ZIgKibERFW0I/uLLy6R5XvGrlev7arl2k8dRgGM4gTPw4RJqcAd1aAABDs/wCm/Oo/PivDsf89YVJ585gj9wPn8Atx2Pxw==</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>

La figura anterior muestra tres trayectorias distintas �1, �2 y �3. Las trayectorias

�1 y �2 son parecidas, por lo tanto esperamos que S1 y S2 sean números cercanos.

Por otro lado, �3 es drásticamente distinta a las dos anteriores, por lo que esperamos

que S3 sea un número lejano a S1 y S2. Para darle sentido a esta idea, diremos que

dos trayectorias q
0(t) y q(t) son infinitesimalmente cercanas si la función diferencia

�q(t) = q
0(t)�q(t) entre ambas consiste en valores infinitesimales en todo el intervalo

[tA, tB]. En otras palabras, q0(t) consiste en q(t) más una pequeña variación �q(t):

q
0(t) = q(t) + �q(t). (5.11)
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Dado que los puntos iniciales y finales A y B están fijos, la variación �q(t) debe

cumplir las siguientes condiciones:

�q(tA) = 0, (5.12)

�q(tB) = 0. (5.13)

La siguiente figura muestra dos curvas q(t) y q
0(t) = q(t) + �q(t) infinitesimalmente

cercanas:

t

A

<latexit sha1_base64="TsNeSDNsPNsCEOqcaOqIY2Xj1jU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+k2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+zOPJwAqdwDh5cQhXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A5a9jNE=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="XM26jmo/fhfN6x8/TN7v75ms40A=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePGYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVWtZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZhBjNI=</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>

q(t)

<latexit sha1_base64="Ik7XSO0gfHRlq6G0mrpIchIufkA=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFNRb0YvHCvYD2qVk02wbmmTXJCuUpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWUKEJbJOKR6gZYU84kbRlmOO3GimIRcNoJJreZ33miSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSY9Vcz4oV9yaOwdaJV5OKpCjOSh/9YcRSQSVhnCsdc9zY+OnWBlGOJ2V+ommMSYTPKI9SyUWVPvp/NYZOrPKEIWRsiUNmqu/J1IstJ6KwHYKbMZ62cvE/7xeYsIrP2UyTgyVZLEoTDgyEcoeR0OmKDF8agkmitlbERljhYmx8ZRsCN7yy6ukfVHz6rXr+3qlcZPHUYQTOIUqeHAJDbiDJrSAwBie4RXeHOG8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPeviN5A==</latexit>

q(t) + �q(t)

<latexit sha1_base64="WqrsE6fDlqqPKzlqgK0VevRcAmY=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ34rPUV69LNYBEqQkmkoO6KblxWsA9oQ5lMpu3QySTO3Igl9FfcuFDErT/izr9x0mahrQcunDnnXube48eCa3Ccb2tldW19Y7OwVdze2d3btw9KLR0lirImjUSkOj7RTHDJmsBBsE6sGAl9wdr++Cbz249MaR7Je5jEzAvJUPIBpwSM1LdLDxU4xWe4FzABBGevvl12qs4MeJm4OSmjHI2+/dULIpqETAIVROuu68TgpUQBp4JNi71Es5jQMRmyrqGShEx76Wz3KT4xSoAHkTIlAc/U3xMpCbWehL7pDAmM9KKXif953QQGl17KZZwAk3T+0SARGCKcBYEDrhgFMTGEUMXNrpiOiCIUTFxFE4K7ePIyaZ1X3Vr16q5Wrl/ncRTQETpGFeSiC1RHt6iBmoiiJ/SMXtGbNbVerHfrY966YuUzh+gPrM8fbpOSyA==</latexit>

Dadas dos curvas q(t) y q
0(t) = q(t) + �q(t) infinitesimalmente cercanas, también

podemos definir la diferencia de las velocidades de ambas curvas �q̇(t) = q̇
0(t) � q̇(t).

Al igual que antes, la velocidad q̇
0 puede ser pensada como infinitesimalmente cercana

a la velocidad q̇(t):

q̇
0(t) = q̇(t) + �q̇(t). (5.14)

Derivando (5.11) con respecto al tiempo t y comparando el resultado con (5.14),

descubrimos que:

�q̇(t) =
d

dt
�q(t). (5.15)

Usaremos este resultado dentro de un momento. Es importante notar que si bien

�q(tA) = �q(tB) = 0, la variación de las velocidades en los puntos A y B no son

necesariamente nulas. En otras palabras, en general se cumplirá

�q̇(tA) 6= 0, (5.16)

�q̇(tB) 6= 0. (5.17)

Esto es simplemente porque las trayectorias q(t) y q
0(t) no necesariamente comparten

las mismas velocidades iniciales y finales. La siguiente figura ilustra esta situación en

163



los extremos A y B. Recordemos que si bien estos puntos está fijos, y coinciden para

todas las trayectorias, las velocidades evaluadas en esos puntos no necesariamente

coinciden.

t

A

<latexit sha1_base64="TsNeSDNsPNsCEOqcaOqIY2Xj1jU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL1FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGdzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+k2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+zOPJwAqdwDh5cQhXuoQYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A5a9jNE=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="XM26jmo/fhfN6x8/TN7v75ms40A=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePGYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVWtZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZhBjNI=</latexit>

q

<latexit sha1_base64="tr0+Q1qhYt0WsSNRDyNNJBVRr/k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zswKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81jem3GCfkQHkoecUWOl+mOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A999jQE=</latexit>

En el ĺımite �q(t) ! 0 para todo t, ambas trayectorias q
0(t) y q(t) coinciden. Por

lo tanto, si �q(t) es infinitesimal, es de esperar que S
0 = S[q0(t)] y S = S[q(t)] sean

números parecidos, con una discrepancia infinitesimal. Verifiquemos esto expĺıcitamente.

Noten que S
0 = S[q0(t)] = S[q(t) + �q(t)] se puede desarrollar de la forma siguiente:

S
0 =

Z tb

ta

L(q0, q̇0, t) dt

=

Z tb

ta

L(q + �q, q̇ + �q̇, t) dt

=

Z tb

ta

⇢
L+

@L

@q
�q +

@L

@q̇
�q̇

�
dt+ O(�q2), (5.18)

donde, para pasar de la segunda a la tercera linea, se expandió L(q + �q, q̇ + �q̇q
0
, t)

en serie de Taylor. La cantidad O(�q2) representa términos de orden superior, que se

asumen pequeños. A partir de este resultado, vemos que la diferencia �S = S
0
� S

satisface:

�S = S
0
� S =

Z tb

ta

⇢
@L

@q
�q +

@L

@q̇
�q̇

�
dt. (5.19)

Más aun, con la ayuda de (5.15) podemos reemplazar �q̇(t) por d
dt�q(t) en el segundo
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término de la ecuación anterior, e integrar por partes:

�S =

Z tb

ta

⇢
@L

@q
�q +

@L

@q̇

d

dt
�q

�
dt

=

Z tb

ta

⇢
@L

@q
�q �

d

dt

✓
@L

@q̇

◆
�q

�
dt+

Z tb

ta

d

dt

⇢
@L

@q̇
�q

�
dt. (5.20)

Observen que el integrando del último término es una derivada total con respecto al

tiempo, y por lo tanto la integral puede ser evaluada:

Z tb

ta

d

dt

⇢
@L

@q̇
�q

�
dt =

@L

@q̇

����
t=tb

�q(tb) �
@L

@q̇

����
t=ta

�q(ta). (5.21)

Sin embargo �q(ta) = �q(tb) = 0 y por lo tanto esta integral es identicamente nula.

De este modo, concluimos que la diferencia �S = S
0
� S entre ambas acciones viene

dada por:

�S =

Z tb

ta

⇢
@L

@q
�

d

dt

✓
@L

@q̇

◆�
�q dt (5.22)

Es importante notar que esta diferencia es solamente proporcional a la variación �q y

no a �q̇. Esta es la razón por la cual en la ecuación (5.9) permitimos que L dependiera

tanto de q como de q̇. Aun cuando el Lagrangiano depende de estas dos cantidades,

el resultado de la ecuación (5.22) demuestra que S es sólo funcional de q(t).

Para apreciar esta última afirmación con más nitidez, supongamos que el La-

grangiano L haya sido también función de la aceleración, es decir L = L(q, q̇, q̈).

Luego, repitiendo los pasos anteriores, obtenemos que la variación infinitesimal

�S = S
0
� S viene dada por:

�S =

Z tB

tA

⇢
@L

@q
�

d

dt

✓
@L

@q̇

◆
+

d
2

dt2

✓
@L

@q̈

◆�
�q dt+

✓
@L

@q̈

◆����
tB

�q̇(tB)�

✓
@L

@q̈

◆����
tA

�q̇(tA).

Es decir, la variación �S depende de la variación �q̇ evaluada en los puntos A y B

que en general no es nula. Esto quiere decir que si el Lagrangiano es de la forma

L = L(q, q̇, q̈), entonces S es un funcional de q y q̇ (aunque esta última cantidad

evaluada en los puntos A y B), lo que marcha en contra de la idea original de que

la acción es un funcional solamente de la trayectoria q(t).
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5.5 Principio de mı́nima acción

Aún no hemos contestado a la pregunta de cuál es la trayectoria f́ısica escogida por

la naturaleza para que la part́ıcula se desplace desde A hasta B. El principio de la

mı́nima acción establece que dicha trayectoria corresponde a aquella que minimiza el

valor de la acción. Recordemos que en cálculo diferencial, cuando deseamos encontrar

el mı́nimo de una función f(x), primero buscamos aquellos puntos donde la derivada

f
0(x) se anula. En otras palabras, cuando

df =
@f

@x
dx = 0, (5.23)

para dx 6= 0. En completa analoǵıa con el cálculo diferencial, el valor mı́nimo de la

acción S ocurrirá para aquellas trayectorias q(t) donde la variación �S se anula

�S =

Z tB

tA

⇢
@L

@q
�

d

dt

✓
@L

@q̇

◆�
�q dt = 0 (5.24)

para una variación arbitraria �q(t) 6= 0. Dado que esto debe ocurrir para cualquier

deformación �q(t) 6= 0 infinitesimal, concluimos que para dicha curva necesariamente

se cumple
@L

@q
�

d

dt

✓
@L

@q̇

◆
= 0. (5.25)

Esta ecuación se conoce como la ecuación de Euler-Lagrange, y nos entrega la ecuación

de movimiento que rige el movimiento de la part́ıcula desde el punto inicial A hasta

el punto final B. No es dif́ıcil generalizar el resultado previos al caso de N part́ıculas

descritas por las posiciones q1(t), q2(t), · · · , qN(t). Si repetimos la discusión anterior

con un Lagrangiano L = L(q1, q̇1, q2, q̇2, · · · , qN , q̇N), es directo deducir que habrán N

ecuaciones de Euler-Lagrange de la forma:

@L

@qi
�

d

dt

✓
@L

@q̇i

◆
= 0, i = 1, . . . , N. (5.26)

Además, notemos que en ningún momento asumimos que la coordenada q debe ser

cartesiana. De hecho, pudimos haber repetido todos los pasos anteriores refiriéndonos

a cualquier tipo de coordenadas (cartesianas, angulares, radiales, etc.). Por lo tanto,

las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.26) son completamente generales, y válidas para

cualquier tipo de coordenadas que elijamos usar para describir un sistema f́ısico de-

terminado.
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5.6 Forma del Lagrangiano

Por supuesto, de nada nos sirven estos resultados sin contar con una forma concreta

del Lagrangiano L. Durante las siguientes secciones nos dedicaremos a demostrar, a

partir de principios de simetŕıas, que el Lagrangiano L de un sistema dado viene dado

por:

L = K � U, (5.27)

donde K es la enerǵıa cinética del sistema y U es la enerǵıa potencial del sistema.

Antes de hacer esto, comprobemos a través de algunos ejemplos de cómo la segunda

ley de Newton emerge a partir de (5.27).

5.6.1 Ejemplo 1

Consideremos (5.27) para el caso básico de una part́ıcula de masa m confinada a

moverse a lo largo de una dimensión parametrizada por la coordenada cartesiana x.

Esto es

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ

2
� U(x). (5.28)

Veamos la forma que adquiere la ecuación de Euler-Lagrange. Las respectivas derivadas

parciales de L con respecto a x y ẋ son

@L

@x
= �

@U

@x
,

@L

@ẋ
= mẋ. (5.29)

Luego, la ecuación de Euler-Lagrange (5.25) implica

mẍ+
@U

@x
= 0. (5.30)

Esta es la segunda Ley de Newton, donde identificamos F = �@U/@x.

5.6.2 Ejemplo 2

Repitamos el ejemplo anterior, pero consideremos esta vez el caso de una part́ıcula

de masa m en movimiento por todo el espacio (de 3 dimensiones), bajo la influencia

de un potencial U(~r). En este caso el Lagrangiano es:

L =
1

2
m~v

2
� U(~r). (5.31)
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Escrito en términos de coordenadas cartesianas, tenemos

L =
1

2
m

�
ẋ
2 + ẏ

2 + ż
2
�

� U(x, y, z). (5.32)

Luego, calculando las derivadas parciales de L con respecto a x, ẋ, y, ẏ, z y ż, las

ecuaciones de Euler-Lagrange nos entregan

mẍ+
@U

@x
= 0, mÿ +

@U

@y
= 0, mz̈ +

@U

@z
= 0. (5.33)

Por supuesto, estos tres resultados pueden ser combinados en una sola ecuación vec-

torial de la forma m
d2

dt2~r = �rU , que es la segunda ley de Newton con una fuerza

conservativa ~F = �rU .

5.6.3 Ejemplo 3

Recordemos al siguiente ejemplo visto en la sección 2.11, donde dos masas m1 y m2

permanecen unidas por una cuerda ideal inextensible (ver siguiente figura):

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�0
<latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit>

m1
<latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit>

m2
<latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit>

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

Las posiciones de ambas masas son ~r1 = ⇢⇢̂, y ~r2 = zk̂. Recordemos que ⇢ � z = L,

por lo que la posición dem2 la podemos expresar en términos de ⇢ como ~r2 = (⇢�L)k̂.

Luego, las velocidades son

~v1 = ⇢̇⇢̂+ !0⇢�̂, ~v2 = ⇢̇k̂. (5.34)

De estos resultados, podemos inferir que la enerǵıa cinética del sistema viene dado

por:

K =
m1

2

�
⇢̇
2 + !

2
0⇢

2
�
+

m2

2
⇢̇
2
. (5.35)
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Por su parte, la enerǵıa potencial del sistema viene dada solo por la fuerza de gravedad,

la que podemos escribir como

U = m2gz = m2g(⇢ � L). (5.36)

Todo esto implica que el Lagrangiano del sistema viene dado por

L =
1

2
(m1 +m2)⇢̇

2 +
1

2
m1!

2
0⇢

2
� m2g(⇢ � L). (5.37)

Las derivadas parciales de este Lagrangiano con respecto a ⇢ y ⇢̇ son

@L

@⇢
= m1!

2
0⇢ � m2g,

@L

@⇢̇
= (m1 +m2)⇢̇. (5.38)

Luego, usando (5.25) vemos que

⇢̈ �
m1!

2
0

(m1 +m2)
⇢+

m2g

(m1 +m2)
= 0, (5.39)

la que es idéntica a la ecuación de movimiento (2.158).

5.6.4 Ejemplo 4

Recordemos ahora el ejemplo analizado en la sección 4.2.1, donde consideramos dos

part́ıculas de igual masa m en contacto con una pared mediante tal como lo indica la

siguiente figura:

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="XGN1jUi08GfUy6JulkYD5xIylBc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJIQb0V9OCxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut7Oyura+sVnYKm7v7O7tlw4OmyZONeMNFstYtwNquBSKN1Cg5O1EcxoFkreC0c3Ubz1xbUSsHnGccD+iAyVCwSha6WF0ftsrld2KOwNZJl5OypCj3it9dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySfFbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduqEnFqlT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMrPxMqSZErNl8UppJgTKZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2naINwVt8eZk0LypetXJ9Xy3XqnkcBTiGEzgDDy6hBndQhwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxsqNcQ==</latexit>

m

<latexit sha1_base64="Y/m7QO0Q9B60/d96H5fRVtLZZ5Q=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto5TxbDFYhGrbkA1Ci6xZbgR2E0U0igQ2Akmd3O/84RK81g+mGmCfkRHkoecUWOlZjQoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX1atXbZq1Sr+VxFOEMzuESPLiGOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MH1TeM7w==</latexit>

m

<latexit sha1_base64="Y/m7QO0Q9B60/d96H5fRVtLZZ5Q=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto5TxbDFYhGrbkA1Ci6xZbgR2E0U0igQ2Akmd3O/84RK81g+mGmCfkRHkoecUWOlZjQoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX1atXbZq1Sr+VxFOEMzuESPLiGOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MH1TeM7w==</latexit>
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Las posiciones de ambas part́ıculas son ~r1 = xı̂, y ~r2 = xı̂+L⇢̂. Luego, las velocidades

son

~v1 = ẋı̂, ~v2 = ẋı̂+ L�̇�̂. (5.40)

A partir de este resultado, vemos que la enerǵıa cinética del sistema K es

K =
m

2
ẋ
2 +

m

2

⇣
ẋ
2 + 2Lẋ�̇ cos�+ L

2
�̇
2
⌘
. (5.41)

Por otro lado, la enerǵıa potencial U del sistema tiene contribuciones provenientes

de la enerǵıa potencial gravitacional Ug = mgL(1 � cos�) y la enerǵıa potencial del

resorte Uk =
k
2 (x � D)2:

U = mgL(1 � cos�) +
k

2
(x � D)2 . (5.42)

Con todo lo anterior, el Lagrangiano del sistema consiste en:

L = mẋ
2 +

m

2

⇣
2Lẋ�̇ cos�+ L

2
�̇
2
⌘

� mgL(1 � cos�) �
k

2
(x � D)2 . (5.43)

Las derivadas parciales de L son:

@L

@x
= �k (x � D) ,

@L

@ẋ
= 2mẋ+mL�̇ cos�, (5.44)

@L

@�
= �mLẋ�̇ sin� � mgL sin�,

@L

@�̇
= mLẋ cos�+mL

2
�̇. (5.45)

Con estos resultados, las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.26) adquieren la forma

2mẍ+mL�̈ cos� � mL�̇
2 sin�+ k (x � D) = 0, (5.46)

mLẍ cos�+mL
2
�̈+mgL sin� = 0. (5.47)

No es dif́ıcil comprobar que estas dos ecuaciones de movimiento son equivalentes a

las ecuaciones (4.25) y (4.26) encontradas en la Sección 4.2.1.

5.7 Acciones y Lagrangianos equivalentes

Supongamos dos acciones S[q(t)] y S
0[q(t)] = S[q(t)] + Sc, donde Sc es una con-

stante. Dado que Sc es una constante (y por lo tanto no cambia al ser evaluada para

distintas trayectorias q(t)) ambas acciones S[q(t)] y S
0[q(t)] daŕıan como resultado

las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange, y por lo tanto la misma trayectoria f́ısica.
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Esto quiere decir que S[q(t)] y S
0[q(t)] son equivalentes y, por lo tanto, en la práctica

no podemos distinguir entre ambas. Esta situación se puede articular en términos

del Lagrangiano de la siguiente forma. Supongamos dos Lagrangianos L(q, q̇, t) y

L
0(q, q̇, t) = L(q, q̇, t)+F (q, q̇, t). Luego, si F se puede escribir como la derivada total

con respecto al tiempo t de una función arbitraria G, que solo depende de q(t), y de

t,

F =
d

dt
G(q(t), t), (5.48)

entonces se cumple que:

S
0[q(t)] =

Z tb

ta

L
0(q, q̇, t)dt (5.49)

=

Z tb

ta

(L(q, q̇, t) + F (q, q̇, t))dt (5.50)

=

Z tb

ta

L(q, q̇, t)dt+

Z tb

ta

d

dt
G(q(t), t)dt (5.51)

= S[q(t)] +G(qb, tb) � G(qa, ta). (5.52)

Puesto que a y b son fijos, la cantidad G(q(b))�G(q(a)) es simplemente una constante,

y por lo tanto vemos que L(q, q̇, t) y L
0(q, q̇, t) proveen dos acciones equivalentes. De

hecho, es posible verificar que las ecuaciones de Euler-Lagrange deducidas a partir de

L(q, q̇, t) y L
0(q, q̇, t) son idénticas, y por lo tanto ambos Lagrangianos implican las

mismas ecuaciones de movimiento (para comprobar esto es importante notar que G

sólo es función de q y t, pero no de q̇).

5.8 Simetŕıas de la naturaleza

La naturaleza respeta simetŕıas que consideraremos fundamentales, pues nos recuer-

dan que no hay nada especial sobre nuestra ubicación (o velocidad). Veamos a con-

tinuación estas simetŕıas:

5.8.1 Traslación espacial

Nuestra experiencia nos indica que la ubicación espacial donde se desarrolla cierto

experimento es irrelevante para que éste analice cierto fenómeno (de otro modo no

podŕıamos comparar resultados, y por lo tanto ¡no podŕıamos hacer ciencia!). Por

ejemplo, supongamos que diseñamos un experimento que consiste en medir el periodo
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T con el cual oscilan dos part́ıculas de masas m1 y m2 unidas por un resorte de largo

natural L y constante elástica k. Para evitar sutilezas innecesarias, supongamos que

el universo entero sólo consiste en usted (el observador o la observadora) y estas

part́ıculas unidas por el resorte. Si desplazamos la posición de ambas part́ıculas un

metro desde su posición original hacia cualquier dirección, esperamos que el nuevo

sistema se comporte de la misma forma que el sistema original, y mediremos el mismo

periodo T .

A esta propiedad la llamamos simetŕıa bajo traslación espacial, y puede ser estable-

cida en términos matemáticos con la ayuda de coordenadas cartesianas indicando la

posición de cada part́ıcula involucrada. Una traslación de un sistema con N part́ıculas

consiste en reubicar cada una de estas part́ıculas desplazándolas simultáneamente la

misma distancia en la misma dirección. Si las posiciones de las part́ıculas vienen

dadas por coordenadas cartesianas qi = xi entonces una traslación hacia la derecha

en una distancia �x consiste en la operación:

xi(t) ! x
0

i(t) = xi(t) +�x, (5.53)

Dado que la distancia �x es una constante, es directo constatar que las velocidades

no son afectadas por esta operación. Es decir:

ẋi(t) ! ẋ
0

i(t) = ẋi(t). (5.54)

Se dice que la velocidad es invariante bajo una traslación espacial. La siguiente figura

ilustra el efecto de una traslación espacial sobre una trayectoria arbitraria x(t).

t

x

<latexit sha1_base64="g3vERbzU3kfXibT9Kek4KMf3Qbg=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMyKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOl+lOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A+oZjQg=</latexit>

x(t)

<latexit sha1_base64="lVDYKGQ1VszVlM28nAbBf2fgVIw=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFNRb0YvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuWpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWUKEJbJOKR6gZYU84kbRlmOO3GimIRcNoJJreZ33mkSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSU9Vcz4oV9yaOwdaJV5OKpCjOSh/9YcRSQSVhnCsdc9zY+OnWBlGOJ2V+ommMSYTPKI9SyUWVPvp/NYZOrPKEIWRsiUNmqu/J1IstJ6KwHYKbMZ62cvE/7xeYsIrP2UyTgyVZLEoTDgyEcoeR0OmKDF8agkmitlbERljhYmx8ZRsCN7yy6ukfVHz6rXr+3qlcZPHUYQTOIUqeHAJDbiDJrSAwBie4RXeHOG8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPhamN6w==</latexit>

x(t) + �x

<latexit sha1_base64="+f1VTu0h2RIARc4NxeoyTDgIJ+8=">AAAB+HicbVBNS8NAEN34WetHox69LBahIpRECuqtqAePFewHtKFstpt26WYTdifSGvpLvHhQxKs/xZv/xm2bg7Y+GHi8N8PMPD8WXIPjfFsrq2vrG5u5rfz2zu5ewd4/aOgoUZTVaSQi1fKJZoJLVgcOgrVixUjoC9b0hzdTv/nIlOaRfIBxzLyQ9CUPOCVgpK5dGJXgFJ/hzi0TQPCoaxedsjMDXiZuRoooQ61rf3V6EU1CJoEKonXbdWLwUqKAU8Em+U6iWUzokPRZ21BJQqa9dHb4BJ8YpYeDSJmSgGfq74mUhFqPQ990hgQGetGbiv957QSCSy/lMk6ASTpfFCQCQ4SnKeAeV4yCGBtCqOLmVkwHRBEKJqu8CcFdfHmZNM7LbqV8dV8pVq+zOHLoCB2jEnLRBaqiO1RDdURRgp7RK3qznqwX6936mLeuWNnMIfoD6/MHqkyR0w==</latexit>

Antes de utilizar (5.53) y (5.54) debemos esforzarnos en entender bien sus significados.

La ecuación (5.53) establece una relación entre dos cantidades: xi(t) es la coordenada
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de la i-ésima part́ıcula en el sistema original. x0

i(t) es la coordenada generalizada de

la i-ésima part́ıcula en un nuevo sistema, construido a partir del primero. La posición

x
0

i(t) se encuentra a una distancia �x de la posición original xi(t). Tal como lo sugiere

la figura anterior, es imperativo que también hagamos lo mismo con las condiciones

iniciales.

Ahora bien, las leyes f́ısicas del nuevo sistema estarán determinadas por un La-

grangiano L
0, que necesariamente es el mismo Lagrangiano que gobierna las leyes

f́ısicas del primer sistema (solo puede haber un Lagrangiano para todo el universo),

pero evaluado con las posiciones de las part́ıculas desplazadas. Esto es

L
0 = L(x0

, ẋ
0
, t) = L(x+�x, ẋ, t) (5.55)

Considerando un desplazamiento �x infinitesimal �x = ✏, podemos comparar este

Lagrangiano con aquel evaluado sobre la coordenada y velocidad de la part́ıcula no

desplazada. Es decir:

L
0 = L(x0

, ẋ
0
, t) = L(x+ ✏, ẋ, t) = L+

@L

@x
✏. (5.56)

En otras palabras, dos trayectorias idénticas, pero separadas por una distancia in-

finitesimal ✏, necesariamente tienen Lagrangianos que difieren en una cantidad @L
@x ✏.

Explotaremos este resultado dentro de un momento.

173



5.9 Traslación temporal

En forma similar al caso de traslaciones espaciales, también esperamos que un ex-

perimento no dependa de cuando se realiza. En el caso de las dos masas unidas por

un resorte, mediremos el mismo periodo T independientemente del tiempo en que el

experimento comience a funcionar. Veamos esto matemáticamente: Consideremos un

sistema cuyas part́ıculas tienen posiciones xi(t) en cierto tiempo t. Una traslación

temporal de este sistema en un lapso de tiempo �t constante equivale a desplazar la

trayectoria x(t) hacia adelante en el tiempo tal como lo ilustra la figura siguiente.

t

x(t � �t)

<latexit sha1_base64="XpS6gNx+SlnJSzwpVOBsshqTkp8=">AAAB+HicbVBNS8NAEN3Ur1o/GvXoZbEI9WBJpKDeinrwWMF+QBvKZrtpl242YXci1tBf4sWDIl79Kd78N27bHLT1wcDjvRlm5vmx4Boc59vKrayurW/kNwtb2zu7RXtvv6mjRFHWoJGIVNsnmgkuWQM4CNaOFSOhL1jLH11P/dYDU5pH8h7GMfNCMpA84JSAkXp28bEM+BR3b5gAguGkZ5ecijMDXiZuRkooQ71nf3X7EU1CJoEKonXHdWLwUqKAU8EmhW6iWUzoiAxYx1BJQqa9dHb4BB8bpY+DSJmSgGfq74mUhFqPQ990hgSGetGbiv95nQSCCy/lMk6ASTpfFCQCQ4SnKeA+V4yCGBtCqOLmVkyHRBEKJquCCcFdfHmZNM8qbrVyeVct1a6yOPLoEB2hMnLROaqhW1RHDURRgp7RK3qznqwX6936mLfmrGzmAP2B9fkDqNqR0Q==</latexit>

x(t)

<latexit sha1_base64="lVDYKGQ1VszVlM28nAbBf2fgVIw=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFNRb0YvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuWpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWUKEJbJOKR6gZYU84kbRlmOO3GimIRcNoJJreZ33mkSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSU9Vcz4oV9yaOwdaJV5OKpCjOSh/9YcRSQSVhnCsdc9zY+OnWBlGOJ2V+ommMSYTPKI9SyUWVPvp/NYZOrPKEIWRsiUNmqu/J1IstJ6KwHYKbMZ62cvE/7xeYsIrP2UyTgyVZLEoTDgyEcoeR0OmKDF8agkmitlbERljhYmx8ZRsCN7yy6ukfVHz6rXr+3qlcZPHUYQTOIUqeHAJDbiDJrSAwBie4RXeHOG8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPhamN6w==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="g3vERbzU3kfXibT9Kek4KMf3Qbg=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMyKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOl+lOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A+oZjQg=</latexit>

La nueva trayectoria x
0(t) debe tener valores en el eje x que coincidan con los valores

de la trayectoria original x(t) pero evaluada en un tiempo anterior t � �t. En otras

palabras:

x(t) ! x
0(t) = x(t � �t). (5.57)

Repitiendo el mismo razonamiento para la velocidad, encontramos que:

ẋ(t) ! ẋ
0(t) = ẋ(t � �t). (5.58)

En el caso en que �t corresponde a un lapso de tiempo infinitesimal �t = ✏, ten-

dremos:

x
0(t) = xi(t � ✏) = x(t) � ẋ(t)✏. (5.59)

ẋ
0(t) = ẋ(t � ✏) = ẋ(t) � ẍ(t)✏. (5.60)

Con estos resultados, y volviendo al caso de una sola part́ıcula, podemos comparar los

Lagrangianos evaluados sobre las coordenadas y velocidades de la part́ıcula desplazada
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y no desplazada, tal como lo hicimos con el caso de una traslación espacial. Esto es:

L
0 = L(x0

, ẋ
0
, t) = L(x+ ẋ✏, ẋ+ ẍ✏, t) = L �

⇢
@L

@x
ẋ+

@L

@ẋ
ẍ

�
✏. (5.61)

Utilizaremos este resultado dentro de un momento.

5.10 Transformaciones de Galileo

Por último, no olvidemos la existencia de las transformaciones de Galileo, que relacio-

nan las observaciones hechas por dos observadores inerciales, uno de ellos moviéndose

a una velocidad v0 constante con respecto a otro. Siguiendo la misma notación ante-

rior, estas vienen dadas por:

x(t) ! x
0(t) = x(t) � v0t, (5.62)

ẋ(t) ! ẋ
0(t) = ẋ(t) � v0. (5.63)

Si v0 es positiva, interpretamos la trayectoria x0(t) es obtenida a partir de x(t) dándole

a la part́ıcula original un impulso hacia la izquierda. Procediendo de la misma forma

que antes, si consideramos una velocidad v0 infinitesimal v0 = ✏ encontramos que:

L
0 = L(x0

, ẋ
0
, t) = L(x+ ✏t, ẋ+ ✏, t) = L �

⇢
@L

@x
t �

@L

@ẋ

�
✏. (5.64)

A continuación explotaremos los resultados (5.56), (5.61) y (5.64) para deducir la

forma más general posible de un Lagrangiano describiendo un sistema consistente en

una sola part́ıcula.

5.11 Consecuencias de las simetŕıas sobre la acción

Las leyes de la f́ısica deben ser las mismas independientemente de la ubicación espacial

o temporal elegidas para constatarlas. De igual forma, deben ser las mimas para

distintos observadores inerciales. Como veremos, el formalismo Lagrangiano permite

incorporar estos requerimientos en forma muy elegante, restringiendo dramáticamente

la forma del Lagrangiano. Para esto, basta exigir que, en cualquiera de los tres casos

anteriores, la acción S
0 correspondiente al sistema transformado sea equivalente a

la acción S correspondiente al sistema original. En término del Lagrangiano, esto

quiere decir que el Lagrangiano transformado L
0 debe ser equivalente al Lagrangiano

no transformado L. En otras palabras, la diferencia L
0
� L debe ser igual a una

derivada total con respecto al tiempo. Veamos la consecuencia de este requisito para

cada uno de los casos anteriores.
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5.11.1 Simetŕıa de traslación espacial

En el caso de traslaciones espaciales, el requisito de que L0
�L sea una derivada total

con respecto a t de una función que solo depende de x(t) y de t, implica que existe

una función G(x, t) tal que:
@L

@x
=

d

dt
G(x, t). (5.65)

Esta expresión puede ser reescrita como:

@L

@x
=

@

@x
G(x, t) ẋ+

@G

@t
. (5.66)

Recordemos que podemos tratar x, ẋ y t como variables independientes cuando

hablamos del Lagrangiano. Para desarrollar (5.65), separemos G en dos partes:

G(x, t) = Ḡ(x, t) + g(t). (5.67)

La función Ḡ(x, t) es tal que @xḠ 6= 0. Luego tenemos:

@L

@x
=

@

@x
Ḡ(x, t) ẋ+

@Ḡ

@t
+

@g

@t
. (5.68)

Si integramos esta expresión con respecto a x, obtenemos:

L = ẋḠ(x, t) +
@

@t

Z x

dx Ḡ(x, t) + ġ(t) x+ f(ẋ, t), (5.69)

donde f(ẋ, t) es una función arbitraria de ẋ y t aun por determinar. Notemos que

hemos permitido que la derivada parcial @t salga de la integral
R
dx. Esto es porque

x y t son variables independientes. Ahora, los dos primeros términos pueden ser

agrupados de modo que:

L =
d

dt

Z x

dx Ḡ(x, t) + ġ(t) x+ f(ẋ, t). (5.70)

Dado que el primer término es una derivada total con respecto al tiempo de una

función que solo depende de x y t, podemos omitirlo. De esta forma, el requisito

de que la acción sea invariante bajo traslaciones espaciales ha reducido la forma del

Lagrangiano a

L = f(ẋ, t) + h(t) x, (5.71)

donde h(t) = ġ(t).
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5.11.2 Simetŕıa de traslación temporal

El caso de traslaciones temporales es un poco más sutil. Siguiendo la misma filosof́ıa

empleada para el caso de traslaciones espaciales, vemos que debemos exigir que @L
@x ẋ+

@L
@ẋ ẍ sea una derivada total con respecto al tiempo de una función que no dependa de

la velocidad. Notemos primero que:

@L

@x
ẋ+

@L

@ẋ
ẍ =

dL

dt
�

@L

@t
. (5.72)

Vemos que si @tL = 0 y, además, que si L es independiente de ẋ, entonces es posible

satisfacer el requisito deseado. Pero estas condiciones son muy restrictivas.

De hecho, estamos cometiendo un error. Lo que estamos omitiendo en esta discusión

es que la traslación t ! t� ✏ también afecta a los ĺımites de integración de la acción,

lo que no está capturado por el Lagrangiano. Es decir:

S
0 =

Z tb+✏

ta+✏

L
0
dt. (5.73)

Si desarrollamos esta expresión, vemos que

S
0 =

Z tb

ta

L
0
dt+

Z tb+✏

tb

L
0
dt �

Z ta+✏

ta

L
0
dt (5.74)

=

Z tb

ta

L
0
dt+ ✏L

0(tb) � ✏L
0(ta), (5.75)

donde en la segunda igualdad usamos el hecho de que ✏ es una cantidad infinitesimal.

Ahora, insertando en (5.75) la expresión obtenida para L
0, encontramos que:

S
0 =

Z tb

ta

⇢
L � ✏

dL

dt
+ ✏

@L

@t

�
dt+ ✏L(tb) � ✏L(ta) + O(✏2) (5.76)

=

Z tb

ta

Ldt+ ✏

Z tb

ta

@L

@t
dt

= S + ✏

Z tb

ta

@L

@t
dt. (5.77)

Luego, las acciones son equivalentes solo si @tL = 0. En otras palabras, si L depende

de t solo a través de x y ẋ, la acción es automáticamente invariante bajo traslaciones

temporales. Tomando en cuenta este requisito, la acción está restringida a tener la

forma

L = f(ẋ) + c x, (5.78)

donde c es una constante.
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5.11.3 Simetŕıa de Galileo

Por último, impongamos simetŕıa de Galileo. Esto significa exigir que se cumpla la

siguiente condición:
@L

@x
t+

@L

@ẋ
=

d

dt
G(x, t), (5.79)

donde G(x, t) solo es función del espacio y el tiempo. Pero dado que L tiene la forma

dictada por (5.78), vemos que:

ct+ f
0(ẋ) = @xG ẋ+ @tG. (5.80)

La única forma de satisfacer ambos lados de la ecuación es que @xG sea una constante,

y que @tG = ct. Esto es posible:

G(x, t) = mx+
t
2

2
, (5.81)

donde m es una constante. Por otro lado, esto implica que

f(ẋ) =
m

2
ẋ
2
. (5.82)

El resultado de esto es que ahora el Lagrangiano está restringido a tener la forma:

L(x, ẋ) =
m

2
ẋ
2 + cx. (5.83)

La cantidad m no viene determinada por ningún principio, y por lo tanto corresponde

a una caracteŕıstica esencial de la part́ıcula descrita. Para determinar su valor debe-

mos recurrir a experimentos. Al ingresar esta forma del Lagrangiano a las ecuaciones

de Euler-Lagrange, se encuentra que:

mẍ = c. (5.84)

En efecto, podemos ver que esta ecuación es invariante bajo todas las transformaciones

que hemos estado estudiando. Si hubiésemos impuesto una simetŕıa adicional de

reflexión x ! x
0 = �x, entonces habŕıamos encontrado que c = 0. Esta simetŕıa

nos dice que no hay una orientación privilegiada en nuestro universo de juguete 1-

dimensional. En dicho caso, al variar la acción, habŕıamos derivado la primera Ley

de Newton:

mẍ = 0. (5.85)

Este resultado tiene sentido: Si existiese una fuerza externa actuando sobre nuestra

part́ıcula, necesariamente no se cumpliŕıan las simetŕıas de las cuales hemos hablado.

Pero entonces, ¿de dónde surgen las fuerzas? Para responder a esta pregunta debemos

analizar el caso de varias part́ıculas.
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5.12 Acción para varias part́ıculas

Supongamos que tenemos dos part́ıculas descritas por las coordenadas x1 y x2. Si

las part́ıculas no interactúan (la una no siente la presencia de la otra), entonces es

razonable que el Lagrangiano sea la suma de los Lagrangianos individuales de cada

part́ıcula:

L(x1, ẋ1, x2, ẋ2) =
m1

2
ẋ
2
1 +

m2

2
ẋ
2
2. (5.86)

Para incorporar interacciones, basta agregar términos al Lagrangiano que dependa

de las posiciones de las part́ıculas. De hecho, repitiendo todos los pasos anteriores, es

posible deducir que el Lagrangiano más general (con interacciones sólo dependientes

en las posiciones) respetando todas las simetŕıas discutidas anteriormente es de la

forma:

L(x1, ẋ1, x2, ẋ2) =
m1

2
ẋ
2
1 +

m2

2
ẋ
2
2 � U(x1 � x2), (5.87)

donde U(x1�x2) es una función arbitraria de la diferencia x1�x2. Esto tiene sentido,

ya que el valor de U(x1�x2) no cambia bajo traslaciones espaciales y transformaciones

de Galileo (También se puede verificar que no afecta la condición impuesta por la

simetŕıa de traslación temporal).

La función U se llama función potencial y determina la interacción (fuerza) entre

ambas part́ıculas. Ahora es fácil anticipar que el Lagrangiano más general para un

sistema consistente en N part́ıculas tiene la forma:

L =
X

i

mi

2
ẋ
2
i � U(x1 � x2, x2 � x3, x3 � x1, · · · ), (5.88)

donde U es una función potencial (arbitraria) que sólo depende de las diferencias de

las posiciones de las part́ıculas (y que determina la interacción entre ellas). Dado que

sólo podemos ingresar diferencias de posiciones xi �xj, las ecuaciones de movimiento

garantizan la Tercera Ley de Newton, es decir, que la reacción es igual a la acción pero

apuntando en el sentido opuesto. El formalismo Lagrangiano que hemos deducido no

permite deducir cual es la forma particular de esta función (salvo que debe depender

de diferencias de posiciones), y para ello debemos recurrir a experimentos. En el caso

en que las interacciones se den sólo entre pares de part́ıculas, el potencial será de la

forma:

U(x1 � x2, x2 � x3, x3 � x1, · · · ) =
X

i<j

Uij(xi � xj) (5.89)

donde Uij son funciones que dependen sólo de la diferencia xi � xj. Notemos que

hemos escrito la suma con la regla i < j para no repetir la aparición de Uij = Uji.
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Para concluir esta sección, notemos que el Lagrangiano puede ser expresado en la

forma más sucinta:

L = K � U, (5.90)

donde K es la enerǵıa cinética del sistema.

5.13 De regreso a una sola part́ıcula

En nuestro análisis de la Sección 5.11 vimos que un sistema consistente en una sola

part́ıcula, satisfaciendo simetŕıa de traslación espacial, temporal y de Galileo, nece-

sariamente tiene la forma L = m
2 ẋ

2. Es decir, en dichos sistemas no hay fuerzas

actuando sobre la part́ıcula. Por otro lado, recordemos que en nuestro ejemplo de

la Sección 5.6.1 vimos que es posible obtener la segunda ley de Newton para una

part́ıcula a partir del Lagrangiano

L =
m

2
ẋ
2
� U(x). (5.91)

¿De dónde proviene el potencial U? La respuesta reside en que U debe provenir de un

agente externo. Al ser externo, este agente no aparecerá en el Lagrangiano a través

de coordenadas generalizadas (como x). Para entender esto, consideremos un La-

grangiano describiendo dos part́ıculas, satisfaciendo todas las simetŕıas previamente

discutidas (traslación espacial, temporal y de Galileo):

L(x1, ẋ1, x2, ẋ2) =
m1

2
ẋ
2
1 +

m2

2
ẋ
2
2 � U(x1 � x2). (5.92)

La ecuación de movimiento para la part́ıcula 2 viene dada por

ẍ2 +
1

m2

@U

@x2
= 0. (5.93)

Notemos que en el ĺımitem2 ! 1, la part́ıcula 2 debe satisfacer ẍ2 = 0 independiente

de la fuerza F12 = �
@U
@x2

que ejerce 1 sobre ella. Luego, ẋ2 debe ser constante. Si nos

situamos en el sistema inercial donde ẋ2 = 0, entonces la part́ıcula 2 permanecerá

inmóvil, con una posición fija x2 = x0, mientras que la part́ıcula 1 (que ahora podemos

describir mediante la coordenada x1 = x) podrá moverse bajo la influencia de la

part́ıcula 2 a través del potencial U(x� x0). Es decir, el Lagrangiano describiendo la

dinámica de la part́ıcula 1 será (5.92) con el reemplazo x2 = x0 y ẋ2 = 0:

L(x, ẋ) =
m

2
ẋ
2
� U(x � x0). (5.94)
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Notemos que este Lagrangiano ya no satisface las simetŕıas discutidas anteriormente.

Esto es debido a que la part́ıcula 2 ha sido relegada a un agente externo, y por

lo tanto su dinámica no está descrita mediante coordenadas generalizadas (que son

las que satisfacen las simetŕıas en cuestión). Aún aśı, a partir de este Lagrangiano

se puede deducir las ecuaciones de movimiento para una part́ıcula, con una fuerza

externa conservativa actuando sobre ésta.

Por cierto, este análisis nos permite tener un mejor entendimiento sobre agentes

externos: Los agentes externos son agentes que han sido excluidos de la descripción

debido a que sus movimientos no se ven afectados por las part́ıculas del sistema que

estamos estudiando. Por ejemplo, en el caso de la part́ıcula 2 que acabamos de dis-

cutir, si su masa es muy grande, entonces la part́ıcula 1 no podrá afectar su inercia

y, por lo tanto, no necesitamos preocuparnos de resolver ecuaciones de movimiento

para entender su movimiento. Esto es cierto con respecto al rol de paredes, suelos,

techos, etc. en muchos de los problemas vistos a lo largo de este curso. Cuando anal-

izamos un problema en donde participa una pared, básicamente estamos asumiendo

que la masa de la pared es muy grande comparada con la masa de las part́ıculas que

interactúan con ella (por ejemplo, a través de un resorte) y por lo tanto no necesi-

tamos describir su dinámica. Por supuesto, esto no significa que la pared no pueda

ejercer una influencia sobre las part́ıculas que describimos a través de coordenadas

generalizadas.

5.14 Una part́ıcula en dos y tres dimensiones

Veamos ahora cómo obtener la acción de una sola part́ıcula en dos dimensiones me-

diante argumentos de simetŕıa. Para ello, utilicemos como escenario un espacio plano

parametrizado con coordenadas cartesianas (x, y), y designamos a la posición de la

part́ıcula mediante el vector posición ~r = xı̂ + y|̂. Requiriendo que la acción sea

invariante bajo traslaciones espaciales, temporales, y transformaciones de Galileo en

las direcciones ı̂ y |̂ por separado, vemos que L debe tener la forma:

L =
↵

2
ẋ
2 +

�

2
ẏ
2 + �ẋẏ + c1x+ c2y. (5.95)

Ahora que tenemos dos dimensiones nos enfrentamos con la posibilidad de exigir que

la acción sea invariante bajo rotaciones. Una rotación en un ángulo ✓ traslada a la

part́ıcula en ~r a una nueva posición ~r
0 dada por

~r
0 = R(✓)~r, (5.96)

181



donde R(✓) representa dicha rotación. Esta transformación, expresada en términos

matriciales, tiene la forma:

R(✓) =

✓
cos ✓ � sin ✓

sin ✓ cos ✓

◆
, (5.97)

y por lo tanto, las nuevas coordenadas x0 e y
0 son:

x
0 = x cos ✓ � y sin ✓, (5.98)

y
0 = y cos ✓ + x sin ✓. (5.99)

Consideremos ahora una rotación infinitesimal, con ✓ = ✏. A primer orden, el resul-

tado de dicha rotación es

x
0 = x � ✏ y, (5.100)

y
0 = y + ✏ x. (5.101)

Insertando estas relaciones en L
0 = L(~r 0), y expandiendo a primer orden en ✏, obten-

emos:

L
0 = L � ✏

✓
@L

@x
y �

@L

@y
x

◆
� ✏

✓
@L

@ẋ
ẏ �

@L

@ẏ
ẋ

◆
. (5.102)

Juntando este resultado con (5.95), vemos que

L
0 = L � ✏(↵ � �)ẋẏ + ✏�(ẋ2

� ẏ
2) � ✏(c1y � c2x). (5.103)

Ahora vemos que la única forma de que L0
�L sea una derivada total con respecto al

tiempo de una cantidad que sólo depende de las coordenadas (y del tiempo), es que

↵ = �, � = 0, y que c1 = c2 = 0. De este modo, concluimos que el Lagrangiano de

una part́ıcula libre en dos dimensiones viene dado por:

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ

2). (5.104)

No es dif́ıcil extender estas ideas para incluir varias part́ıculas (tal como ya lo hemos

hecho para el caso de varias part́ıculas en una dimensión). El resultado es

L =
1

2

X

i

mi ~̇ri
2
�

X

i<j

Uij(~ri � ~rj), (5.105)

donde i se refiere a la i-ésima part́ıcula. Más aún, los pasos anteriores (para escribir

la acción de una o varias part́ıculas en dos dimensiones) pueden ser extendidos a tres
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dimensiones. Aquello que fue cierto para el plano x-y, también tendrá que ser válido

para los planos y-z y x-z por separado, y por lo tanto llegaremos a la conclusión de que

el Lagrangiano más general, satisfaciendo simetŕıas de traslación espacial, temporal,

simetŕıa de Galileo, y simetŕıa bajo rotaciones corresponde a

L =
1

2

X

i

mi ~̇ri
2
�

X

i<j

Uij(~ri � ~rj), (5.106)

donde ~ri = xiı̂+ yi|̂+ zik̂ es la posición de la i-ésima part́ıcula.

5.15 Pequeñas oscilaciones con Lagrangianos

La mecánica Lagrangiana es particularmente útil para estudiar sistemas cerca del

equilibrio estable. Notemos que si una acción es cuadrática con respecto a las co-

ordenadas y velocidades generalizadas, las ecuaciones de movimiento necesariamente

serán lineales. Por ejemplo, consideremos el siguiente Lagrangiano

L =
m

2
ẋ
2
�

k

2
(x � D)2. (5.107)

Este Lagrangiano describe una part́ıcula en una dimensión sometida a la influencia

de un resorte. Las derivadas parciales con respecto a x y ẋ son

@L

@x
= �k(x � D),

@L

@ẋ
= mẋ. (5.108)

Estas derivadas son lineales con respecto a x y ẋ. Esto quiere decir que la ecuación

de movimiento (es decir, la ecuación de Euler-Lagrange) será lineal:

ẍ+
k

m
(x � D) = 0. (5.109)

De hecho, por la forma en que participan en la ecuación de Euler-Lagrange, vemos

que las derivadas (5.108) nos ofrecen una forma de identificar puntos de equilibrio.

Los puntos de equilibrio del sistema serán aquellos donde

@L

@x
= 0,

@L

@ẋ
= 0. (5.110)

De esta forma, la ecuación (5.108) nos revela que ẋ = 0 y x = D corresponde a un

punto de equilibrio. Luego, si definimos �x = x� xe, podemos volver al Lagrangiano

y reemplazar x y ẋ en términos de �x, obteniendo:

L =
m

2
�ẋ

2
�

k

2
�x

2
. (5.111)
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Ahora las coordenadas y velocidades generalizadas son �x y ˙�x respectivamente. Y

la ecuación de Euler-Lagrange obtenida a partir de este Lagrangiano es

�̈x+
k

m
�x = 0. (5.112)

Toda esta discusión revela una estrategia general para estudiar pequeñas oscilaciones

con Lagrangianos. Si contamos con un Lagrangiano con N coordenadas generalizadas

qi, podemos identificar los puntos de equilibrio del sistema mediante las ecuaciones

algebraicas

@L

@qi
= 0,

@L

@q̇i
= 0. (5.113)

Estas ecuaciones, por si solas, no revelarán necesariamente si el punto de equilibrio es

estable o no, pero usualmente tendremos un entendimiento del sistema no solo basado

en el Lagrangiano (es decir, usualmente conoceremos la composición del sistema, y

podremos anticipar si los puntos son de equilibrio estable o no). Luego, después de

encontrar los puntos de equilibrios qi,e y q̇i,e, podemos expandir el Lagrangiano alrede-

dor de estos puntos hasta segundo orden (de modo que las ecuaciones de movimiento

sean lineales). Veamos cómo funciona esto con un par de ejemplos.

5.15.1 Ejemplo 1

Recordemos una vez más el sistema examinado en la Sección 4.2.1.

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="XGN1jUi08GfUy6JulkYD5xIylBc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJIQb0V9OCxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut7Oyura+sVnYKm7v7O7tlw4OmyZONeMNFstYtwNquBSKN1Cg5O1EcxoFkreC0c3Ubz1xbUSsHnGccD+iAyVCwSha6WF0ftsrld2KOwNZJl5OypCj3it9dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySfFbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduqEnFqlT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMrPxMqSZErNl8UppJgTKZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2naINwVt8eZk0LypetXJ9Xy3XqnkcBTiGEzgDDy6hBndQhwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxsqNcQ==</latexit>

m

<latexit sha1_base64="Y/m7QO0Q9B60/d96H5fRVtLZZ5Q=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto5TxbDFYhGrbkA1Ci6xZbgR2E0U0igQ2Akmd3O/84RK81g+mGmCfkRHkoecUWOlZjQoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX1atXbZq1Sr+VxFOEMzuESPLiGOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MH1TeM7w==</latexit>

m

<latexit sha1_base64="Y/m7QO0Q9B60/d96H5fRVtLZZ5Q=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto5TxbDFYhGrbkA1Ci6xZbgR2E0U0igQ2Akmd3O/84RK81g+mGmCfkRHkoecUWOlZjQoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX1atXbZq1Sr+VxFOEMzuESPLiGOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MH1TeM7w==</latexit>

Ya vimos que el Lagrangiano de este sistema viene dado por:

L = mẋ
2 +

m

2

⇣
2Lẋ�̇ cos�+ L

2
�̇
2
⌘

� mgL(1 � cos�) �
k

2
(x � D)2 . (5.114)
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Recordemos que las derivadas parciales de L con respecto a x, ẋ, � y �̇ son:

@L

@x
= �k (x � D) , (5.115)

@L

@ẋ
= 2mẋ+mL�̇ cos�, (5.116)

@L

@�
= �mLẋ�̇ sin� � mgL sin�, (5.117)

@L

@�̇
= mLẋ cos�+mL

2
�̇. (5.118)

Vemos que una configuración de equilibrio es:

xe = D, (5.119)

ẋ = 0, (5.120)

�e = 0, (5.121)

�̇e = 0. (5.122)

Luego, expandiendo el Lagrangiano con respecto a estos puntos de equilibrio hasta

segundo orden, y definiendo �x = xe � D, obtenemos:

L = m�ẋ
2 +

m

2

⇣
2L �ẋ �̇+ L

2
�̇
2
⌘

�
1

2
mgL�

2
�

k

2
�x

2
. (5.123)

A partir de este resultado, las ecuaciones de Euler-Lagrange dan directamente:

2�̈x+ L�̈+
k

m
�x = 0, (5.124)

�̈x+ L�̈+ g� = 0. (5.125)

Combinando ambas ecuaciones, finalmente obtenemos

�̈+
2g

L
� �

k

mL
�x = 0, (5.126)

�̈x+
k

m
�x � g� = 0. (5.127)

Estas coinciden con las ecuaciones (4.29) y (4.30) ya deducidas.
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5.15.2 Ejemplo 2

Veamos ahora el clásico ejemplo del péndulo doble, con dos masas m1 y m2 y cuerdas

ideales inextensibles de largos `l1 y `l2, como muestra la siguiente figura:

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

m1

<latexit sha1_base64="qHXsMYu3Q9ZwL1htq7AucZzMXL8=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPci+3y9XvKo3B14lfk4qkKPRL3/1BjFNJVOWCmJM1/cSG2REW04Fm5Z6qWEJoWMyZF1HFZHMBNn81Ck+c8oAR7F2pSyeq78nMiKNmcjQdUpiR2bZm4n/ed3URldBxlWSWqboYlGUCmxjPPsbD7hm1IqJI4Rq7m7FdEQ0odalU3Ih+Msvr5LWRdWvVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bh0uowx00oAkUhvAMr/CGBHpB7+hj0VpA+cwx/AH6/AH+v42h</latexit>

m2

<latexit sha1_base64="n17RP14j92ZAbTumBOZ4WvC2qUo=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyWgnorevFY0dZCu5Rsmm1Dk+ySZIWy9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YSK4sZ73jQpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCobeJUU9aisYh1JySGCa5Yy3IrWCfRjMhQsMdwfDPzH5+YNjxWD3aSsECSoeIRp8Q66V72a/1yxat6c+BV4uekAjma/fJXbxDTVDJlqSDGdH0vsUFGtOVUsGmplxqWEDomQ9Z1VBHJTJDNT53iM6cMcBRrV8riufp7IiPSmIkMXackdmSWvZn4n9dNbXQZZFwlqWWKLhZFqcA2xrO/8YBrRq2YOEKo5u5WTEdEE2pdOiUXgr/88ipp16p+vXp1V680rvM4inACp3AOPlxAA26hCS2gMIRneIU3JNALekcfi9YCymeO4Q/Q5w8AUo2i</latexit>

�1

<latexit sha1_base64="miflLuJPemfWX1CuvbdHGfhWYoY=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj25nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSq4dC9L1+ueJW3TnIKvFyUoEcjX75qzeIWRqhNExQrbuemxg/o8pwJnBa6qUaE8rGdIhdSyWNUPvZ/NopObPKgISxsiUNmau/JzIaaT2JAtsZUTPSy95M/M/rpia88jMuk9SgZItFYSqIicnsdTLgCpkRE0soU9zeStiIKsqMDahkQ/CWX14lrYuqV6te39cq9Zs8jiKcwCmcgweXUIc7aEATGDzCM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5Azj8jus=</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="iqyGPbtvJL+NWG0K8UN5oXyLpTY=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkpqLeiF48V7Ae0oWy2k3btJht2N0IJ/Q9ePCji1f/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O2vrG5tb24Wd4u7e/sFh6ei4pWWqGDaZFFJ1AqpR8BibhhuBnUQhjQKB7WB8O/PbT6g0l/GDmSToR3QY85AzaqzU6qEQ/Wq/VHYr7hxklXg5KUOORr/01RtIlkYYGyao1l3PTYyfUWU4Ezgt9lKNCWVjOsSupTGNUPvZ/NopObfKgIRS2YoNmau/JzIaaT2JAtsZUTPSy95M/M/rpia88jMeJ6nBmC0WhakgRpLZ62TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZG1DRhuAtv7xKWtWKV6tc39fK9Zs8jgKcwhlcgAeXUIc7aEATGDzCM7zCmyOdF+fd+Vi0rjn5zAn8gfP5AzqAjuw=</latexit>

�1

<latexit sha1_base64="yTRIdLK+JMd0M9YftAHalu7Wny8=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisYD+gXUo2zbax2WRJskJZ+h+8eFDEq//Hm//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirVlDWpEkp3QmKY4JI1LbeCdRLNSBwK1g7HtzO//cS04Uo+2EnCgpgMJY84JdZJrV4y4n2/X654VW8OvEr8nFQgR6Nf/uoNFE1jJi0VxJiu7yU2yIi2nAo2LfVSwxJCx2TIuo5KEjMTZPNrp/jMKQMcKe1KWjxXf09kJDZmEoeuMyZ2ZJa9mfif101tdBVkXCapZZIuFkWpwFbh2et4wDWjVkwcIVRzdyumI6IJtS6gkgvBX355lbQuqn6ten1fq9Rv8jiKcAKncA4+XEId7qABTaDwCM/wCm9IoRf0jj4WrQWUzxzDH6DPHz8mju8=</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="CrWya9e+ajsdelyvrLxrXLh/MX0=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8ld1SUG9FLx4r2A9ol5JNs21sNlmSrFCW/gcvHhTx6v/x5r8xbfegrQ8GHu/NMDMvTAQ31vO+0dr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuGZVqyppUCaU7ITFMcMmallvBOolmJA4Fa4fj25nffmLacCUf7CRhQUyGkkecEuukVi8Z8X61Xyp7FW8OvEr8nJQhR6Nf+uoNFE1jJi0VxJiu7yU2yIi2nAo2LfZSwxJCx2TIuo5KEjMTZPNrp/jcKQMcKe1KWjxXf09kJDZmEoeuMyZ2ZJa9mfif101tdBVkXCapZZIuFkWpwFbh2et4wDWjVkwcIVRzdyumI6IJtS6gogvBX355lbSqFb9Wub6vles3eRwFOIUzuAAfLqEOd9CAJlB4hGd4hTek0At6Rx+L1jWUz5zAH6DPH0CqjvA=</latexit>

Para determinar el Lagrangiano, notemos que las posiciones de las masas son

~r1 = `1 sin�1ı̂ � `1 cos�1|̂, (5.128)

~r2 = (`1 sin�1 + `2 sin�2)̂ı � (`1 cos�1 + `2 cos�2)|̂. (5.129)

Luego, las enerǵıas cinéticas vienen dadas por

K1 =
1

2
m1`

2
1�̇

2
1, (5.130)

K2 =
1

2
m2

h
`
2
1�̇

2
1 + `

2
2�̇

2
2 + 2`1`2 cos(�1 � �2)�̇1�̇2

i
(5.131)

Por su parte, la enerǵıa potencial del sistema viene dado por

U = �m1g`1 cos�1 � m2g(`1 cos�1 + `2 cos�2)

= �(m1 +m2)g`1 cos�1 � m2g`2 cos�2. (5.132)

De este modo, el Lagrangiano total es:

L =
1

2
(m1 +m2)`

2
1�̇

2
1 +

1

2
m2`

2
2�̇

2
2 +m2`1`2 cos(�1 � �2)�̇1�̇2

+(m1 +m2)g`1 cos�1 +m2g`2 cos�2. (5.133)

En lugar de deducir las ecuaciones de movimiento válidas en general, busquemos las

ecuaciones para pequeñas oscilaciones. Es obvio que la configuración de equilibrio
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estable del sistema corresponde a �1e = �̇1e = �2e = �̇2e = 0. Luego, expandiendo el

Lagrangiano hasta segundo orden, encontramos

L =
1

2
(m1 +m2)`

2
1�̇

2
1 +

1

2
m2`

2
2�̇

2
2 +m2`1`2�̇1�̇2

�
1

2
(m1 +m2)g`1�

2
1 �

1

2
m2g`2�

2
2. (5.134)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange nos entregan las siguientes ecuaciones lineales:

(m1 +m2)`1�̈1 +m2`2�̈2 + (m1 +m2)g�1 = 0, (5.135)

m2`2�̈2 +m2`1�̈1 +m2g�2 = 0. (5.136)

Combinando ambas ecuaciones, podemos llegar al siguiente sistema de ecuaciones

acopladas

�̈1 +
g

`1

(m1 +m2)

m1
�1 �

g

L1

m2

m1
�2 = 0, (5.137)

�̈2 � �1
g

`2

m1 +m2

m2
+

g

`2

m1 +m2

m2
�2 = 0. (5.138)

Ahora este sistema puede ser resuelto usando las técnicas de sistemas de osciladores

acoplados estudiados en la Sección 4.

5.16 Fuerzas fundamentales y mecánica cuántica

Debiera llamarnos la atención de que el concepto de fuerza no está presente en el

presente formalismo. En las discusiones presentes (sobre principio de mı́nima acción y

Lagrangianos) hemos mencionado el concepto de fuerza, pero solo en referencia a ideas

familiares estudiadas con anterioridad. De hecho, en el presente formalismo hemos

entregado una definición de enerǵıa potencial que antecede a la definición de Fuerza.

Luego, debiera ser evidente de que la mecánica Lagrangiana sólo puede describir

situaciones donde las interacciones son debidas a fuerzas conservativas (gradientes de

potenciales). Entonces, ¿qué hay de las fuerzas no-conservativas?

Si consideramos al principio de mı́nima acción como un principio más fundamental

que las propias leyes de Newton, entonces debemos concluir las fuerzas fundamentales

son todas conservativas. En consecuencia, las fuerzas no-conservativas son formas de

representar de manera macroscópicos procesos que, a nivel microscópico, involucran

fuerzas conservativas. Por ejemplo, el roce cinético es el resultado del contacto entre
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superficies con rugosidades microscópicas, pero estas rugosidades en realidad inter-

actúan mediante fuerzas electroestáticas, que son conservativas. Igualmente, el roce

viscoso es el resultado de múltiples colisiones microscópicas cuando un objeto intenta

abrirse paso por un medio viscoso. En ambos casos, la cantidad de grados de liber-

tad que participan en interacciones de roce es alt́ısima, y muchos de estos grados de

libertad transportan parte de la enerǵıa del sistema hacia otros sistemas, haciendo

impracticable escribir la ecuación de movimiento para cada elemento. De este modo,

es preferible trabajar con fuerzas no-conservativas para describir, de manera efectiva,

interacciones que en realidad śı son conservativas.

Las afirmaciones anteriores pueden parecer limitantes. Sin embargo, si nos tomamos

en serio la conclusión de que las fuerzas de la naturaleza deben ser conservativas, la

mecánica Lagrangiana tiene la llave para entender la naturaleza de manera más fun-

damental. De hecho, nuestro entendimiento moderno de la f́ısica se basa fuertemente

en la mecánica Lagrangiana. Por ejemplo, al plantear el principio de mı́nima acción,

decidimos que el movimiento que escoge la naturaleza para que una part́ıcula llegue

desde un punto A hasta un punto B debe ser tal que la acción se minimiza (recordar

discusión de la Sección 5.5). Pero, ¿qué rol cumplen aquellas trayectorias que descar-

tamos, que no minimizan la acción? La mecánica cuántica nos dice que dichas trayec-

torias también ocurren. En realidad, todas ocurren, y la trayectoria que minimiza la

acción es un camino promedio de todos las trayectorias seguidas simultáneamente por

una part́ıcula para llegar desde A a B.
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