5 Principio de minima accion

En esta seccion derivaremos un formalismo alternativo para estudiar sistemas New-
tonianos. Como veremos, las leyes de Newton son consecuencias de unos principios
atin mas fundamentales que tienen, como sustento, el uso de simetrias. Algo sorpren-
dente en este formalismo es la ausencia del concepto de fuerza. Para disfrutar las
discusiones que siguen tendremos que hacer un esfuerzo en olvidar todo lo que hemos
aprendido sobre mecanica hasta ahora. Comenzaremos desde cero.

5.1 Trayectorias

Deseamos conocer la dinamica que gobierna el desplazamiento de una particula pun-
tual desde un punto A hasta un punto B. Para simplificar esta discusion, nos enfo-
caremos en situaciones donde el desplazamiento es a lo largo de una sola dimension
descrita por una coordenada ¢ (no necesariamente cartesiana). Denominemos las
posiciones inicial y final g4 y gp respectivamente (ver figura).

tA

L R ;A

A T q

La figura muestra una trayectoria en el plano ¢-t describiendo el movimiento de una
particula desde A hasta B. Asumiremos como datos los puntos iniciales y finales g4
Y qB, en tiempos t4 y tp respectivamente. El desafio es elucidar la curva ¢(t) a partir
de primeros principios. A la coordenada ¢ se le llama coordenada generalizada, y
puede consistir en cualquier parametro que indique de forma inequivoca la posicién
de la particula que nos interesa describir. Puede ser un angulo, o una coordenada
cartesiana, entre muchas otras opciones.
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Sin un conocimiento previo de las leyes fisica que gobiernan el movimiento de dicha
particula, no podemos anticipar cual de las infinitas trayectorias posibles seguira.
Nuestro desafio es identificar la trayectoria fisica escogida por la naturaleza. Para pro-
ceder en forma sistemdtica, etiquetemos cada trayectoria posible mediante el simbolo
i, con ¢ = 1,...,00. La siguiente figura muestra la situacién a la cual nos enfrenta-
mos.

tA

- Y4

q

Una trayectoria «y; dada consiste en un conjunto de puntos {¢;(t)} donde t es el tiempo.
Naturalmente, la funcién ¢;(t) debe ser continua y restringida a ser inyectiva. Es decir,
por cada valor de t en el intervalo [t,,ty] debe existir un solo valor de ¢ (la particula
no puede estar en dos posiciones distintas en un mismo tiempo). Por lo tanto, la
situacion ilustrada en la siguiente figura no estd permitida:

t;x

'QV
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Si la situacion de la figura se diera, veriamos que dos particula son creadas en tiempo
tc, una de ellas aniquildndose en tiempo tp con la particula original que proviene
desde A, y la otra continuando hasta el punto B.

Al contar con la funcién ¢;(t) podemos deducir otras propiedades cineméticas de la
trayectoria 7; en cada uno de sus puntos ¢, tales como la velocidad ¢;(t), aceleracién
Gi(t), etc... Nuestra experiencia con la mecdnica Newtoniana nos revela que una
trayectoria fisica es una consecuencia de relaciones entre estas cantidades cinematicas.
En efecto, la segunda ley de Newton precisamente consiste en una relacién entre la
aceleracion §(t) y otras cantidades como ¢(t) y ¢(t) a través de la fuerza total Fi.
Por ejemplo, en el caso en que ¢ fuese una coordenada cartesiana, tenemos:

mq = Ftot(Qa Q) (51)

Resolviendo dicha relacién (una ecuacién diferencial), somos capaces de deducir la
trayectoria fisica . De este modo, nuestro interés consiste deducir la Segunda Ley de
Newton a partir de principios més bésicos y fundamentales que aquellos considerados
por el propio Newton.

Un punto importante a notar, es que en ausencia de una ecuacién del tipo (5.1), no
existe una relacién entre la coordenada ¢(t) y la velocidad (generalizada) ¢(t). Por lo
tanto, en lugar de dibujar trayectorias en el plano ¢-t, podriamos igualmente dibujar
trayectorias en el plano plano ¢-¢, cada una distinguiendo una manera distinta de ir
desde A hasta B, tal como lo muestra la siguiente figura:

Q“

'QV

La figura anterior muestra 4 trayectorias representando distintas posibilidades para
llegar desde el punto A hasta el punto B, sin embargo, esta vez descritas en el plano
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qy q. Vemos que, al contrario de lo que ocurre en el plano ¢-t, las trayectorias
no unen los mismos puntos. Lo unico en comun entre todas las trayectorias son
las posiciones iniciales y finales ¢4 v ¢g. Esto es porque las velocidades iniciales y
finales no necesariamente son comunes para cada trayectoria uniendo A y B. En
definitiva, para reflejar nuestra ignorancia sobre la ley concreta relacionando q y ¢,
debemos tratar a estas dos cantidades como variables independientes. Cuidado, esto
no significa que ¢ no sea una derivada de ¢ con respecto al tiempo t.

5.2 Accién de una trayectoria

Para continuar, procedamos asignando a cada trayectoria 7; un numero real S;.
Diremos que 5; es la accién asociada a la trayectoria ;. En cierto sentido, la
accion S es una funcién que, actuando sobre la trayectoria «;, nos provee el nimero
S; = S[v:] € R. Para hacer esto explicito, mejor escribamos:

Si = Slai(t)]. (5.2)

Omitiendo el indice i, vemos que S asigna a cada funcién ¢(t) un valor en R. A este
tipo de funciones (e.g. S) se les llama funcionales, para distinguirlas de las funciones
mas cotidianas, como ¢(t), que dependen de variables simples, como el tiempo ¢. Un
ejemplo sencillo de un funcional es una integral. Por ejemplo, la integral I en todo R
de una funcién arbitraria f(x) es un funcional dado que el resultado es sencillamente

un numero:
—+o00

I[f] = (x)dz € R. (5.3)

—o
A cada funcién f(x) la integral asigna un nimero en R. También podemos con-
struir funcionales con la ayuda de una segunda funcién g(z) conocida. Por ejemplo,
consideremos el siguiente funcional I, definido como

+o0
L= [ g (5:4)
—0
A veces, la integral de dos funciones distintas pueden tener asignado el mismo ntimero.
Volviendo a nuestro caso, distintas trayectorias tipicamente tendrian distintos valores
para la accién. Sin embargo, dada la inmensidad del niimero de trayectorias posibles,
muchas de estas tendrian asignadas el mismo valor para su accion.

159



5.3 El Lagrangiano

., Qué forma tiene la accién de una trayectoria? Es decir, jcémo depende el funcional
S de la funcién ¢(t)? Nuestra intencién es que la accién caracterice a la trayecto-
ria completa, incorporando informacion sobre cada porcion de ésta. De este modo,
la accién debe distinguir la cantidad de camino avanzado en el espacio-tiempo ¢-t.
Mientras mas tiempo separa al punto inicial A del punto inicial B, mayor debe ser
la cantidad de informacion que incorpora la accién sobre la trayectoria. Una forma
sencilla de incorporar esto en nuestro formalismo es la siguiente: Supongamos que
contamos con una trayectoria dada v4p extendida desde A hasta B. Esta trayectoria
puede ser pensada como la suma de dos intervalos menores, uno desde A hasta un
punto intermedio C, y otro desde C' hasta el punto final B, tal como lo muestra la
siguiente figura.

tA """""""""""" .A

A T q

En la figura, la trayectoria y4p extendida desde A hasta B puede ser pensada como
la suma de dos intervalos menores, uno desde A hasta un punto intermedio C', y otro
desde C' hasta el punto final B. Es decir, el camino 45 consiste en la suma de dos
caminos yap = vac + Yop- Luego, exigiremos que la accién satisfaga la siguiente
propiedad aditiva

Slvasl = Slyac] + Shesl- (5.5)

Luego, a mayor camino recorrido, mayor informacién (accién) asociada a éste. Esta
propiedad también nos dice que si ambos puntos A y B coinciden, no hay trayectoria
de la cual hablar (y44 = 0), y por lo tanto la accién es nula (S[0] = 0). Observen
que esta afirmacion la podemos hacer solamente porque hemos descartamos de plano
situaciones en las cuales nuestra particula, que se desplaza hacia el futuro, pueda dar
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un giro y comenzar a viajar hacia el pasado, tal como la que muestra la siguiente
figura.

tA

PQV

q:A

La figura muestra una trayectoria no permitida desde el punto inicial A, hasta el
punto final A. Dado que este tipo de trayectorias esta descartada, la tinica trayectoria
uniendo A con A, es la trayectoria nula 744 = 0. Dado que estamos parametrizando
las curvas mediante el tiempo ¢, una forma simple de hacer la propiedad (5.5) mas
explicita es a través la introduccién de una funcién del tiempo L(t), que llamaremos
Lagrangiano, de modo que:

tp
Slyan] = / L(t)dt. (5.6)
ta
Esta definicién automaticamente satisface la propiedad anterior, dado que
tp tc tp
/ L(t)dt = / L(t)dt + / L(t)dt. (5.7)
ta ta tc

El Lagrangiano L(t) debe contener informacién sobre la trayectoria, por lo que en
principio puede depender del tiempo no solo de forma explicita, sino que también a
través de la coordenada generalizada q(t):

L(t) = L(g, ). (5.8)

Pero esta no es la posibilidad méas general. Dado que el Lagrangiano esta siendo
integrado con respecto al tiempo, también podemos permitir que dependa del tiempo
t a través de la velocidad ¢(t). Es decir:

L(t) = L(q, 4, 1), (5.9)
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de modo que la accién asociada a cierta curva g(t) es

Sla(t)] = /ttb L(q,4,t) dt. (5.10)

En cierto sentido, la integral actuando sobre L(q,q,t) le baja el orden a la derivada
temporal contenida por la velocidad ¢(t). Veremos que esto es cierto en la siguiente
seccion.

5.4 Variacion de la accién

Si el Lagrangiano L(q,{,t) es una funcién continua de ambas variables ¢, ¢ y t,
esperamos que la accién sea un funcional continuo de las trayectorias v. Es decir, si
dos trayectorias distintas son muy parecidas, esperamos que las acciones asociadas a
estas sean numeros similares. La siguiente figura intenta reflejar esta idea:

tu
B

71 Y3

V2

q

La figura anterior muestra tres trayectorias distintas 7;, 72 y 3. Las trayectorias
Y1y 72 son parecidas, por lo tanto esperamos que S; y S sean numeros cercanos.
Por otro lado, v3 es drasticamente distinta a las dos anteriores, por lo que esperamos
que S35 sea un numero lejano a S; y S;. Para darle sentido a esta idea, diremos que
dos trayectorias ¢'(t) y ¢q(t) son infinitesimalmente cercanas si la funcién diferencia
dq(t) = ¢'(t) — q(t) entre ambas consiste en valores infinitesimales en todo el intervalo
[ta,tp]. En otras palabras, ¢/(t) consiste en ¢(¢) més una pequena variacion 6q(t):

q'(t) = q(t) + dq(t). (5.11)
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Dado que los puntos iniciales y finales A y B estan fijos, la variacién dq(t) debe
cumplir las siguientes condiciones:

Sq(ta) = 0. (5.12)
Sq(ts) = 0. (5.13)
La siguiente figura muestra dos curvas q(t) y ¢'(t) = q(t) + dq(t) infinitesimalmente
cercanas:

tA

PQV

Dadas dos curvas ¢(t) y ¢'(t) = q(t) + 0q(t) infinitesimalmente cercanas, también
podemos definir la diferencia de las velocidades de ambas curvas 6¢(t) = ¢'(t) — ¢(t).
Aligual que antes, la velocidad ¢’ puede ser pensada como infinitesimalmente cercana
a la velocidad ¢(t):

q'(t) = q(t) +6q(t). (5.14)
Derivando (5.11) con respecto al tiempo t y comparando el resultado con (5.14),
descubrimos que:

5i(t) = %5(1@). (5.15)

Usaremos este resultado dentro de un momento. Es importante notar que si bien
dq(ta) = dq(tg) = 0, la variacién de las velocidades en los puntos A y B no son
necesariamente nulas. En otras palabras, en general se cumplira

5i(t) # 0, (5.16)
3ilts) 2 0. (5.17)

Esto es simplemente porque las trayectorias ¢(t) y ¢/(t) no necesariamente comparten
las mismas velocidades iniciales y finales. La siguiente figura ilustra esta situaciéon en
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los extremos A y B. Recordemos que si bien estos puntos esta fijos, y coinciden para
todas las trayectorias, las velocidades evaluadas en esos puntos no necesariamente
coinciden.

tu

q

En el limite dq(t) — 0 para todo ¢, ambas trayectorias ¢'(t) y q(t) coinciden. Por
lo tanto, si 0¢(t) es infinitesimal, es de esperar que S’ = S[¢'(t)] vy S = S[q(t)] sean
numeros parecidos, con una discrepancia infinitesimal. Verifiquemos esto explicitamente.
Noten que S" = S[¢/'(t)] = S[q(t) + dq(t)] se puede desarrollar de la forma siguiente:

ty
S = / L(q,q t)dt
ta

ty
= / L(qg+dq,q + 6q,t)dt
ta

o oL OL
_— L ] 2 '1
/ta { + q(5q+ qdq} dt + O(6q°), (5.18)

donde, para pasar de la segunda a la tercera linea, se expandié L(q + dq, ¢ + 044, t)
en serie de Taylor. La cantidad O(d¢?) representa términos de orden superior, que se
asumen pequenos. A partir de este resultado, vemos que la diferencia 65 = 5" — S

satisface: W (oL oL
§S=95 -8 = — —0q ¢ dt. 1
R

Més aun, con la ayuda de (5.15) podemos reemplazar d¢(t) por £d¢(t) en el segundo
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término de la ecuacién anterior, e integrar por partes:
b0 L OLd
08 = —0q ¢ dt
o /t {a 84 di q}
b(OL oL “d (0L
= — 0q ¢ dt — q —0q ¢ dt. 5.20
[ G i) onpees [ dGionf e o

Observen que el integrando del dltimo término es una derivada total con respecto al
tiempo, y por lo tanto la integral puede ser evaluada:

d [OL oL
/ta { Jq } dq

Sin embargo d¢q(t,) = dq(ty) = 0 y por lo tanto esta integral es identicamente nula.

oq(ts) —

t=ty

5q(ta). (5.21)

t=tq

oL
dq

De este modo, concluimos que la diferencia §S = S’ — S entre ambas acciones viene

b (oL d 8L

Es importante notar que esta diferencia es solamente proporcional a la variacién dq y

dada por:

no a 6g. Esta es la razén por la cual en la ecuacion (5.9) permitimos que L dependiera
tanto de ¢ como de ¢. Aun cuando el Lagrangiano depende de estas dos cantidades,
el resultado de la ecuacién (5.22) demuestra que S es sélo funcional de ¢(t).

Para apreciar esta ultima afirmacién con mas nitidez, supongamos que el La-
grangiano L haya sido también funcién de la aceleracion, es decir L = L(q, g, §).
Luego, repitiendo los pasos anteriores, obtenemos que la variacién infinitesimal

08 = S5" — S viene dada por:
5 (0L d (0L d> (OL OL OL
5= | {a —a (5) i (G) oo (55 ) oo = (5)

Es decir, la variacién §S depende de la variacién dq evaluada en los puntos A y B

dq(ta).

ta

que en general no es nula. Esto quiere decir que si el Lagrangiano es de la forma
L = L(q,q,q), entonces S es un funcional de ¢ y ¢ (aunque esta ultima cantidad
evaluada en los puntos A y B), lo que marcha en contra de la idea original de que

la accién es un funcional solamente de la trayectoria q(t).
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5.5 Principio de minima accién

Atn no hemos contestado a la pregunta de cudl es la trayectoria fisica escogida por
la naturaleza para que la particula se desplace desde A hasta B. El principio de la
minima accion establece que dicha trayectoria corresponde a aquella que minimiza el
valor de la accién. Recordemos que en calculo diferencial, cuando deseamos encontrar
el minimo de una funcién f(x), primero buscamos aquellos puntos donde la derivada
f'(x) se anula. En otras palabras, cuando

af

df = —dxr =0 5.23

para dr # 0. En completa analogia con el célculo diferencial, el valor minimo de la
accién S ocurrird para aquellas trayectorias ¢(t) donde la variacién 0.5 se anula

s (L d (OL

para una variacién arbitraria dq(t) # 0. Dado que esto debe ocurrir para cualquier
deformacion dq(t) # 0 infinitesimal, concluimos que para dicha curva necesariamente

oL d (0L
——(=1]1=0. 2
Oq dt ( 0q ) 0 (5:25)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacion de Euler-Lagrange, y nos entrega la ecuacion

se cumple

de movimiento que rige el movimiento de la particula desde el punto inicial A hasta
el punto final B. No es dificil generalizar el resultado previos al caso de N particulas
descritas por las posiciones ¢1(t), g2(t), -+ ,qn(t). Si repetimos la discusién anterior
con un Lagrangiano L = L(q1, 1, 2,42, - ,qn,dn), es directo deducir que habrén N
ecuaciones de Euler-Lagrange de la forma:

oL d (0L
— — =  =1,....N. 2
- dt(@q’i) 0, i=1,... (5.26)

Ademas, notemos que en ningin momento asumimos que la coordenada g debe ser
cartesiana. De hecho, pudimos haber repetido todos los pasos anteriores refiriéndonos
a cualquier tipo de coordenadas (cartesianas, angulares, radiales, etc.). Por lo tanto,
las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.26) son completamente generales, y vélidas para
cualquier tipo de coordenadas que elijamos usar para describir un sistema fisico de-
terminado.
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5.6 Forma del Lagrangiano

Por supuesto, de nada nos sirven estos resultados sin contar con una forma concreta
del Lagrangiano L. Durante las siguientes secciones nos dedicaremos a demostrar, a
partir de principios de simetrias, que el Lagrangiano L de un sistema dado viene dado
por:

L=K-U, (5.27)

donde K es la energia cinética del sistema y U es la energia potencial del sistema.
Antes de hacer esto, comprobemos a través de algunos ejemplos de como la segunda
ley de Newton emerge a partir de (5.27).

5.6.1 Ejemplo 1

Consideremos (5.27) para el caso basico de una particula de masa m confinada a
moverse a lo largo de una dimensién parametrizada por la coordenada cartesiana x.

Esto es 1
L(z, 1) = §m§c2 —Ul(x). (5.28)

Veamos la forma que adquiere la ecuacién de Euler-Lagrange. Las respectivas derivadas
parciales de L con respecto a x y & son

oL oU oL

o 37 = M- (5.29)

Luego, la ecuacién de Euler-Lagrange (5.25) implica

mi + - =0, (5.30)

Esta es la segunda Ley de Newton, donde identificamos F' = —0U /0.

5.6.2 Ejemplo 2

Repitamos el ejemplo anterior, pero consideremos esta vez el caso de una particula
de masa m en movimiento por todo el espacio (de 3 dimensiones), bajo la influencia
de un potencial U(7). En este caso el Lagrangiano es:

1,

L= SMu” — U(r). (5.31)
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Escrito en términos de coordenadas cartesianas, tenemos

1
L:§m4#+y?+%)—Uqu) (5.32)

Luego, calculando las derivadas parciales de L con respecto a x, &, y, v, 2 y 2, las
ecuaciones de Euler-Lagrange nos entregan

ou ou oU
mi + — =0, my + — =0, mz+ — = 0. 5.33
ox Y oy 0z ( )
Por supuesto, estos tres resultados pueden ser combinados en una sola ecuacion vec-
torial de la forma m%? = —VU, que es la segunda ley de Newton con una fuerza
conservativa ' = —VU.

5.6.3 Ejemplo 3

Recordemos al siguiente ejemplo visto en la seccion 2.11, donde dos masas my y mo
permanecen unidas por una cuerda ideal inextensible (ver siguiente figura):

7l

A

>

lm2

U

Las posiciones de ambas masas son 7 = pp, y 7 = zk. Recordemos que p — 2z = L,

~

por lo que la posicién de ms la podemos expresar en términos de p como 7 = (p—L)k.
Luego, las velocidades son

~

U= pp+wopd, T = pk. (5.34)

De estos resultados, podemos inferir que la energia cinética del sistema viene dado

por:
my . msy .
K=34f+%fhuiﬂ (5.35)
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Por su parte, la energia potencial del sistema viene dada solo por la fuerza de gravedad,

la que podemos escribir como
U =maegz =mag(p— L).

Todo esto implica que el Lagrangiano del sistema viene dado por
1 9, 1 2 2
L= §(m1 + ma)p° + S — mag(p — L).

Las derivadas parciales de este Lagrangiano con respecto a p y p son

oL 9 )
a_p = miwyp — Mag, 8_/) = (my + ma)p.

Luego, usando (5.25) vemos que

2
. mywé Mag
- + =0,
p (mq + mg)p (mq 4+ ma)

la que es idéntica a la ecuacién de movimiento (2.158).

5.6.4 Ejemplo 4

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

Recordemos ahora el ejemplo analizado en la seccion 4.2.1, donde consideramos dos

particulas de igual masa m en contacto con una pared mediante tal como lo indica la

siguiente figura:
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Las posiciones de ambas particulas son 77 = x1, y 75 = xi+ Lp. Luego, las velocidades
son
A partir de este resultado, vemos que la energia cinética del sistema K es

K = %xﬂ + % (x'Q + 2Lidcos p + LQq's?) . (5.41)

Por otro lado, la energia potencial U del sistema tiene contribuciones provenientes

de la energfa potencial gravitacional U, = mgL(1 — cos ¢) y la energia potencial del
k 2

resorte Uy, = 3 (v — D)™

U =mgL(1 —cos¢) + g (z — D)*. (5.42)

Con todo lo anterior, el Lagrangiano del sistema consiste en:

L =mi*+ % <2L$'¢i cos ¢ + L2q52) —mgL(1 — cos ¢) — g (x — D)2 . (5.43)

Las derivadas parciales de L son:

oL oL .

9 = —k(x— D), %= 2ma + mLg cos ¢, (5.44)

oL : oL :

— = —mLZ¢sin ¢ — mgL sin ¢, — = mLi cos ¢ + mL>¢. (5.45)

9¢ d¢

Con estos resultados, las ecuaciones de Euler-Lagrange (5.26) adquieren la forma
2mi + mL¢ cos p — mL@?sing + k (x — D) = 0, (5.46)
mLi cos ¢ + mL*¢ + mgLsin ¢ = 0. (5.47)

No es dificil comprobar que estas dos ecuaciones de movimiento son equivalentes a
las ecuaciones (4.25) y (4.26) encontradas en la Seccién 4.2.1.

5.7 Acciones y Lagrangianos equivalentes

Supongamos dos acciones S[q(t)] vy S'[q(t)] = S[q(t)] + S., donde S. es una con-
stante. Dado que S, es una constante (y por lo tanto no cambia al ser evaluada para
distintas trayectorias ¢(t)) ambas acciones S[q(t)] y S’[¢(t)] darfan como resultado
las mismas ecuaciones de Euler-Lagrange, y por lo tanto la misma trayectoria fisica.
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Esto quiere decir que S[g(t)] y S’[¢(t)] son equivalentes y, por lo tanto, en la prictica
no podemos distinguir entre ambas. Esta situacién se puede articular en términos
del Lagrangiano de la siguiente forma. Supongamos dos Lagrangianos L(q,q,t) y
L'(q,q,t) = L(q,q4,t) + F(q,q,t). Luego, si F' se puede escribir como la derivada total
con respecto al tiempo ¢ de una funcién arbitraria G, que solo depende de ¢(t), y de
t

= S Glqt), 1), (5.48)

entonces se cumple que:

:/t L'(q,q,t (5.49)
_ / (¢:d.1) + Flq.4,1))dt (5.50)

:/tqu,q, dt+/tb%G(() £\t (5.51)
= Slq(t)] + G(qv, tp) — G(qa, ta)- (5.52)

Puesto que a y b son fijos, la cantidad G(¢q(b))—G(q(a)) es simplemente una constante,
y por lo tanto vemos que L(q,q,t) y L'(q,q,t) proveen dos acciones equivalentes. De
hecho, es posible verificar que las ecuaciones de Euler-Lagrange deducidas a partir de
L(q,q,t) y L'(q,q,t) son idénticas, y por lo tanto ambos Lagrangianos implican las
mismas ecuaciones de movimiento (para comprobar esto es importante notar que G
sélo es funcién de ¢ y t, pero no de g).

5.8 Simetrias de la naturaleza

La naturaleza respeta simetrias que consideraremos fundamentales, pues nos recuer-
dan que no hay nada especial sobre nuestra ubicacién (o velocidad). Veamos a con-
tinuacion estas simetrias:

5.8.1 Traslacion espacial

Nuestra experiencia nos indica que la ubicacién espacial donde se desarrolla cierto
experimento es irrelevante para que éste analice cierto fendmeno (de otro modo no
podriamos comparar resultados, y por lo tanto jno podriamos hacer ciencia!). Por
ejemplo, supongamos que disennamos un experimento que consiste en medir el periodo
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T con el cual oscilan dos particulas de masas m; y mo unidas por un resorte de largo
natural L y constante elastica k. Para evitar sutilezas innecesarias, supongamos que
el universo entero sélo consiste en usted (el observador o la observadora) y estas
particulas unidas por el resorte. Si desplazamos la posicion de ambas particulas un
metro desde su posicion original hacia cualquier direccion, esperamos que el nuevo
sistema se comporte de la misma forma que el sistema original, y mediremos el mismo
periodo T'.

A esta propiedad la llamamos simetria bajo traslacion espacial, y puede ser estable-
cida en términos matematicos con la ayuda de coordenadas cartesianas indicando la
posicién de cada particula involucrada. Una traslacion de un sistema con N particulas
consiste en reubicar cada una de estas particulas desplazandolas simultaneamente la
misma distancia en la misma direccién. Si las posiciones de las particulas vienen
dadas por coordenadas cartesianas ¢; = x; entonces una traslacion hacia la derecha
en una distancia Az consiste en la operacion:

zi(t) = zi(t) = z;(t) + Ax, (5.53)

Dado que la distancia Ax es una constante, es directo constatar que las velocidades
no son afectadas por esta operacién. Es decir:

(1) — dL(t) = @i(t). (5.54)

Se dice que la velocidad es invariante bajo una traslacion espacial. La siguiente figura
ilustra el efecto de una traslacion espacial sobre una trayectoria arbitraria x(t).

tu

&\V

Antes de utilizar (5.53) y (5.54) debemos esforzarnos en entender bien sus significados.
La ecuacién (5.53) establece una relaciéon entre dos cantidades: x;(t) es la coordenada
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de la i-ésima particula en el sistema original. z/(¢) es la coordenada generalizada de
la i-ésima particula en un nuevo sistema, construido a partir del primero. La posicion
x}(t) se encuentra a una distancia Az de la posicién original x;(t). Tal como lo sugiere
la figura anterior, es imperativo que también hagamos lo mismo con las condiciones
iniciales.

Ahora bien, las leyes fisicas del nuevo sistema estaran determinadas por un La-
grangiano L', que necesariamente es el mismo Lagrangiano que gobierna las leyes
fisicas del primer sistema (solo puede haber un Lagrangiano para todo el universo),
pero evaluado con las posiciones de las particulas desplazadas. Esto es

L'= L2, i t) = L(x + Ax, &,t) (5.55)

Considerando un desplazamiento Ax infinitesimal Ax = €, podemos comparar este
Lagrangiano con aquel evaluado sobre la coordenada y velocidad de la particula no
desplazada. Es decir:

L
L'=L(, @ t) = L(z + e,4,t) = L+ g—xe. (5.56)

En otras palabras, dos trayectorias idénticas, pero separadas por una distancia in-
finitesimal €, necesariamente tienen Lagrangianos que difieren en una cantidad g—ie.
Explotaremos este resultado dentro de un momento.
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5.9 Traslaciéon temporal

En forma similar al caso de traslaciones espaciales, también esperamos que un ex-
perimento no dependa de cuando se realiza. En el caso de las dos masas unidas por
un resorte, mediremos el mismo periodo 7" independientemente del tiempo en que el
experimento comience a funcionar. Veamos esto matematicamente: Consideremos un
sistema cuyas particulas tienen posiciones z;(t) en cierto tiempo ¢. Una traslacion
temporal de este sistema en un lapso de tiempo At constante equivale a desplazar la
trayectoria x(t) hacia adelante en el tiempo tal como lo ilustra la figura siguiente.

t;x

8“

La nueva trayectoria z’(t) debe tener valores en el eje x que coincidan con los valores
de la trayectoria original z(t) pero evaluada en un tiempo anterior ¢ — At. En otras
palabras:

z(t) — 2'(t) = x(t — At). (5.57)

Repitiendo el mismo razonamiento para la velocidad, encontramos que:
(t) = 2'(t) = 2(t — At). (5.58)

En el caso en que At corresponde a un lapso de tiempo infinitesimal At = e, ten-
dremos:

2'(t) = it — ) = 2(t) — i(t)e. (5.59)
i'(t) = 2(t —€) = &(t) — E(t)e. (5.60)

Con estos resultados, y volviendo al caso de una sola particula, podemos comparar los
Lagrangianos evaluados sobre las coordenadas y velocidades de la particula desplazada

174



y no desplazada, tal como lo hicimos con el caso de una traslacién espacial. Esto es:

L= L(x' & t) = L(zx + ie, & + de,t) = L — {—j: + i (5.61)

Utilizaremos este resultado dentro de un momento.

5.10 Transformaciones de Galileo

Por ltimo, no olvidemos la existencia de las transformaciones de Galileo, que relacio-
nan las observaciones hechas por dos observadores inerciales, uno de ellos moviéndose
a una velocidad vy constante con respecto a otro. Siguiendo la misma notacion ante-
rior, estas vienen dadas por:

z(t) — 2'(t) = z(t) — vot, (5.62)
i(t) — &'(t) = &(t) — vo. (5.63)

Si vg es positiva, interpretamos la trayectoria z’(t) es obtenida a partir de x(t) ddndole
a la particula original un impulso hacia la izquierda. Procediendo de la misma forma
que antes, si consideramos una velocidad vy infinitesimal vy = € encontramos que:

L’:L(:z:’,jc’,t):L(x+et,:i:+e,t):L—{—t—— (5.64)

A continuacién explotaremos los resultados (5.56), (5.61) y (5.64) para deducir la
forma mas general posible de un Lagrangiano describiendo un sistema consistente en
una sola particula.

5.11 Consecuencias de las simetrias sobre la accién

Las leyes de la fisica deben ser las mismas independientemente de la ubicacion espacial
o temporal elegidas para constatarlas. De igual forma, deben ser las mimas para
distintos observadores inerciales. Como veremos, el formalismo Lagrangiano permite
incorporar estos requerimientos en forma muy elegante, restringiendo draméticamente
la forma del Lagrangiano. Para esto, basta exigir que, en cualquiera de los tres casos
anteriores, la accién S’ correspondiente al sistema transformado sea equivalente a
la accién S correspondiente al sistema original. En término del Lagrangiano, esto
quiere decir que el Lagrangiano transformado L’ debe ser equivalente al Lagrangiano
no transformado L. En otras palabras, la diferencia L' — L debe ser igual a una
derivada total con respecto al tiempo. Veamos la consecuencia de este requisito para
cada uno de los casos anteriores.
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5.11.1 Simetria de traslacion espacial

En el caso de traslaciones espaciales, el requisito de que L' — L sea una derivada total
con respecto a t de una funcién que solo depende de x(t) y de ¢, implica que existe
una funcién G(z,t) tal que:

oL d

_— = — t). .
o dtG(:L", ) (5.65)
Esta expresion puede ser reescrita como:
oL 0 . 0G

Recordemos que podemos tratar z, & y t como variables independientes cuando
hablamos del Lagrangiano. Para desarrollar (5.65), separemos G en dos partes:

G(z,t) = G(x,t) + g(t). (5.67)
La funcién G(z,t) es tal que 9,G # 0. Luego tenemos:

or_o
or Oz

= . 0G  Og
G(z,t) & + e + 5 (5.68)

Si integramos esta expresion con respecto a x, obtenemos:

_ o [T _
L =3G(z,t)+ e /dx Gz, t) 4+ g(t)x + f(,1), (5.69)
donde f(#,t) es una funcién arbitraria de & y ¢ aun por determinar. Notemos que
hemos permitido que la derivada parcial 9, salga de la integral [ dz. Esto es porque
x y t son variables independientes. Ahora, los dos primeros términos pueden ser
agrupados de modo que:

L= %/2&: G(z,t) + g(t) x + f(i,t). (5.70)

Dado que el primer término es una derivada total con respecto al tiempo de una
funcién que solo depende de x y t, podemos omitirlo. De esta forma, el requisito
de que la accién sea invariante bajo traslaciones espaciales ha reducido la forma del
Lagrangiano a

L= f(z,t)+ h(t) z, (5.71)

donde h(t) = g(t).
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5.11.2 Simetria de traslacion temporal

El caso de traslaciones temporales es un poco mas sutil. Siguiendo la misma filosofia
empleada para el caso de traslaciones espaciales, vemos que debemos exigir que g—’;:t—i-
oL

25T sea una derivada total con respecto al tiempo de una funcién que no dependa de

la velocidad. Notemos primero que:

g—ir + g—ix = C;—f — %—? (5.72)

Vemos que si 9;L = 0 y, ademads, que si L es independiente de &, entonces es posible
satisfacer el requisito deseado. Pero estas condiciones son muy restrictivas.

De hecho, estamos cometiendo un error. Lo que estamos omitiendo en esta discusién

es que la traslacion t — t — e también afecta a los limites de integracion de la accion,

lo que no esta capturado por el Lagrangiano. Es decir:

ty+e
9:/ Ldt. (5.73)
t

ate€

Si desarrollamos esta expresién, vemos que

ty ty+e to+e€
S = / Ldt + / Ldt — / Ldt (5.74)
ta ty ta

tp
_ / Ldt + el (ty) — eL/(t), (5.75)
ta

donde en la segunda igualdad usamos el hecho de que € es una cantidad infinitesimal.
Ahora, insertando en (5.75) la expresién obtenida para L', encontramos que:

ty
s [r- e G asam - o) 6
. dt ot
t b QL
pr— L —
/ta dt + ¢ /ta T dt
b oL
St / = (5.77)

Luego, las acciones son equivalentes solo si 0,L = 0. En otras palabras, si L depende
de t solo a través de x y z, la accién es automéaticamente invariante bajo traslaciones
temporales. Tomando en cuenta este requisito, la accién esta restringida a tener la
forma

L= f(i)+cx, (5.78)

donde ¢ es una constante.
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5.11.3 Simetria de Galileo

Por 1ltimo, impongamos simetria de Galileo. Esto significa exigir que se cumpla la
siguiente condicion:

oL oL d

—t4+ — = —G(xa,t 5.79

o' o~ art @ (5.79)
donde G(x,t) solo es funcién del espacio y el tiempo. Pero dado que L tiene la forma
dictada por (5.78), vemos que:

ct + f'(i) = 8,G & + 9,G. (5.80)

La tinica forma de satisfacer ambos lados de la ecuacién es que 0,G sea una constante,
y que 0;G = ct. Esto es posible:
2

t
G(z,t) = mx + oL (5.81)
donde m es una constante. Por otro lado, esto implica que
f(@) = %552. (5.82)

El resultado de esto es que ahora el Lagrangiano estd restringido a tener la forma:
Lz, i) = %9&2 +ex. (5.83)

La cantidad m no viene determinada por ningin principio, y por lo tanto corresponde
a una caracteristica esencial de la particula descrita. Para determinar su valor debe-
mos recurrir a experimentos. Al ingresar esta forma del Lagrangiano a las ecuaciones
de Euler-Lagrange, se encuentra que:

mi = c. (5.84)

En efecto, podemos ver que esta ecuacion es invariante bajo todas las transformaciones
que hemos estado estudiando. Si hubiésemos impuesto una simetria adicional de
reflexion x — 2’ = —x, entonces habriamos encontrado que ¢ = 0. Esta simetria
nos dice que no hay una orientacion privilegiada en nuestro universo de juguete 1-
dimensional. En dicho caso, al variar la accién, habriamos derivado la primera Ley
de Newton:

mi = 0. (5.85)

Este resultado tiene sentido: Si existiese una fuerza externa actuando sobre nuestra
particula, necesariamente no se cumplirian las simetrias de las cuales hemos hablado.
Pero entonces, ;de dénde surgen las fuerzas? Para responder a esta pregunta debemos
analizar el caso de varias particulas.
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5.12 Accion para varias particulas

Supongamos que tenemos dos particulas descritas por las coordenadas x1 y xo. Si
las particulas no interactian (la una no siente la presencia de la otra), entonces es
razonable que el Lagrangiano sea la suma de los Lagrangianos individuales de cada
particula:

mq mo
5 — i 5 —=i3. (5.86)

Para incorporar interacciones, basta agregar términos al Lagrangiano que dependa

L(xla i.la T2, $2>

de las posiciones de las particulas. De hecho, repitiendo todos los pasos anteriores, es
posible deducir que el Lagrangiano mas general (con interacciones sélo dependientes
en las posiciones) respetando todas las simetrias discutidas anteriormente es de la
forma:

%jﬁ + ”;2 22— Ulzr — x2), (5.87)

donde U(z1 —z5) es una funcién arbitraria de la diferencia z; — 5. Esto tiene sentido,

L<x17j:17x27:t2) —

ya que el valor de U(x; —x2) no cambia bajo traslaciones espaciales y transformaciones
de Galileo (También se puede verificar que no afecta la condicién impuesta por la
simetria de traslacién temporal).

La funcién U se llama funcién potencial y determina la interaccién (fuerza) entre
ambas particulas. Ahora es facil anticipar que el Lagrangiano mas general para un
sistema consistente en N particulas tiene la forma:

L= 2%172— $1—IB2,932—3537$3—5U17"')> (5-88)

donde U es una funcién potencial (arbitraria) que sélo depende de las diferencias de
las posiciones de las particulas (y que determina la interaccion entre ellas). Dado que
sélo podemos ingresar diferencias de posiciones z; — z;, las ecuaciones de movimiento
garantizan la Tercera Ley de Newton, es decir, que la reaccion es igual a la accion pero
apuntando en el sentido opuesto. El formalismo Lagrangiano que hemos deducido no
permite deducir cual es la forma particular de esta funcién (salvo que debe depender
de diferencias de posiciones), y para ello debemos recurrir a experimentos. En el caso
en que las interacciones se den sélo entre pares de particulas, el potencial sera de la
forma:

U(xy — x9,x9 — T3, T3 — Ty, ) :ZUij(xi—xj) (5.89)

<]

donde U;; son funciones que dependen sélo de la diferencia x; — z;. Notemos que
hemos escrito la suma con la regla ¢ < j para no repetir la aparicién de U;; = Uj;.
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Para concluir esta secciéon, notemos que el Lagrangiano puede ser expresado en la
forma més sucinta:

L=K-U, (5.90)

donde K es la energia cinética del sistema.

5.13 De regreso a una sola particula

En nuestro andlisis de la Seccién 5.11 vimos que un sistema consistente en una sola
particula, satisfaciendo simetria de traslacién espacial, temporal y de Galileo, nece-
%x'Q. Es decir, en dichos sistemas no hay fuerzas

actuando sobre la particula. Por otro lado, recordemos que en nuestro ejemplo de

sariamente tiene la forma L =

la Seccién 5.6.1 vimos que es posible obtener la segunda ley de Newton para una
particula a partir del Lagrangiano

m,z

L= 5 &= U(z). (5.91)

. De dénde proviene el potencial U? La respuesta reside en que U debe provenir de un
agente externo. Al ser externo, este agente no aparecera en el Lagrangiano a través
de coordenadas generalizadas (como x). Para entender esto, consideremos un La-
grangiano describiendo dos particulas, satisfaciendo todas las simetrias previamente
discutidas (traslacién espacial, temporal y de Galileo):

L(.Tl, 33’1,272,1’2) = 7133% + 721’3 — U(.Il — .TQ). (592)

La ecuacion de movimiento para la particula 2 viene dada por
Tg+ ——=0. (5.93)

Notemos que en el limite my — 00, la particula 2 debe satisfacer #5 = 0 independiente
de la fuerza Fjy = —g—g que ejerce 1 sobre ella. Luego, &5 debe ser constante. Si nos
situamos en el sistema inercial donde 5 = 0, entonces la particula 2 permanecera
inmévil, con una posicién fija xo = o, mientras que la particula 1 (que ahora podemos
describir mediante la coordenada x; = x) podrd moverse bajo la influencia de la
particula 2 a través del potencial U(z — x¢). Es decir, el Lagrangiano describiendo la
dindmica de la particula 1 serd (5.92) con el reemplazo xo = o y @3 = 0:

Lz, &) = %;ﬁ — Uz — o). (5.94)
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Notemos que este Lagrangiano ya no satisface las simetrias discutidas anteriormente.
Esto es debido a que la particula 2 ha sido relegada a un agente externo, y por
lo tanto su dindmica no estd descrita mediante coordenadas generalizadas (que son
las que satisfacen las simetrias en cuestién). Avun asi, a partir de este Lagrangiano
se puede deducir las ecuaciones de movimiento para una particula, con una fuerza
externa conservativa actuando sobre ésta.

Por cierto, este analisis nos permite tener un mejor entendimiento sobre agentes
externos: Los agentes externos son agentes que han sido excluidos de la descripcion
debido a que sus movimientos no se ven afectados por las particulas del sistema que
estamos estudiando. Por ejemplo, en el caso de la particula 2 que acabamos de dis-
cutir, si su masa es muy grande, entonces la particula 1 no podra afectar su inercia
y, por lo tanto, no necesitamos preocuparnos de resolver ecuaciones de movimiento
para entender su movimiento. Esto es cierto con respecto al rol de paredes, suelos,
techos, etc. en muchos de los problemas vistos a lo largo de este curso. Cuando anal-
izamos un problema en donde participa una pared, basicamente estamos asumiendo
que la masa de la pared es muy grande comparada con la masa de las particulas que
interactiian con ella (por ejemplo, a través de un resorte) y por lo tanto no necesi-
tamos describir su dinamica. Por supuesto, esto no significa que la pared no pueda
ejercer una influencia sobre las particulas que describimos a través de coordenadas
generalizadas.

5.14 Una particula en dos y tres dimensiones

Veamos ahora cémo obtener la accién de una sola particula en dos dimensiones me-
diante argumentos de simetria. Para ello, utilicemos como escenario un espacio plano
parametrizado con coordenadas cartesianas (z,y), y designamos a la posicién de la
particula mediante el vector posicion ¥ = xi + yj. Requiriendo que la accién sea
invariante bajo traslaciones espaciales, temporales, y transformaciones de Galileo en
las direcciones 7 y j por separado, vemos que L debe tener la forma:

o, . ..
L= §x2 + §y2 + iy + a1 + coy. (5.95)

Ahora que tenemos dos dimensiones nos enfrentamos con la posibilidad de exigir que
la accion sea invariante bajo rotaciones. Una rotacién en un angulo 6 traslada a la
particula en 7 a una nueva posicién 7’ dada por

7 = R(O)F, (5.96)



donde R(6) representa dicha rotacién. Esta transformacién, expresada en términos
matriciales, tiene la forma:

R() = (COSG - Sine) , (5.97)

sinf cos®

y por lo tanto, las nuevas coordenadas x’ e ¢ son:

2’ = zcosf —ysinb, (5.98)
Yy = ycosf+ xsinb. (5.99)

Consideremos ahora una rotacion infinitesimal, con § = €. A primer orden, el resul-
tado de dicha rotacién es

¥ =x—ey, (5.100)
Y =y+ex. (5.101)

il

Insertando estas relaciones en L' = L(7”), y expandiendo a primer orden en €, obten-

, oL OL oL oL,

Juntando este resultado con (5.95), vemos que

€1Mo0Ss:

L' =L —ela— B)iy+ ey(i® —9°) — e(cry — com). (5.103)

Ahora vemos que la tinica forma de que L’ — L sea una derivada total con respecto al
tiempo de una cantidad que sélo depende de las coordenadas (y del tiempo), es que
a=0,v=0,y que ¢; = co = 0. De este modo, concluimos que el Lagrangiano de
una particula libre en dos dimensiones viene dado por:

L= %(552 + 7). (5.104)

No es dificil extender estas ideas para incluir varias particulas (tal como ya lo hemos
hecho para el caso de varias particulas en una dimension). El resultado es

1 N L
L = §Zmi7“i2—ZUij(7”i—7"j), (5105)

i<j

donde 7 se refiere a la i-ésima particula. Mas atn, los pasos anteriores (para escribir
la accién de una o varias particulas en dos dimensiones) pueden ser extendidos a tres
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dimensiones. Aquello que fue cierto para el plano z-y, también tendra que ser valido
para los planos y-z y x-z por separado, y por lo tanto llegaremos a la conclusién de que
el Lagrangiano mas general, satisfaciendo simetrias de traslaciéon espacial, temporal,
simetria de Galileo, y simetria bajo rotaciones corresponde a

1 X L
L: §Zmi7“i2—ZUij(7"i—7"j), (5106)

i<j

donde 7; = z;2 + y;] + z;k es la posicién de la i-ésima particula.

5.15 Pequenas oscilaciones con Lagrangianos

La mecéanica Lagrangiana es particularmente til para estudiar sistemas cerca del
equilibrio estable. Notemos que si una accion es cuadratica con respecto a las co-
ordenadas y velocidades generalizadas, las ecuaciones de movimiento necesariamente
seran lineales. Por ejemplo, consideremos el siguiente Lagrangiano

k
L= %;&2 — 5@ = D) (5.107)

Este Lagrangiano describe una particula en una dimensién sometida a la influencia
de un resorte. Las derivadas parciales con respecto a x y & son
oL oL
Ox oz

Estas derivadas son lineales con respecto a x y ©. Esto quiere decir que la ecuacién

—k(x — D), mi. (5.108)

de movimiento (es decir, la ecuacién de Euler-Lagrange) sera lineal:
k
t+ —(x—D)=0. 5.109
i+ (o - D) (5109

De hecho, por la forma en que participan en la ecuacion de Euler-Lagrange, vemos
que las derivadas (5.108) nos ofrecen una forma de identificar puntos de equilibrio.
Los puntos de equilibrio del sistema seran aquellos donde
oL 0 oL
oxr or

De esta forma, la ecuacién (5.108) nos revela que & = 0 y & = D corresponde a un

0. (5.110)

punto de equilibrio. Luego, si definimos dx = x — x,, podemos volver al Lagrangiano
y reemplazar x y & en términos de dz, obteniendo:

L= %5:@-2 - géxQ. (5.111)
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Ahora las coordenadas y velocidades generalizadas son 0z y dx respectivamente. Y
la ecuacién de Euler-Lagrange obtenida a partir de este Lagrangiano es

AL (5.112)
m

Toda esta discusion revela una estrategia general para estudiar pequenas oscilaciones
con Lagrangianos. Si contamos con un Lagrangiano con N coordenadas generalizadas
¢;, podemos identificar los puntos de equilibrio del sistema mediante las ecuaciones
algebraicas
oL 0 oL
dq; - 04 B

Estas ecuaciones, por si solas, no revelaran necesariamente si el punto de equilibrio es

0. (5.113)

estable o no, pero usualmente tendremos un entendimiento del sistema no solo basado
en el Lagrangiano (es decir, usualmente conoceremos la composicién del sistema, y
podremos anticipar si los puntos son de equilibrio estable o no). Luego, después de
encontrar los puntos de equilibrios g; e ¥ gi ., podemos expandir el Lagrangiano alrede-
dor de estos puntos hasta segundo orden (de modo que las ecuaciones de movimiento
sean lineales). Veamos cémo funciona esto con un par de ejemplos.

5.15.1 Ejemplo 1

Recordemos una vez més el sistema examinado en la Seccién 4.2.1.

k7D m gl

Ya vimos que el Lagrangiano de este sistema viene dado por:

L =mi?+ % (2Lg;~¢'s cosd + L2gz52> — mgL(1 — cos ¢) — g (x— D).  (5.114)
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Recordemos que las derivadas parciales de L con respecto a z, &, ¢ y ¢ son:

oL
— =—k(x—D A1
B (x—D), (5.115)
L .
g—, = 2mi + mL¢ cos ¢, (5.116)
x
oL s .
99 = —mLi¢sin ¢ — mgLsin ¢, (5.117)
L :
a—. = mLi cos ¢ + mL?*¢. (5.118)
99
Vemos que una configuracion de equilibrio es:
To =D, (5.119)
T =0, (5.120)
Pe =0, (5.121)
e = 0. (5.122)

Luego, expandiendo el Lagrangiano con respecto a estos puntos de equilibrio hasta
segundo orden, y definiendo dx = z, — D, obtenemos:

L = mbi? + % (2L 5i b + L2<;52) . %mngbQ . gax? (5.123)

A partir de este resultado, las ecuaciones de Euler-Lagrange dan directamente:
20+ Lo+ —déx =0, (5.124)
m
ox + Lo+ go = 0. (5.125)

Combinando ambas ecuaciones, finalmente obtenemos

- 2g k
h— 5 = A2
¢+ Lqﬁ mL(Sx 0, (5.126)
.k
dr + —ox — gop = 0. (5.127)
m

Estas coinciden con las ecuaciones (4.29) y (4.30) ya deducidas.
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5.15.2 Ejemplo 2

Veamos ahora el clasico ejemplo del péndulo doble, con dos masas m, y mq y cuerdas
ideales inextensibles de largos ¢l y fls, como muestra la siguiente figura:

Para determinar el Lagrangiano, notemos que las posiciones de las masas son

Fl = fl singbli—& COS¢1j, (5128)
Ty = (£18in ¢y + lo sin ¢p9)i — (€1 cos ¢y + Lo cos ¢o)J. (5.129)

Luego, las energias cinéticas vienen dadas por

.

Ky = gmilioh, (5.130)
1 N N

Ky = ma |6363 + (363 + 20105 cos(61 — 62)6n | (5.131)

Por su parte, la energia potencial del sistema viene dado por

U = —mqgly cos 1 — mag(lq cos ¢y + o cos o)
= —(my + ma)gly cos ¢1 — magls cos ¢Ps. (5.132)

De este modo, el Lagrangiano total es:

1 . 1 ) ..
L= §(m1 + ma)l; 07 + §m2€§¢§ + mal1ls cos(d1 — ¢2) P12

+(my + ma) gl cos @1 + magls cos ¢o. (5.133)

En lugar de deducir las ecuaciones de movimiento validas en general, busquemos las
ecuaciones para pequenas oscilaciones. Es obvio que la configuracién de equilibrio

186



estable del sistema corresponde a ¢1o = d1o = oo = Py = 0. Luego, expandiendo el
Lagrangiano hasta segundo orden, encontramos

1 . 1 . R
L= §(m1 +ma) (167 + 577125%(/53 + malilap192
1 1
—§(m1 + mg)gﬁlgb% — imggfgqbg (5134)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange nos entregan las siguientes ecuaciones lineales:

(m1 + mg)flg.b'l + mgggég + (m1 + mg)ggbl = 07 (5135)
malaga + malidr + magps = 0. (5.136)
Combinando ambas ecuaciones, podemos llegar al siguiente sistema de ecuaciones
acopladas
(51 I g(ml +m2>¢1 g my , =0, (5.137)
El ma L1 ma
Gy — I M2 g T M (5.138)
62 mo 62 mo

Ahora este sistema puede ser resuelto usando las técnicas de sistemas de osciladores
acoplados estudiados en la Seccion 4.

5.16 Fuerzas fundamentales y mecanica cuantica

Debiera llamarnos la atencién de que el concepto de fuerza no esta presente en el
presente formalismo. En las discusiones presentes (sobre principio de minima accién y
Lagrangianos) hemos mencionado el concepto de fuerza, pero solo en referencia a ideas
familiares estudiadas con anterioridad. De hecho, en el presente formalismo hemos
entregado una definicion de energia potencial que antecede a la definicién de Fuerza.
Luego, debiera ser evidente de que la mecanica Lagrangiana solo puede describir
situaciones donde las interacciones son debidas a fuerzas conservativas (gradientes de
potenciales). Entonces, ;qué hay de las fuerzas no-conservativas?

Si consideramos al principio de minima acciéon como un principio mas fundamental
que las propias leyes de Newton, entonces debemos concluir las fuerzas fundamentales
son todas conservativas. En consecuencia, las fuerzas no-conservativas son formas de
representar de manera macroscopicos procesos que, a nivel microscopico, involucran
fuerzas conservativas. Por ejemplo, el roce cinético es el resultado del contacto entre
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superficies con rugosidades microscépicas, pero estas rugosidades en realidad inter-
actuan mediante fuerzas electroestaticas, que son conservativas. Igualmente, el roce
viscoso es el resultado de multiples colisiones microscopicas cuando un objeto intenta
abrirse paso por un medio viscoso. En ambos casos, la cantidad de grados de liber-
tad que participan en interacciones de roce es altisima, y muchos de estos grados de
libertad transportan parte de la energia del sistema hacia otros sistemas, haciendo
impracticable escribir la ecuacién de movimiento para cada elemento. De este modo,
es preferible trabajar con fuerzas no-conservativas para describir, de manera efectiva,
interacciones que en realidad si son conservativas.

Las afirmaciones anteriores pueden parecer limitantes. Sin embargo, si nos tomamos
en serio la conclusién de que las fuerzas de la naturaleza deben ser conservativas, la
mecanica Lagrangiana tiene la llave para entender la naturaleza de manera mas fun-
damental. De hecho, nuestro entendimiento moderno de la fisica se basa fuertemente
en la mecanica Lagrangiana. Por ejemplo, al plantear el principio de minima accion,
decidimos que el movimiento que escoge la naturaleza para que una particula llegue
desde un punto A hasta un punto B debe ser tal que la accién se minimiza (recordar
discusién de la Seccién 5.5). Pero, jqué rol cumplen aquellas trayectorias que descar-
tamos, que no minimizan la accion? La mecanica cuantica nos dice que dichas trayec-
torias también ocurren. En realidad, todas ocurren, y la trayectoria que minimiza la
accion es un camino promedio de todos las trayectorias seguidas simultaneamente por
una particula para llegar desde A a B.
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