
4 Pequeñas oscilaciones

Los sistemas f́ısicos reales inevitablemente están expuestos a roces con el ambiente

que provocan que la enerǵıa mecánica se disipe. En efecto. Recordemos que, en

general, después de un intervalo de tiempo la enerǵıa mecánica final Ef difiere de la

enerǵıa inicial Ei debido al trabajo efectuado por las fuerzas no-conservagivas:

Ef = Ei +WNC (4.1)

Las fuerzas de roce se oponen al movimiento, por lo tanto, estas efectúan trabajos

negativos (WNC < 0). En consecuencia, la enerǵıa final de un sistema inevitablemente

será menor que la inicial (Ef < Ei) a menos que se intervenga inyectando enerǵıa.

A partir de esta observación, es de esperar que el destino final de un sistema dado

sea estar cerca de una configuración de equilibrio estable. Por ejemplo, la siguiente

figura muestra tres posibles destinos para la part́ıcula con enerǵıa inicial E1 sujeta a

la influencia del potencial U , analizada en la Sección 3.13:

U(x)
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Recordemos que en nuestro análisis distinguimos a las posiciones de equilibrio como

xe1, xe3 y xe5. Cada uno de estos puntos representa la posición de un mı́nimo local del

potencial, llamados pozos de potencial. El destino de final de la part́ıcula, es decir, el

pozo en el cual termine atrapada, dependerá de las condiciones iniciales del sistema.

Si la part́ıcula está en reposo en las posiciones de equilibrio, entonces una pequeña

perturbación al sistema (por ejemplo, un pequeño empujón a la part́ıcula), proba-

blemente no logrará alejar a la part́ıcula lo suficiente del mı́nimo, y ésta empezará

a oscilar al interior del pozo. El propósito de esta sección es estudiar en algún de-
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talle la variedad de oscilaciones posibles en situaciones donde un sistema es levemente

perturbado desde el equilibrio estable.

4.1 Pequeñas oscilaciones en una dimensión

Comencemos este estudio examinando el movimiento en torno a un mı́nimo local

de potenciales en una dimensión. Por ahora despreciaremos el roce. Sin embargo,

gracias a nuestro análisis de la Sección 2.19, no nos resultará dif́ıcil incorporar los

efectos disipativos del roce. Para comenzar, expandamos el potencial en torno a un

punto de equilibrio estable xe dado en serie de Taylor:

U(x) = U(xe) +
@U

@x

����
e

(x � xe) +
1

2

@
2
U

@x2

����
e

(x � xe)
2 + · · · . (4.2)

Poor definición, U 0(xe) = 0, por lo que la expresión anterior se simplifica a

U(x) = U(xe) +
1

2

@
2
U

@x2

����
e

(x � xe)
2 + · · · . (4.3)

Luego, la segunda ley de Newton mẍ+ @U/@x = 0 adquiere la forma

mẍ+
@
2
U

@x2

����
xe

(x � xe) = 0. (4.4)

Recordemos que U
00(xe) > 0. Luego, esta es la ecuación de un oscilador armónico

simple. En efecto, si escribimos �x = x � xe, obtenemos la ecuación de pequeñas

oscilaciones:

�̈x+ !
2
0�x = 0, (4.5)

donde la frecuencia de oscilación !0 del sistema viene dada por

!0 ⌘

s
1

m

@2U

@x2

����
xe

. (4.6)

Debemos ser cuidadosos, dado que esta expresión para la frecuencia del sistema en

términos del potencial U es sólo válida si el potencial depende de una coordenada.

Sin embargo, podemos extender este resultado al caso de potenciales expresados con

respecto a otros tipos de coordenadas, por ejemplo ángulos. Veamos. Supongamos

que la enerǵıa mecánica de un sistema se expresa como

E =
↵

2
�̇
2 + U(�), (4.7)
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donde � es un ángulo, o cualquier otra variable. Entonces, dado que E es una con-

stante, podemos diferenciar la expresión anterior con respecto al tiempo, para obtener

↵�̈�̇+U
0(�)�̇ = 0, donde U 0(�) = @U/@�. Dado que nos interesa analizar situaciones

con movimiento, debemos considerar �̇ 6= 0, y obtenemos

�̈+
1

↵
U

0(�) = 0. (4.8)

Si el potencial U(�) tiene un punto de equilibrio estable en la coordenada �e, entonces

U
00(�e) > 0, y podemos expandirlo como

U(�) = U(�e) +
1

2

@
2
U

@�2

����
�e

(� � �e)
2 + · · · (4.9)

de donde finalmente obtenemos la ecuación de movimiento:

�̈+
1

↵
U

00(�e)(� � �e) = 0. (4.10)

A partir de este resultado, vemos que la frecuencia de oscilación del sistema es

!0 ⌘

s
1

↵

@2U

@�2

����
�e

. (4.11)

Un ejemplo sencillo lo constituye el péndulo de masa m con cuerda ideal de largo

L. En este caso, la tensión de la cuerda no ejerce trabajo (dado que siempre es

perpendicular a la trayectoria de la masa) y por lo tanto el potencial del sistema solo

se debe a la fuerza de gravedad, que tiene como potencial Ug = mg(z +L). Notemos

que hemos elegido como punto de referencia z0 = �L, de modo que U = 0 cuando

z = �L. Expresado el potencial en términos del ángulo � con respecto a la vertical,

éste se escribe como

U = mgL(1 � cos�). (4.12)

Por otro lado, la rapidez ⌫ de la part́ıcula es ⌫ = L�̇, de modo que la enerǵıa mecánica

del péndulo en términos de � corresponde a

E =
m

2
L
2
�̇
2 +mgL(1 � cos�). (4.13)

Comparando esta expresión con (4.7), vemos que ↵ = mL
2. Luego, considerando

que el punto de equilibrio estable es �e = 0, y que U
00(0) = mgL, obtenemos como

frecuencia de oscilación:

!0 =

r
mgL

mL2
=

r
g

L
, (4.14)

un resultado que ya conoćıamos.
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4.2 Pequeñas oscilaciones con dos grados de libertad

Los grados de libertad corresponden a aquellas variables que nos indican la configu-

ración del sistema. Es decir, son las variables encargadas de informarnos la posición

de cada elemento en un sistema. Estas pueden ser coordenadas cartesianas, radios,

ángulos, etc. Como veremos, en torno al equilibrio estable, la ecuación de movimiento

de un sistema pueden ser linealizadas (sin importar qué tan complicado sea el sis-

tema), dando como resultado ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Antes de

abordar esto de forma más sistemática, veamos un ejemplo concreto.

4.2.1 Ejemplo 1

Consideremos dos masas m, la primera de ellas confinada a moverse por un riel

horizontal, y la segunda colgando desde la primera por medio de una cuerda ideal

inextensible de largo L. La primera masa se mantiene unida a una pared mediante

un resorte de largo natural D y constante elástica k (ver figura).

�
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Utilicemos como coordenadas la distancia x de la primera masa desde la pared, y

el ángulo � de la segunda masa con respecto a la vertical. Luego, las posiciones,

velocidades y aceleraciones de ambas masas son:

~r1 = xı̂, ~v1 = ẋı̂, ~a1 = ẍı̂, (4.15)

~r2 = xı̂+ L⇢̂, ~v2 = ẋı̂+ L�̇�̂, ~a2 = ẍı̂+ L�̈�̂ � L�̇
2
⇢̂. (4.16)
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Las fuerzas actuando sobre cada masa son:

~F1 = N |̂ � mg|̂+ T ⇢̂ � k(x � D)̂ı, (4.17)
~F2 = �T ⇢̂ � mg|̂. (4.18)

Antes de escribir las ecuaciones de movimiento, anticipemos la configuración de equi-

librio estable (xe,�e). Estas deben cumplir con la condición ~F1 = ~F2 = 0, lo que solo

es posible si xe = D y ⇢̂ = ±|̂. Pero ⇢̂ = +|̂ corresponde al caso en que el péndulo

está invertido, el cual claramente es inestable. Luego, debemos tomar ⇢̂ = �|̂, lo que

equivale a � = 0, con lo cual la configuración de equilibrio estable es:

(xe,�e) = (D, 0). (4.19)

Para continuar, las ecuaciones de movimiento son

mẍı̂ = N |̂ � mg|̂+ T ⇢̂ � k(x � D)̂ı, (4.20)

m(ẍı̂+ L�̈�̂ � L�̇
2
⇢̂) = �T ⇢̂ � mg|̂. (4.21)

Descomponiendo la primera ecuación en ı̂ y |̂, y la segunda ecuación en ⇢̂ y �̂, obten-

emos las siguientes cuatro ecuaciones escalares:

mẍ = T sin� � k(x � D), (4.22)

0 = N � mg � T cos�, (4.23)

mẍ sin� � mL�̇
2 = �T +mg cos�, (4.24)

mẍ cos�+mL�̈ = �mg sin�. (4.25)

Combinando la primera ecuación junto con la tercera ecuación, obtenemos:

mẍ(1 + sin2
�) � mL�̇

2 sin� = mg cos� sin� � k(x � D). (4.26)

De esta forma, las dos ecuaciones de movimiento buscadas son (4.25) y (4.26). Ambas

son expresiones complicadas, pero válidas para todo valor de x y �. Sin embargo,

no olvidemos que estamos interesados en movimientos pequeños cercanos a la con-

figuración de equilibrio estable (xe,�e) = (D, 0). Si definimos �x = x � D (la dis-

tancia de la primera masa desde el punto de equilibrio) y expandimos las funciones

trigonométricas para ángulos pequeños, estas dos ecuaciones se simplifican

�̈x+ L�̈ = �g�. (4.27)

�̈x = g� �
k

m
�x. (4.28)
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Combinando ambas ecuaciones para simplificar la primera de ellas, finalmente obten-

emos el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden

acopladas:

�̈+
2g

L
� �

k

mL
�x = 0, (4.29)

�̈x � g�+
k

m
�x = 0. (4.30)

Estas ecuaciones tienen una similitud con la ecuación de un oscilador armónico. De

hecho consiste en un ejemplo particular de la generalización de un oscilador armónico

al caso de dos grados de libertad. Aprenderemos a resolver este tipo de ecuación en

la Sección 4.5.

4.3 Una part́ıcula en dos dimensiones

Si el sistema que estamos estudiando está descrito en términos de coordenadas carte-

sianas, entonces podemos expresar las del sistema fuerzas en términos de gradientes

de potenciales. Esto nos permite derivar ecuaciones diferenciales acopladas en donde

el potencial juega un rol principal. Por ejemplo, supongamos ahora que una part́ıcula

puede moverse en dos dimensiones, a lo largo de coordenadas cartesianas x e y. Esto

quiere decir que el sistema está descrito por dos grados de libertad. En dos dimen-

siones, un potencial en torno a un mı́nimo local (xe, ye) tiene la forma de un pozo, tal

como lo muestra la siguiente figura:

Si la enerǵıa es apenas suficiente para que exista una pequeña región de movimiento

permitida alrededor del mı́nimo, entonces podemos expandir la función U(x, y) en
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torno a (xe, ye), de la siguiente forma:

U(x, y) = U(xe, ye) +
1

2

@
2
U

@x2

����
e

(x � xe)
2

+
@
2
U

@x@y

����
e

(x � xe)(y � ye) +
1

2

@
2
U

@y2

����
e

(y � ye)
2 + · · · , (4.31)

donde usamos el hecho de que @U/@x = @U/@y = 0 en la posición (xe, ye). La curva

de nivel que determina la región de movimiento permitida corresponde a la ecuación

(3.146), que en el presente caso, toma la forma:

1

2

@
2
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@x2

����
e

(x�xe)
2+

@
2
U

@x@y
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e

(x�xe)(y�ye)+
1

2

@
2
U

@y2

����
e

(y�ye)
2 = E�U(xe, ye). (4.32)

Esta es una ecuación cuadrática. Para lidiar con ella, es costumbre introducir una

matriz H, denominada la matriz Hessiana de U , definida de la siguiente forma:

H(~r) ⌘

 
@2U
@x2

@2U
@x@y

@2U
@y@x

@2U
@y2

!
. (4.33)

De esta manera, la ecuación (4.32) ahora se puede escribir como:

1

2
H

e
xx(x � xe)

2 +H
e
xy(x � xe)(y � ye) +

1

2
H

e
yy(y � ye)

2 = E � U(xe, ye), (4.34)

donde la etiqueta ‘e’ nos indica que los elementos de matriz de H están evaluados en

~re. Para que la solución sea una curva cerrada (una elipse o un ćırculo), es necesario

queH sea una matriz hermı́tica definida positiva. Esto quiere decir que los autovalores

de H sean todos reales y positivos. Asumamos que este es el caso, la ecuación de

movimiento m~r + rU = 0 adquirirá la forma

�̈x+
1

m

@
2
U

@x2

����
e

�x+
1

m

@
2
U

@x@y

����
e

�y = 0, (4.35)

�̈y +
1

m

@
2
U

@y@x
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e

�x+
1

m

@
2
U

@y2

����
e

�y = 0, (4.36)

donde se definieron �x = x � xe y �y = y � ye. Nuevamente, estamos en presencia

de dos ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, acopladas. El siguiente

ejemplo muestra una situación concreta donde podemos utilizar las ecuaciones (4.35)

y (4.36).
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4.3.1 Ejemplo 2

Consideremos el caso de una masa m confinada al plano x-y, y unida al origen y un

punto P = (0, L) a través de dos resortes idénticos de largo natural D =
p
2L y

constante elástica k.

y

<latexit sha1_base64="0549ZwDQ8AzptrIzUi6oaTE/hbc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbZrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzglhwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Ammd3O/84RK80g+mDRGP6RjyUecUWOlZjooV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcRS0KUhgmqdc9zY+NnVBnOBM5K/URjTNmUjrFnqaQhaj9bHDojF1YZklGkbElDFurviYyGWqdhYDtDaiZ61ZuL/3m9xIxu/IzLODEo2XLRKBHERGT+NRlyhcyI1BLKFLe3EjahijJjsynZELzVl9dJ+6rq1aq3zVqlXsvjKMIZnMMleHANdbiHBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox7K14OQzp/AHzucP52eM+w==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="K9RgwBGX/CO48sXdY4zoLcwIO4c=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YFuhDWWznbRrN5uwuxFL6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGr+4BqFFxiy3Aj8D5RSKNAYCcY38z8ziMqzWN5ZyYJ+hEdSh5yRo2Vmk/9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMtNKAFDBCe4RXenAfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AOXjjPo=</latexit>

2L

<latexit sha1_base64="cJih33XiFg0EMqDvBAhKAjlyE04=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe5CQO2CNhYWEc0HJEfY28wlS/b2jt09IYT8BBsLRWz9RXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRjczv/WESvNYPppxgn5EB5KHnFFjpYcKuesVS27ZnYOsEi8jJchQ7xW/uv2YpRFKwwTVuuO5ifEnVBnOBE4L3VRjQtmIDrBjqaQRan8yP3VKzqzSJ2GsbElD5urviQmNtB5Hge2MqBnqZW8m/ud1UhNe+hMuk9SgZItFYSqIicnsb9LnCpkRY0soU9zeStiQKsqMTadgQ/CWX14lzUrZq5av7qul2nUWRx5O4BTOwYMLqMEt1KEBDAbwDK/w5gjnxXl3PhatOSebOYY/cD5/AG4OjUI=</latexit>

Luego, el potencial del sistema consiste en la suma de los potenciales asociados a cada

resorte:

U(x, y) =
k

2
(
p

x2 + y2 �
p
2L)2 +

k

2
(
p
(x � 2L)2 + y2 �

p
2L)2. (4.37)

Los puntos de equilibrio del sistema vienen determinados por las ecuaciones @U/@x =

0, y @U/@y = 0, las que en el presente caso toman la forma:

k

"
1 �

p
2Lp

x2 + y2

#
x+ k

"
1 �

p
2Lp

(x � 2L)2 + y2

#
(x � 2L) = 0, (4.38)

k

"
1 �

p
2Lp

x2 + y2

#
y + k

"
1 �

p
2Lp

(x � 2L)2 + y2

#
y = 0. (4.39)

Estas ecuaciones revelan la existencia de tres puntos de equilibrio:

(xe,1, ye,1) = (L,L), (xe,2, ye,2) = (L, 0), (xe,3, ye,3) = (�L,L). (4.40)

Es posible verificar que los puntos de equilibrio estables son (xe,1, ye,1) y (xe,3, ye,3)

(estos puntos son tales que la matriz Hessiana de U es definida positiva). Examinemos
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las ecuaciones de movimiento para pequeñas oscilaciones en torno al primer punto

(xe,1, ye,1) = (L,L). Las segundas derivadas del potencial en torno a dicho punto son:

@
2
U

@x2

����
e

=

✓
3

2
�

p
2

◆
k,

@
2
U

@x@y

����
e

=
k

2
,

@
2
U

@y2

����
e

=
3

2
k. (4.41)

Luego, usando las ecuaciones (4.35) y (4.36), vemos que las ecuaciones de movimiento

para el presente sistema son:

�̈x+

✓
3

2
�

p
2

◆
k

m
�x+

1

2

k

m
�y = 0, (4.42)

�̈y +
1

2

k

m
�x+

3

2

k

m
�y = 0, (4.43)

4.4 Dos part́ıculas en una dimensión

Exploremos ahora otra situación interesante, donde dos part́ıculas distintas se mueven

a lo largo de direcciones descritas por coordenadas cartesianas. Gracias a nuestra

discusión en la Sección 3.16, sabemos que un sistema conservativo con dos part́ıculas

tendrá un único potencial U que depende de la posición de cada part́ıcula. Luego, si la

posición de las part́ıculas se denotan x1 y x2, el potencial del sistema será una función

de estas coordenadas: U = U(x1, x2). Las coordenadas x1 y x2 no necesariamente

corresponden al mismo eje cartesiano x. Por ejemplo, la primera part́ıcula podŕıa

estar confinada a moverse por el eje cartesiano y y la segunda part́ıcula podŕıa estar

confinada a moverse a lo largo del eje z, en cuyo caso tendŕıamos x1 = y y x2 = z.

Los puntos de equilibrio x1e y x2e del sistema estarán determinados por el potencial,

a través de las condiciones

@U

@x1

����
e

= 0,
@U

@x2

����
e

= 0. (4.44)

Si expandimos U(x1, x2) alrededor de estos puntos de equilibrio, obtenemos

U(x, y) = U(x1,e, x2,e) +
1

2

@
2
U

@x
2
1

����
e

(x1 � x1,e)
2

+
@
2
U

@x1@x2

����
e

(x1 � x1,e)(x2 � x2,e) +
1

2

@
2
U

@x
2
2

����
e

(x2 � x2,e)
2 + · · · , (4.45)

De acuerdo a la segunda ley de Newton, las ecuaciones de movimiento para cada

part́ıcula es m1ẍ1 + @U/@x1 = 0, y m2ẍ2 + @U/@x2 = 0. Luego, haciendo uso de la
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expansión (4.45), obtenemos

¨�x1 +
1

m1

@
2
U

@x
2
1

����
e

�x1 +
1

m1

@
2
U

@x1@x2

����
e

�x2 = 0, (4.46)

¨�x2 +
1

m2

@
2
U

@x
2
2

����
e

�x2 +
1

m2

@
2
U

@x1@x2

����
e

�x1 = 0, (4.47)

donde hemos definido �x1 = x1 �x1,e y �x2 = x2 �x2,e. Nuevamente, hemos obtenido

dos diferenciales lineales de segundo orden, acopladas. Estas ecuaciones son idénticas

a las ecuaciones (4.35) y (4.36), excepto por la forma en que aparecen las masas,

que pueden tener valores distintos. De hecho, las ecuaciones (4.35) y (4.36) son un

ejemplo particular del caso que estamos analizando en esta sección: La descripción

matemática de una part́ıcula en dos dimensiones no difiere de la descripción de dos

part́ıculas cada una confinada a moverse en una dimensión. Veamos a continuación

dos ejemplos en donde las ecuaciones (4.46) y (4.47) son útiles.

4.4.1 Ejemplo 3

Consideremos dos bloques de masas m1 y m2 sobre un plano horizontal, conectados

entre śı y con las paredes a través de resortes idénticos de largo natural D y constantes

elásticas k. La distancia entre ambas paredes es L (ver figura).

x1,e

<latexit sha1_base64="B5IIii/EW1cj36E4t+Niv9Vs1ZE=">AAAB9HicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4kLIrBfVW9OKxgv2AdinZNNuGJtk1yRbLsr/DiwdFvPpjvPlvTNs9aOuDgcd7M8zMC2LOtHHdb2dldW19Y7OwVdze2d3bLx0cNnWUKEIbJOKRagdYU84kbRhmOG3HimIRcNoKRrdTvzWmSrNIPphJTH2BB5KFjGBjJf+pl3rnaVcJRLOsVyq7FXcGtEy8nJQhR71X+ur2I5IIKg3hWOuO58bGT7EyjHCaFbuJpjEmIzygHUslFlT76ezoDJ1apY/CSNmSBs3U3xMpFlpPRGA7BTZDvehNxf+8TmLCKz9lMk4MlWS+KEw4MhGaJoD6TFFi+MQSTBSztyIyxAoTY3Mq2hC8xZeXSfOi4lUr1/fVcu0mj6MAx3ACZ+DBJdTgDurQAAKP8Ayv8OaMnRfn3fmYt644+cwR/IHz+QN2OpHs</latexit>

x2,e

<latexit sha1_base64="n9mQ6pv4nHsjjEfbid/cSyRkZfc=">AAAB9HicbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgQcpuKai3ohePFewHtEvJptM2NMmuSbZYlv0dXjwo4tUf481/Y9ruQVsfDDzem2FmXhBxpo3rfju5tfWNza38dmFnd2//oHh41NRhrCg0aMhD1Q6IBs4kNAwzHNqRAiICDq1gfDvzWxNQmoXywUwj8AUZSjZglBgr+U+9pHKRdJXAkKa9Ysktu3PgVeJlpIQy1HvFr24/pLEAaSgnWnc8NzJ+QpRhlENa6MYaIkLHZAgdSyURoP1kfnSKz6zSx4NQ2ZIGz9XfEwkRWk9FYDsFMSO97M3E/7xObAZXfsJkFBuQdLFoEHNsQjxLAPeZAmr41BJCFbO3YjoiilBjcyrYELzll1dJs1L2quXr+2qpdpPFkUcn6BSdIw9dohq6Q3XUQBQ9omf0it6cifPivDsfi9ack80coz9wPn8Ad8eR7Q==</latexit>

�x1

<latexit sha1_base64="A/THXE6PWUAbyf0BWKuBgFtka9A=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9sQ9lsJu3SzSbsbsRS+i+8eFDEq//Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBVcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqZNMMWywRCSqHVCNgktsGG4EtlOFNA4EtoLhzdRvPaLSPJH3ZpSiH9O+5BFn1FjpoRuiMJQ89bxeueJW3RnIMvFyUoEc9V75qxsmLItRGiao1h3PTY0/pspwJnBS6mYaU8qGtI8dSyWNUfvj2cUTcmKVkESJsiUNmam/J8Y01noUB7YzpmagF72p+J/XyUx06Y+5TDODks0XRZkgJiHT90nIFTIjRpZQpri9lbABVZQZG1LJhuAtvrxMmmdV77x6dXdeqV3ncRThCI7hFDy4gBrcQh0awEDCM7zCm6OdF+fd+Zi3Fpx85hD+wPn8AfU1kHg=</latexit>

�x2

<latexit sha1_base64="EZNYjET23XaIIjC+9TeOYXiGWw8=">AAAB8XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyGgHoLevEYwTwwWcLsbCcZMju7zMyKIeQvvHhQxKt/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YhK81jem3GCfkQHkvc5o8ZKD90QhaHkqVfpFUtu2Z2DrBIvIyXIUO8Vv7phzNIIpWGCat3x3MT4E6oMZwKnhW6qMaFsRAfYsVTSCLU/mV88JWdWCUk/VrakIXP198SERlqPo8B2RtQM9bI3E//zOqnpX/oTLpPUoGSLRf1UEBOT2fsk5AqZEWNLKFPc3krYkCrKjA2pYEPwll9eJc1K2auWr+6qpdp1FkceTuAUzsGDC6jBLdShAQwkPMMrvDnaeXHenY9Fa87JZo7hD5zPH/a5kHk=</latexit>

m1

<latexit sha1_base64="qHXsMYu3Q9ZwL1htq7AucZzMXL8=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPci+3y9XvKo3B14lfk4qkKPRL3/1BjFNJVOWCmJM1/cSG2REW04Fm5Z6qWEJoWMyZF1HFZHMBNn81Ck+c8oAR7F2pSyeq78nMiKNmcjQdUpiR2bZm4n/ed3URldBxlWSWqboYlGUCmxjPPsbD7hm1IqJI4Rq7m7FdEQ0odalU3Ih+Msvr5LWRdWvVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bh0uowx00oAkUhvAMr/CGBHpB7+hj0VpA+cwx/AH6/AH+v42h</latexit>

m2

<latexit sha1_base64="n17RP14j92ZAbTumBOZ4WvC2qUo=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyWgnorevFY0dZCu5Rsmm1Dk+ySZIWy9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YSK4sZ73jQpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCobeJUU9aisYh1JySGCa5Yy3IrWCfRjMhQsMdwfDPzH5+YNjxWD3aSsECSoeIRp8Q66V72a/1yxat6c+BV4uekAjma/fJXbxDTVDJlqSDGdH0vsUFGtOVUsGmplxqWEDomQ9Z1VBHJTJDNT53iM6cMcBRrV8riufp7IiPSmIkMXackdmSWvZn4n9dNbXQZZFwlqWWKLhZFqcA2xrO/8YBrRq2YOEKo5u5WTEdEE2pdOiUXgr/88ipp16p+vXp1V680rvM4inACp3AOPlxAA26hCS2gMIRneIU3JNALekcfi9YCymeO4Q/Q5w8AUo2i</latexit>

Midamos las posiciones de las masas a partir de la primera pared. Luego, el potencial

del sistema consiste en la suma de los potenciales individuales asociados a cada resorte:

U(x1, x2) =
k

2
(x1 � D)2 +

k

2
(|x2 � x1| � D)2 +

k

2
(|L � x2| � D)2. (4.48)
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Si asumimos que L > x2 > x1 > 0, entonces podemos escribir

U(x1, x2) =
k

2
(x1 � D)2 +

k

2
(x2 � x1 � D)2 +

k

2
(L � x2 � D)2. (4.49)

Este potencial tiene un solo mı́nimo en la configuración (x1e, x2e) = (L/3, 2L/3).

Luego, las segundas derivadas de U evaluadas en este punto de equilibrio estable son:

@
2
U

@x
2
1

����
e

= 2k,
@
2
U

@x1@x2

����
e

= �k,
@
2
U

@x
2
2

����
e

= 2k. (4.50)

Con este resultado, vemos que (4.46) y (4.47) adquieren la forma:

¨�x1 +
2k

m1
�x1 �

k

m1
�x2 = 0, (4.51)

¨�x2 �
k

m2
�x1 + 2

k

m2
�x2 = 0. (4.52)

4.4.2 Ejemplo 4

Veamos ahora otro ejemplo perteneciente a la misma categoŕıa. Consideremos una

part́ıcula de masa m1 confinada a moverse por el eje y, unida al origen a través de

un resorte de largo natural D y constante elástica k. Una segunda part́ıcula de masa

m2 puede deslizar por el eje x, y permanece unida a m1 mediante un resorte idéntico

al primero (ver figura).

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="XGN1jUi08GfUy6JulkYD5xIylBc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJIQb0V9OCxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut7Oyura+sVnYKm7v7O7tlw4OmyZONeMNFstYtwNquBSKN1Cg5O1EcxoFkreC0c3Ubz1xbUSsHnGccD+iAyVCwSha6WF0ftsrld2KOwNZJl5OypCj3it9dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySfFbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduqEnFqlT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMrPxMqSZErNl8UppJgTKZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2naINwVt8eZk0LypetXJ9Xy3XqnkcBTiGEzgDDy6hBndQhwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxsqNcQ==</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="XGN1jUi08GfUy6JulkYD5xIylBc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJIQb0V9OCxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut7Oyura+sVnYKm7v7O7tlw4OmyZONeMNFstYtwNquBSKN1Cg5O1EcxoFkreC0c3Ubz1xbUSsHnGccD+iAyVCwSha6WF0ftsrld2KOwNZJl5OypCj3it9dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySfFbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduqEnFqlT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMrPxMqSZErNl8UppJgTKZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2naINwVt8eZk0LypetXJ9Xy3XqnkcBTiGEzgDDy6hBndQhwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxsqNcQ==</latexit>

m1

<latexit sha1_base64="qHXsMYu3Q9ZwL1htq7AucZzMXL8=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPci+3y9XvKo3B14lfk4qkKPRL3/1BjFNJVOWCmJM1/cSG2REW04Fm5Z6qWEJoWMyZF1HFZHMBNn81Ck+c8oAR7F2pSyeq78nMiKNmcjQdUpiR2bZm4n/ed3URldBxlWSWqboYlGUCmxjPPsbD7hm1IqJI4Rq7m7FdEQ0odalU3Ih+Msvr5LWRdWvVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bh0uowx00oAkUhvAMr/CGBHpB7+hj0VpA+cwx/AH6/AH+v42h</latexit>

m2

<latexit sha1_base64="n17RP14j92ZAbTumBOZ4WvC2qUo=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyWgnorevFY0dZCu5Rsmm1Dk+ySZIWy9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YSK4sZ73jQpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCobeJUU9aisYh1JySGCa5Yy3IrWCfRjMhQsMdwfDPzH5+YNjxWD3aSsECSoeIRp8Q66V72a/1yxat6c+BV4uekAjma/fJXbxDTVDJlqSDGdH0vsUFGtOVUsGmplxqWEDomQ9Z1VBHJTJDNT53iM6cMcBRrV8riufp7IiPSmIkMXackdmSWvZn4n9dNbXQZZFwlqWWKLhZFqcA2xrO/8YBrRq2YOEKo5u5WTEdEE2pdOiUXgr/88ipp16p+vXp1V680rvM4inACp3AOPlxAA26hCS2gMIRneIU3JNALekcfi9YCymeO4Q/Q5w8AUo2i</latexit>

y

<latexit sha1_base64="0549ZwDQ8AzptrIzUi6oaTE/hbc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbZrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzglhwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Ammd3O/84RK80g+mDRGP6RjyUecUWOlZjooV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcRS0KUhgmqdc9zY+NnVBnOBM5K/URjTNmUjrFnqaQhaj9bHDojF1YZklGkbElDFurviYyGWqdhYDtDaiZ61ZuL/3m9xIxu/IzLODEo2XLRKBHERGT+NRlyhcyI1BLKFLe3EjahijJjsynZELzVl9dJ+6rq1aq3zVqlXsvjKMIZnMMleHANdbiHBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox7K14OQzp/AHzucP52eM+w==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="K9RgwBGX/CO48sXdY4zoLcwIO4c=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YFuhDWWznbRrN5uwuxFL6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGr+4BqFFxiy3Aj8D5RSKNAYCcY38z8ziMqzWN5ZyYJ+hEdSh5yRo2Vmk/9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMtNKAFDBCe4RXenAfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AOXjjPo=</latexit>

Asumiremos que D � mg/2k > 0. Si designamos x2 = x a la distancia a lo largo del

eje x de la segunda part́ıcula con respecto al origen, y x1 = y a la altura de la primera
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part́ıcula con respecto al origen, entonces el potencial del sistema viene dado por

U(x, y) =
k

2
(x2 � D)2 +

k

2

✓q
x
2
1 + x

2
2 � D

◆2

+m2gx2. (4.53)

Luego, las condiciones para encontrar los puntos de equilibrio son

@U

@x1
= k

✓q
x
2
1 + x

2
2 � D

◆
x1p

x
2
1 + x

2
2

= 0, (4.54)

@U

@x2
= k (x2 � D) + k

✓q
x
2
1 + x

2
2 � D

◆
x2p

x
2
1 + x

2
2

+m2g = 0. (4.55)

A partir de estas ecuaciones, es posible ver que existen dos configuraciones de equi-

librio estable y una inestable. Las dos configuraciones estables vienen dadas por

(x1e, x2e) = (±
p

2Dm2g/k � (m2g/k)2, D � mg/k). Mientras que la configuración

inestable viene dada por (x1e, x2e) = (0, D � m2g/2k). Concentremonos en la config-

uración estable en la cual la masa m2 permanece a la derecha del origen:

(x1e, x2e) = (
p

2Dm2g/k � (m2g/k)2, D � m2g/k). (4.56)

Luego, las segundas derivadas de U evaluadas en este punto de equilibrio estable son:

@
2
U

@x
2
1

����
e

=
m2g(D + x2e)

D2
, (4.57)

@
2
U

@x1@x2

����
e

=
kx1ex2e

D2
, (4.58)

@
2
U

@x
2
2

����
e

=
k

D2

�
x
2
1e + 2x2

2e

�
. (4.59)

Con este resultado, vemos que (4.46) y (4.47) adquieren la forma:

¨�x1 +
m2g(D + x2e)

m1D
2

�x1 +
kx1ex2e

m1D
2
�x2 = 0, (4.60)

¨�x2 +
kx1ex2e

m2D
2
�x1 +

k

m2D
2

�
x
2
1e + 2x2

2e

�
�x2 = 0. (4.61)

4.5 Oscilaciones acopladas

En los ejemplos anteriores vimos cómo sistemas muy distintos conducen al mismo tipo

de ecuaciones de movimiento en torno a sus configuraciones de equilibrio estable. A
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continuación aprenderemos a resolver esta clase de ecuaciones de movimiento. Para

proceder de forma general, nos propondremos resolver el siguiente sistema de ecua-

ciones diferenciales lineales de segundo orden acopladas:

⇠̈1 + ⌦2
11⇠1 + ⌦2

12⇠2 = 0, (4.62)

⇠̈2 + ⌦2
21⇠1 + ⌦2

22⇠2 = 0, (4.63)

donde las variables ⇠1 y ⇠2 pueden ser cualquier par de grados de libertad, sin importar

si éstos corresponden a coordenadas cartesianas u otro tipo de coordenadas. Por otro

lado, las cantidades ⌦2
ij son constantes. Por ejemplo, en las ecuaciones (4.29) y (4.30)

del ejemplo de la Sección 4.2.1 tenemos ⇠1 = �, ⇠2 = x, ⌦11 = 2g
L , ⌦12 = �

k
mL ,

⌦21 = �g, y ⌦22 = k
m . Para lidiar con el sistema de ecuaciones (4.62) y (4.63),

podemos ordenar las variables ⇠1 y ⇠2 en un vector ~⇠ = (⇠1, ⇠2). De forma similar,

podemos ordenar los coeficientes ⌦2
ij en una matriz ⌦2 de la forma forma:

⌦2 =

✓
⌦2

11 ⌦2
12

⌦2
21 ⌦2

22

◆
. (4.64)

Gracias a esta organización, ahora podemos escribir las ecuaciones (4.62) y (4.63)

como una sola ecuación vectorial:

d
2

dt2
~⇠ + ⌦2~⇠ = 0. (4.65)

La notación ⌦2 puede resultar engañosa. ⌦2 es una matriz, y no una cantidad elevada

a la potencia 2.

4.5.1 Solución general

Dado que el sistema consiste en 2 ecuaciones diferenciales de segundo orden, necesari-

amente tendrán que haber 2 ⇥ 2 = 4 soluciones independientes. En otras palabras,

4 condiciones iniciales que satisfacer. Para proceder, notemos que ⌦2 es una matriz

de 2 ⇥ 2. Luego, debeŕıamos ser capaces de deducir los 2 valores propios !
2
a y sus

respectivos vectores propios ~ea, con a = I, II. Estos provienen de resolver la ecuación

de valores propios dada por

⌦2
~ea = !

2
a ~ea, a = I, II. (4.66)

Asumamos por el momento que los valores propios !2
a son reales y positivos. Es posible

demostrar que si los todos los valores propios son no-nulos, entonces los vectores
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propios ~ea forman una base completa. Esta base no es necesariamente ortogonal,

sin embargo, si la matriz ⌦2 es simétrica, entonces esta base será ortogonal. Dado

que una ecuación de valores propios no determina el largo de los vectores propios ~ea,

tenemos la libertad de ajustar sus largos de modo que estos sean vectores unitarios:

~eI · ~eI = 1, ~eII · ~eII = 1. (4.67)

Asumiendo que este es el caso, podemos denotar como � al ángulo entre ambos

vectores, de modo que

cos� = ~eI · ~eII . (4.68)

Para continuar, notemos ahora que, dado que los vectores ~ea conforman una base

completa, podemos escribir ~⇠(t) como una combinación lineal de los vectores ~ea. Esto

es, podemos escribir
~⇠(t) =

X

a

fa(t)~ea, (4.69)

donde los fa(t) son funciones del tiempo que aun debemos determinar. Luego, si

insertemos esta expresión en la ecuación (4.65), obtenemos:
X

a

f̈a(t)~ea +
X

a

fa(t)⌦
2
~ea = 0. (4.70)

Sin embargo, dado que ⌦2
~ea = !

2
a~ea, la expresión anterior se convierte en

X

a

h
f̈a(t) + !

2
afa(t)

i
~ea = 0. (4.71)

Pero dado que los vectores ~ea son linealmente independientes (puesto que conforman

una base), entonces la expresión anterior se satisface si y solo si

f̈a(t) + !
2
afa(t) = 0, a = I, II. (4.72)

En otras palabras, hemos intercambiado el desaf́ıo de resolver 2 ecuaciones diferen-

ciales lineales acopladas por el desaf́ıo de resolver 2 osciladores armónicos, de fre-

cuencias !a. Ya sabemos que las soluciones son de la forma fa(t) = Aa cos(!at) +

Ba sin(!at), donde !a ⌘
p

!2
a, por lo que finalmente obtenemos la solución general

~⇠(t) =
X

a

[Aa cos(!at) + Ba sin(!at)]~ea. (4.73)

Las constantes Aa y Ba corresponden a las 4 constantes de integración, y para de-

terminar sus valores debemos conocer las condiciones iniciales del sistema. Ahora
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podemos ver la relevancia de haber asumido que los valores propios !2
a sean reales y

positivos. De no serlos, el sistema habŕıa tenido soluciones que crecen en el tiempo,

alejándose del punto de equilibrio estable (que corresponde a la configuración ~⇠ = 0).

De modo que si, efectivamente estamos analizando un sistema cerca del equilibrio

estable, necesariamente ⌦2 será una matriz cuyos valores propios deben ser reales y

positivos.

4.6 Condiciones iniciales

Como hemos dicho, los coeficientes AI , BI , AII y BII pueden ser determinados im-

poniendo condiciones iniciales. Para ello, escribamos las velocidades asociadas a ~⇠

como ~v ⌘
d
dt
~⇠. Luego, es directo ver que

~v(t) =
X

a

!a [�Aa sin(!at) + Ba cos(!at)]~ea. (4.74)

Asumamos que en un tiempo inicial t = 0 las posiciones y velocidades son conocidas,

dadas por ~⇠0 = ~⇠(0) y ~v0 = ~v(0) respectivamente. Entonces, es posible verificar que

~⇠0 = AI~eI + AII~eII , (4.75)

~v0 = !IBI~eI + !IIBII~eII . (4.76)

Para determinar AI , BI , AII y BII , podemos proyectar ambas ecuaciones a lo largo

de ~eI y ~eII . Esta operación conduce a los siguientes resultados:

AI =
1

sin�2

h
~eI · ~⇠0 � ~eII · ~⇠0 cos�

i
, (4.77)

BI =
1

!I sin�2
[~eI · ~v0 � ~eII · ~v0 cos�] , (4.78)

AII =
1

sin�2

h
~eII · ~⇠0 � ~eI · ~⇠0 cos�

i
, (4.79)

BII =
1

!II sin�2
[~eII · ~v0 � ~eI · ~v0 cos�] . (4.80)
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Notemos de paso que si la matriz ⌦2 es simétrica, entonces cos� = 0, y obtenemos

resultados mucho más simples:

AI = ~eI · ~⇠0, (4.81)

BI =
1

!I
~eI · ~v0, (4.82)

AII = ~eII · ~⇠0, (4.83)

BII =
1

!II
~eII · ~v0. (4.84)

Mediante la adecuada elección de ~⇠0 y ~v0, podemos controlar los valores de AI , BI ,

AII y BII a nuestro antojo.

4.7 Modos normales

A continuación aprenderemos a visualizar el movimiento debido a la solución (4.73).

Notemos que estamos en presencia de dos osciladores armónicos cuyos movimientos

ocurren a lo largo de las direcciones ~eI y ~eII . A cada uno de estos movimientos se les

llama modo normal. Por lo tanto, la solución (4.73) consta de dos modos normales.

Nada nos impide representar a los vectores unitarios ~eI y ~eII en el plano ⇠1 y ⇠2, tal

como lo muestra la siguiente figura:

�1

<latexit sha1_base64="FXqEbVoR0yU+/fWj5L3D6/Tyu1A=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWMG2hDWWz3bRLN5uwOxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFR0ySZZtxniUx0O6SGS6G4jwIlb6ea0ziUvBWObmd+65FrIxL1gOOUBzEdKBEJRtFKfvdJ9LxeueJW3TnIKvFyUoEcjV75q9tPWBZzhUxSYzqem2IwoRoFk3xa6maGp5SN6IB3LFU05iaYzI+dkjOr9EmUaFsKyVz9PTGhsTHjOLSdMcWhWfZm4n9eJ8PoKpgIlWbIFVssijJJMCGzz0lfaM5Qji2hTAt7K2FDqilDm0/JhuAtv7xKmhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530AAfGAh4hld4c5Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/hr+OhQ==</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="yJXSvyJ3Qi+1im+nar4+Nu8xRVI=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lKQb0VvXisYFqhDWWznbRLN5uwuxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlk4yxdBniUjUQ0g1Ci7RN9wIfEgV0jgU2A5HNzO//YhK80Tem3GKQUwHkkecUWMlv/vEe7VeueJW3TnIKvFyUoEczV75q9tPWBajNExQrTuem5pgQpXhTOC01M00ppSN6AA7lkoaow4m82On5MwqfRIlypY0ZK7+npjQWOtxHNrOmJqhXvZm4n9eJzPRZTDhMs0MSrZYFGWCmITMPid9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HxKNgRv+eVV0qpVvXr16q5eaVzncRThBE7hHDy4gAbcQhN8YMDhGV7hzZHOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AIhDjoY=</latexit>

�eI

<latexit sha1_base64="lLbMD9Icacq9kdhPZluV9xCQbcc=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvegtgnlAsoTZSW8yZHZ2nZkNhJCf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdbye3tr6xuZXfLuzs7u0fFA+PGjpOFcM6i0WsWgHVKLjEuuFGYCtRSKNAYDMY3s785giV5rF8NOME/Yj2JQ85o8ZKrc4IGcHufbdYcsvuHGSVeBkpQYZat/jV6cUsjVAaJqjWbc9NjD+hynAmcFropBoTyoa0j21LJY1Q+5P5vVNyZpUeCWNlSxoyV39PTGik9TgKbGdEzUAvezPxP6+dmvDKn3CZpAYlWywKU0FMTGbPkx5XyIwYW0KZ4vZWwgZUUWZsRAUbgrf88ippXJS9Svn6oVKq3mRx5OEETuEcPLiEKtxBDerAQMAzvMKb8+S8OO/Ox6I152Qzx/AHzucPdtyPnQ==</latexit>

�eII

<latexit sha1_base64="zTgzYGRPKv15DcxL8s7A4J10aiM=">AAAB8nicbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqexKQb0VvdhbBfsB26Vk09k2NJssSbZQlv4MLx4U8eqv8ea/MW33oK0PBh7vzTAzL0w408Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWuZKgotKrlU3ZBo4ExAyzDDoZsoIHHIoROO7+d+ZwJKMymezDSBICZDwSJGibGS35sAxdDPGo1Zv1xxq+4CeJ14OamgHM1++as3kDSNQRjKida+5yYmyIgyjHKYlXqphoTQMRmCb6kgMeggW5w8wxdWGeBIKlvC4IX6eyIjsdbTOLSdMTEjverNxf88PzXRTZAxkaQGBF0uilKOjcTz//GAKaCGTy0hVDF7K6Yjogg1NqWSDcFbfXmdtK+qXq16+1ir1O/yOIroDJ2jS+Sha1RHD6iJWogiiZ7RK3pzjPPivDsfy9aCk8+coj9wPn8A1iCQ/A==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

De acuerdo a la ecuación (4.73), la solución general es una combinación lineal de un

movimiento armónico de frecuencia !I en la dirección ~eI , y un movimiento armónico

de frecuencia !II en la dirección ~eII . De hecho, siempre podemos ajustar las condi-

ciones iniciales para lograr que el sistema oscile solo a lo largo de ~eI o solo a lo largo
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de ~eII . Por otro lado, en general no será posible encontrar condiciones iniciales tal

que el movimiento solo ocurra en ⇠1 o en ⇠2 respectivamente. Es decir, los osciladores

acoplados se caracterizan por combinar el movimiento a lo largo de ⇠1 y ⇠2 a través

de modos normales.

Por ejemplo, en la figura anterior, podemos ver que para el modo normal I si ⇠1 crece

(o decrece), entonces necesariamente ⇠2 debe crecer (o decrecer) simultáneamente. Por

otro lado, para el modo normal II, si ⇠1 crece (o decrece), entonces necesariamente

⇠2 debe decrecer (o crecer) simultáneamente. Esta situación puede ser caracterizada

mediante el siguiente diagrama:

�1

<latexit sha1_base64="FXqEbVoR0yU+/fWj5L3D6/Tyu1A=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWMG2hDWWz3bRLN5uwOxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFR0ySZZtxniUx0O6SGS6G4jwIlb6ea0ziUvBWObmd+65FrIxL1gOOUBzEdKBEJRtFKfvdJ9LxeueJW3TnIKvFyUoEcjV75q9tPWBZzhUxSYzqem2IwoRoFk3xa6maGp5SN6IB3LFU05iaYzI+dkjOr9EmUaFsKyVz9PTGhsTHjOLSdMcWhWfZm4n9eJ8PoKpgIlWbIFVssijJJMCGzz0lfaM5Qji2hTAt7K2FDqilDm0/JhuAtv7xKmhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530AAfGAh4hld4c5Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/hr+OhQ==</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="yJXSvyJ3Qi+1im+nar4+Nu8xRVI=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lKQb0VvXisYFqhDWWznbRLN5uwuxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlk4yxdBniUjUQ0g1Ci7RN9wIfEgV0jgU2A5HNzO//YhK80Tem3GKQUwHkkecUWMlv/vEe7VeueJW3TnIKvFyUoEczV75q9tPWBajNExQrTuem5pgQpXhTOC01M00ppSN6AA7lkoaow4m82On5MwqfRIlypY0ZK7+npjQWOtxHNrOmJqhXvZm4n9eJzPRZTDhMs0MSrZYFGWCmITMPid9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HxKNgRv+eVV0qpVvXr16q5eaVzncRThBE7hHDy4gAbcQhN8YMDhGV7hzZHOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AIhDjoY=</latexit>

�1

<latexit sha1_base64="FXqEbVoR0yU+/fWj5L3D6/Tyu1A=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWMG2hDWWz3bRLN5uwOxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFR0ySZZtxniUx0O6SGS6G4jwIlb6ea0ziUvBWObmd+65FrIxL1gOOUBzEdKBEJRtFKfvdJ9LxeueJW3TnIKvFyUoEcjV75q9tPWBZzhUxSYzqem2IwoRoFk3xa6maGp5SN6IB3LFU05iaYzI+dkjOr9EmUaFsKyVz9PTGhsTHjOLSdMcWhWfZm4n9eJ8PoKpgIlWbIFVssijJJMCGzz0lfaM5Qji2hTAt7K2FDqilDm0/JhuAtv7xKmhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530AAfGAh4hld4c5Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/hr+OhQ==</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="yJXSvyJ3Qi+1im+nar4+Nu8xRVI=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lKQb0VvXisYFqhDWWznbRLN5uwuxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlk4yxdBniUjUQ0g1Ci7RN9wIfEgV0jgU2A5HNzO//YhK80Tem3GKQUwHkkecUWMlv/vEe7VeueJW3TnIKvFyUoEczV75q9tPWBajNExQrTuem5pgQpXhTOC01M00ppSN6AA7lkoaow4m82On5MwqfRIlypY0ZK7+npjQWOtxHNrOmJqhXvZm4n9eJzPRZTDhMs0MSrZYFGWCmITMPid9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HxKNgRv+eVV0qpVvXr16q5eaVzncRThBE7hHDy4gAbcQhN8YMDhGV7hzZHOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AIhDjoY=</latexit>

Modo I:

<latexit sha1_base64="QIRkt8v8Hoe2yTdXSeAI5zWxLh8=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewGwccp6EUPQgTzgGQJs7OzyZDZmWVmVghLPsKLB0W8+j3e/BsnyR40saChqOqmuytIONPGdb+dwsrq2vpGcbO0tb2zu1feP2hpmSpCm0RyqToB1pQzQZuGGU47iaI4DjhtB6Obqd9+okozKR7NOKF+jAeCRYxgY6X2vQwlurvqlytu1Z0BLRMvJxXI0eiXv3qhJGlMhSEca9313MT4GVaGEU4npV6qaYLJCA9o11KBY6r9bHbuBJ1YJUSRVLaEQTP190SGY63HcWA7Y2yGetGbiv953dREF37GRJIaKsh8UZRyZCSa/o5CpigxfGwJJorZWxEZYoWJsQmVbAje4svLpFWremfVy4dapX6dx1GEIziGU/DgHOpwCw1oAoERPMMrvDmJ8+K8Ox/z1oKTzxzCHzifP2xyjvw=</latexit>

Modo II:

<latexit sha1_base64="A1zcDeuNXrt7qH13/iFF9+NJxhg=">AAAB73icbVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjNBcDkFvZiDEMEskAyhp6cnadLTPXb3CGHIT3jxoIhXf8ebf2NnOWjig4LHe1VU1QsSzrRx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3D5paporQBpFcqnaANeVM0IZhhtN2oiiOA05bwfBm4reeqNJMigczSqgf475gESPYWKl9J0OJarWrXrHklt0p0DLx5qQEc9R7xa9uKEkaU2EIx1p3PDcxfoaVYYTTcaGbappgMsR92rFU4JhqP5veO0YnVglRJJUtYdBU/T2R4VjrURzYzhibgV70JuJ/Xic10YWfMZGkhgoyWxSlHBmJJs+jkClKDB9Zgoli9lZEBlhhYmxEBRuCt/jyMmlWyt5Z+fK+Uqpez+PIwxEcwyl4cA5VuIU6NIAAh2d4hTfn0Xlx3p2PWWvOmc8cwh84nz8CVo9P</latexit>

�1

<latexit sha1_base64="FXqEbVoR0yU+/fWj5L3D6/Tyu1A=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWMG2hDWWz3bRLN5uwOxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFR0ySZZtxniUx0O6SGS6G4jwIlb6ea0ziUvBWObmd+65FrIxL1gOOUBzEdKBEJRtFKfvdJ9LxeueJW3TnIKvFyUoEcjV75q9tPWBZzhUxSYzqem2IwoRoFk3xa6maGp5SN6IB3LFU05iaYzI+dkjOr9EmUaFsKyVz9PTGhsTHjOLSdMcWhWfZm4n9eJ8PoKpgIlWbIFVssijJJMCGzz0lfaM5Qji2hTAt7K2FDqilDm0/JhuAtv7xKmhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530AAfGAh4hld4c5Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/hr+OhQ==</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="yJXSvyJ3Qi+1im+nar4+Nu8xRVI=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lKQb0VvXisYFqhDWWznbRLN5uwuxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlk4yxdBniUjUQ0g1Ci7RN9wIfEgV0jgU2A5HNzO//YhK80Tem3GKQUwHkkecUWMlv/vEe7VeueJW3TnIKvFyUoEczV75q9tPWBajNExQrTuem5pgQpXhTOC01M00ppSN6AA7lkoaow4m82On5MwqfRIlypY0ZK7+npjQWOtxHNrOmJqhXvZm4n9eJzPRZTDhMs0MSrZYFGWCmITMPid9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HxKNgRv+eVV0qpVvXr16q5eaVzncRThBE7hHDy4gAbcQhN8YMDhGV7hzZHOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AIhDjoY=</latexit>

�1

<latexit sha1_base64="FXqEbVoR0yU+/fWj5L3D6/Tyu1A=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWMG2hDWWz3bRLN5uwOxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg6777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFR0ySZZtxniUx0O6SGS6G4jwIlb6ea0ziUvBWObmd+65FrIxL1gOOUBzEdKBEJRtFKfvdJ9LxeueJW3TnIKvFyUoEcjV75q9tPWBZzhUxSYzqem2IwoRoFk3xa6maGp5SN6IB3LFU05iaYzI+dkjOr9EmUaFsKyVz9PTGhsTHjOLSdMcWhWfZm4n9eJ8PoKpgIlWbIFVssijJJMCGzz0lfaM5Qji2hTAt7K2FDqilDm0/JhuAtv7xKmhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530AAfGAh4hld4c5Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/hr+OhQ==</latexit>

�2

<latexit sha1_base64="yJXSvyJ3Qi+1im+nar4+Nu8xRVI=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lKQb0VvXisYFqhDWWznbRLN5uwuxFL6W/w4kERr/4gb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlk4yxdBniUjUQ0g1Ci7RN9wIfEgV0jgU2A5HNzO//YhK80Tem3GKQUwHkkecUWMlv/vEe7VeueJW3TnIKvFyUoEczV75q9tPWBajNExQrTuem5pgQpXhTOC01M00ppSN6AA7lkoaow4m82On5MwqfRIlypY0ZK7+npjQWOtxHNrOmJqhXvZm4n9eJzPRZTDhMs0MSrZYFGWCmITMPid9rpAZMbaEMsXtrYQNqaLM2HxKNgRv+eVV0qpVvXr16q5eaVzncRThBE7hHDy4gAbcQhN8YMDhGV7hzZHOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AIhDjoY=</latexit>

Para familiarizarnos con estas ideas, revisemos los modos normales del ejemplo 3

analizado en la Sección 4.4.1. Para simplificar nuestro análisis, consideremos el caso

en que ambas masas son idénticas m1 = m2 = m. Luego, contamos con el siguiente

set the ecuaciones acopladas

¨�x1 +
2k

m
�x1 �

k

m
�x2 = 0, (4.85)

¨�x2 �
k

m
�x1 +

2k

m
�x2 = 0. (4.86)

Esto nos permite identificar a la matriz ⌦2 como

⌦2 =

✓
2k
m �

k
m

�
k
m

2k
m

◆
. (4.87)

Los valores propios de esta matriz corresponden a las ráıces de la ecuación det(⌦2
�

!
2
I) = 0, la que en el presente caso adquiere la forma

!
4
� 4!2 k

m
+ 3

k
2

m2
= 0. (4.88)
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Las dos soluciones de esta ecuación son

!
2
I =

k

m
, !

2
II = 3

k

m
. (4.89)

Luego, los correspondientes auto-vectores normalizados son:

~eI =
1

p
2

✓
1

1

◆
, (4.90)

~eII =
1

p
2

✓
1

�1

◆
. (4.91)

Notemos que estos son ortogonales, lo que es una consecuencia del hecho de que ⌦2

es una matriz simétrica. La orientación de estos vectores puede ser visualizada en el

plano �x1 y �x2 de la siguiente manera

�eI

<latexit sha1_base64="lLbMD9Icacq9kdhPZluV9xCQbcc=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvegtgnlAsoTZSW8yZHZ2nZkNhJCf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdbye3tr6xuZXfLuzs7u0fFA+PGjpOFcM6i0WsWgHVKLjEuuFGYCtRSKNAYDMY3s785giV5rF8NOME/Yj2JQ85o8ZKrc4IGcHufbdYcsvuHGSVeBkpQYZat/jV6cUsjVAaJqjWbc9NjD+hynAmcFropBoTyoa0j21LJY1Q+5P5vVNyZpUeCWNlSxoyV39PTGik9TgKbGdEzUAvezPxP6+dmvDKn3CZpAYlWywKU0FMTGbPkx5XyIwYW0KZ4vZWwgZUUWZsRAUbgrf88ippXJS9Svn6oVKq3mRx5OEETuEcPLiEKtxBDerAQMAzvMKb8+S8OO/Ox6I152Qzx/AHzucPdtyPnQ==</latexit>

�eII

<latexit sha1_base64="zTgzYGRPKv15DcxL8s7A4J10aiM=">AAAB8nicbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqexKQb0VvdhbBfsB26Vk09k2NJssSbZQlv4MLx4U8eqv8ea/MW33oK0PBh7vzTAzL0w408Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWuZKgotKrlU3ZBo4ExAyzDDoZsoIHHIoROO7+d+ZwJKMymezDSBICZDwSJGibGS35sAxdDPGo1Zv1xxq+4CeJ14OamgHM1++as3kDSNQRjKida+5yYmyIgyjHKYlXqphoTQMRmCb6kgMeggW5w8wxdWGeBIKlvC4IX6eyIjsdbTOLSdMTEjverNxf88PzXRTZAxkaQGBF0uilKOjcTz//GAKaCGTy0hVDF7K6Yjogg1NqWSDcFbfXmdtK+qXq16+1ir1O/yOIroDJ2jS+Sha1RHD6iJWogiiZ7RK3pzjPPivDsfy9aCk8+coj9wPn8A1iCQ/A==</latexit>

�x1

<latexit sha1_base64="A/THXE6PWUAbyf0BWKuBgFtka9A=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9sQ9lsJu3SzSbsbsRS+i+8eFDEq//Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBVcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqZNMMWywRCSqHVCNgktsGG4EtlOFNA4EtoLhzdRvPaLSPJH3ZpSiH9O+5BFn1FjpoRuiMJQ89bxeueJW3RnIMvFyUoEc9V75qxsmLItRGiao1h3PTY0/pspwJnBS6mYaU8qGtI8dSyWNUfvj2cUTcmKVkESJsiUNmam/J8Y01noUB7YzpmagF72p+J/XyUx06Y+5TDODks0XRZkgJiHT90nIFTIjRpZQpri9lbABVZQZG1LJhuAtvrxMmmdV77x6dXdeqV3ncRThCI7hFDy4gBrcQh0awEDCM7zCm6OdF+fd+Zi3Fpx85hD+wPn8AfU1kHg=</latexit>

�x2

<latexit sha1_base64="EZNYjET23XaIIjC+9TeOYXiGWw8=">AAAB8XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyGgHoLevEYwTwwWcLsbCcZMju7zMyKIeQvvHhQxKt/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGNzO/9YhK81jem3GCfkQHkvc5o8ZKD90QhaHkqVfpFUtu2Z2DrBIvIyXIUO8Vv7phzNIIpWGCat3x3MT4E6oMZwKnhW6qMaFsRAfYsVTSCLU/mV88JWdWCUk/VrakIXP198SERlqPo8B2RtQM9bI3E//zOqnpX/oTLpPUoGSLRf1UEBOT2fsk5AqZEWNLKFPc3krYkCrKjA2pYEPwll9eJc1K2auWr+6qpdp1FkceTuAUzsGDC6jBLdShAQwkPMMrvDnaeXHenY9Fa87JZo7hD5zPH/a5kHk=</latexit>

Estos vectores unitarios nos revelan los dos modos de movimiento. El primer modo

corresponde a un movimiento de frecuencia !I =
p

k/m tal que ambas masas se

mueven simultáneamente hacia la derecha o hacia la izquierda. Es decir, si la primera

masa se encuentra en la posición �x1 = ` (hacia la derecha de su posición de equi-

librio), entonces la segunda masa estará en la posición �x2 = ` (hacia la derecha

de su posición de equilibrio), o viceversa. Por otro lado, el segundo modo consiste

en un movimiento de frecuencia !II =
p
k/m tal que ambas masas se mueven si-

multáneamente en direcciones opuestas. Esto quiere decir que si la primera masa

se encuentra en la posición �x1 = ` (hacia la derecha de su posición de equilibrio),

entonces la segunda masa estará en la posición �x2 = �` (hacia la izquierda de su

posición de equilibrio), o viceversa. La siguiente figura muestra los dos modos:

148



x1,e

<latexit sha1_base64="B5IIii/EW1cj36E4t+Niv9Vs1ZE=">AAAB9HicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4kLIrBfVW9OKxgv2AdinZNNuGJtk1yRbLsr/DiwdFvPpjvPlvTNs9aOuDgcd7M8zMC2LOtHHdb2dldW19Y7OwVdze2d3bLx0cNnWUKEIbJOKRagdYU84kbRhmOG3HimIRcNoKRrdTvzWmSrNIPphJTH2BB5KFjGBjJf+pl3rnaVcJRLOsVyq7FXcGtEy8nJQhR71X+ur2I5IIKg3hWOuO58bGT7EyjHCaFbuJpjEmIzygHUslFlT76ezoDJ1apY/CSNmSBs3U3xMpFlpPRGA7BTZDvehNxf+8TmLCKz9lMk4MlWS+KEw4MhGaJoD6TFFi+MQSTBSztyIyxAoTY3Mq2hC8xZeXSfOi4lUr1/fVcu0mj6MAx3ACZ+DBJdTgDurQAAKP8Ayv8OaMnRfn3fmYt644+cwR/IHz+QN2OpHs</latexit>

x2,e

<latexit sha1_base64="n9mQ6pv4nHsjjEfbid/cSyRkZfc=">AAAB9HicbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgQcpuKai3ohePFewHtEvJptM2NMmuSbZYlv0dXjwo4tUf481/Y9ruQVsfDDzem2FmXhBxpo3rfju5tfWNza38dmFnd2//oHh41NRhrCg0aMhD1Q6IBs4kNAwzHNqRAiICDq1gfDvzWxNQmoXywUwj8AUZSjZglBgr+U+9pHKRdJXAkKa9Ysktu3PgVeJlpIQy1HvFr24/pLEAaSgnWnc8NzJ+QpRhlENa6MYaIkLHZAgdSyURoP1kfnSKz6zSx4NQ2ZIGz9XfEwkRWk9FYDsFMSO97M3E/7xObAZXfsJkFBuQdLFoEHNsQjxLAPeZAmr41BJCFbO3YjoiilBjcyrYELzll1dJs1L2quXr+2qpdpPFkUcn6BSdIw9dohq6Q3XUQBQ9omf0it6cifPivDsfi9ack80coz9wPn8Ad8eR7Q==</latexit>

m1

<latexit sha1_base64="qHXsMYu3Q9ZwL1htq7AucZzMXL8=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPci+3y9XvKo3B14lfk4qkKPRL3/1BjFNJVOWCmJM1/cSG2REW04Fm5Z6qWEJoWMyZF1HFZHMBNn81Ck+c8oAR7F2pSyeq78nMiKNmcjQdUpiR2bZm4n/ed3URldBxlWSWqboYlGUCmxjPPsbD7hm1IqJI4Rq7m7FdEQ0odalU3Ih+Msvr5LWRdWvVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bh0uowx00oAkUhvAMr/CGBHpB7+hj0VpA+cwx/AH6/AH+v42h</latexit>

m2

<latexit sha1_base64="n17RP14j92ZAbTumBOZ4WvC2qUo=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyWgnorevFY0dZCu5Rsmm1Dk+ySZIWy9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YSK4sZ73jQpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCobeJUU9aisYh1JySGCa5Yy3IrWCfRjMhQsMdwfDPzH5+YNjxWD3aSsECSoeIRp8Q66V72a/1yxat6c+BV4uekAjma/fJXbxDTVDJlqSDGdH0vsUFGtOVUsGmplxqWEDomQ9Z1VBHJTJDNT53iM6cMcBRrV8riufp7IiPSmIkMXackdmSWvZn4n9dNbXQZZFwlqWWKLhZFqcA2xrO/8YBrRq2YOEKo5u5WTEdEE2pdOiUXgr/88ipp16p+vXp1V680rvM4inACp3AOPlxAA26hCS2gMIRneIU3JNALekcfi9YCymeO4Q/Q5w8AUo2i</latexit>

m1

<latexit sha1_base64="qHXsMYu3Q9ZwL1htq7AucZzMXL8=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPci+3y9XvKo3B14lfk4qkKPRL3/1BjFNJVOWCmJM1/cSG2REW04Fm5Z6qWEJoWMyZF1HFZHMBNn81Ck+c8oAR7F2pSyeq78nMiKNmcjQdUpiR2bZm4n/ed3URldBxlWSWqboYlGUCmxjPPsbD7hm1IqJI4Rq7m7FdEQ0odalU3Ih+Msvr5LWRdWvVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bh0uowx00oAkUhvAMr/CGBHpB7+hj0VpA+cwx/AH6/AH+v42h</latexit>

m2

<latexit sha1_base64="n17RP14j92ZAbTumBOZ4WvC2qUo=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyWgnorevFY0dZCu5Rsmm1Dk+ySZIWy9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YSK4sZ73jQpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCobeJUU9aisYh1JySGCa5Yy3IrWCfRjMhQsMdwfDPzH5+YNjxWD3aSsECSoeIRp8Q66V72a/1yxat6c+BV4uekAjma/fJXbxDTVDJlqSDGdH0vsUFGtOVUsGmplxqWEDomQ9Z1VBHJTJDNT53iM6cMcBRrV8riufp7IiPSmIkMXackdmSWvZn4n9dNbXQZZFwlqWWKLhZFqcA2xrO/8YBrRq2YOEKo5u5WTEdEE2pdOiUXgr/88ipp16p+vXp1V680rvM4inACp3AOPlxAA26hCS2gMIRneIU3JNALekcfi9YCymeO4Q/Q5w8AUo2i</latexit>

Modo I:

<latexit sha1_base64="QIRkt8v8Hoe2yTdXSeAI5zWxLh8=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewGwccp6EUPQgTzgGQJs7OzyZDZmWVmVghLPsKLB0W8+j3e/BsnyR40saChqOqmuytIONPGdb+dwsrq2vpGcbO0tb2zu1feP2hpmSpCm0RyqToB1pQzQZuGGU47iaI4DjhtB6Obqd9+okozKR7NOKF+jAeCRYxgY6X2vQwlurvqlytu1Z0BLRMvJxXI0eiXv3qhJGlMhSEca9313MT4GVaGEU4npV6qaYLJCA9o11KBY6r9bHbuBJ1YJUSRVLaEQTP190SGY63HcWA7Y2yGetGbiv953dREF37GRJIaKsh8UZRyZCSa/o5CpigxfGwJJorZWxEZYoWJsQmVbAje4svLpFWremfVy4dapX6dx1GEIziGU/DgHOpwCw1oAoERPMMrvDmJ8+K8Ox/z1oKTzxzCHzifP2xyjvw=</latexit>

Modo II:

<latexit sha1_base64="A1zcDeuNXrt7qH13/iFF9+NJxhg=">AAAB73icbVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjNBcDkFvZiDEMEskAyhp6cnadLTPXb3CGHIT3jxoIhXf8ebf2NnOWjig4LHe1VU1QsSzrRx3W8nt7K6tr6R3yxsbe/s7hX3D5paporQBpFcqnaANeVM0IZhhtN2oiiOA05bwfBm4reeqNJMigczSqgf475gESPYWKl9J0OJarWrXrHklt0p0DLx5qQEc9R7xa9uKEkaU2EIx1p3PDcxfoaVYYTTcaGbappgMsR92rFU4JhqP5veO0YnVglRJJUtYdBU/T2R4VjrURzYzhibgV70JuJ/Xic10YWfMZGkhgoyWxSlHBmJJs+jkClKDB9Zgoli9lZEBlhhYmxEBRuCt/jyMmlWyt5Z+fK+Uqpez+PIwxEcwyl4cA5VuIU6NIAAh2d4hTfn0Xlx3p2PWWvOmc8cwh84nz8CVo9P</latexit>

Por cierto, no es dif́ıcil entender por qué el primer modo tiene frecuencia k/m. Note-

mos que si ambas masas se mueven de forma simultánea hacia la izquierda o derecha,

entonces el resorte que las une nunca se estira o se contrae. Es decir, permanece con

su largo natural intacto. Luego, quienes se encargan de mantener al sistema oscilando

son los resortes de los extremos. El resorte que une a la primera masa con la pared

izquierda mantiene a la primera masa oscilando, y el resorte que une a la segunda

masa con la pared derecha mantiene a la segunda masa oscilando. Por otro lado, en

el movimiento del segundo modo todas los resortes están ejerciendo actuando sobre

las masas, por lo que resulta natural que la frecuencia del segundo modo sea mayor

que la del primer modo.

4.8 Oscilador forzado

Estudiemos ahora otro tipo de fenómeno relevante relacionado con pequeñas per-

turbaciones. Hay situaciones en las cuales un agente externo afecta a un sistema

mediante fuerzas periódicas en el tiempo. Si el sistema está cerca del equilibrio es-

table, entonces esta fuerza periódica hará que el sistema comience a oscilar en torno

al equilibrio estable. ¿Cómo será este movimiento? Consideremos el caso de una

part́ıcula de masa m confinada a una dimensión descrita por una variable cartesiana

x sobre la cual actúa una fuerza externa oscilatoria F = F0 cos(⌦0t). La segunda ley

de Newton tendrá la forma

mẍ+
@
2
U

@x2
(x � xe) = F0 cos(⌦0t), (4.92)
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donde xe es la posición de equilibrio estable que minimiza al potencial del sistema.

Escribamos esta ecuación de la siguiente manera

�̈x+ !
2
0�x = Q0 cos(⌦0t), (4.93)

donde, como de costumbre, �x ⌘ x � xe, y !
2
0 ⌘ U

00(xe)/m. Además, definimos

Q0 = F0/m. Esta es una ecuación diferencial lineal de segundo orden inhomogénea.

Al término del lado derecho, habitualmente se le llama “fuente”. Notemos que en la

ausencia de una fuente (esto es, en ausencia del agente externo), el sistema consiste en

un oscilador armónico de frecuencia !0. Sin embargo, la fuente contiene una depen-

dencia temporal armónica de frecuencia ⌦0, por lo que esperamos que el movimiento

final de la part́ıcula tenga un comportamiento donde ambas frecuencias jueguen un

rol.

La solución general de (4.93) consiste en la suma �x = �xh + �xp de la solución

homogénea �xh (es decir, aquella que resuelve la ecuación para el caso Q0 = 0), y la

solución particular �xh (que depende de Q y no contiene constantes de integración).

Ya conocemos la solución homogénea, que viene dada por

�xh(t) = A cos(!0t) + B sin(!0t). (4.94)

La solución particular puede ser encontrada mediante una adivinanza. Dado que la

fuente es proporcional a cos(⌦0t), apostaremos a que la solución particular también

es proporcional a cos(⌦0t). Es decir:

�xp(t) = X0 cos(⌦0t), (4.95)

donde X0 es una constante que debemos determinar. Insertando esta adivinanza en

(4.93) obtenemos directamente

X0 =
Q0

!
2
0 � ⌦2

0

. (4.96)

Luego, la solución general viene dada por

�x(t) = A cos(!0t) + B sin(!0t) +
Q0

!
2
0 � ⌦2

0

cos(⌦0t). (4.97)

Esta solución consiste en una combinación lineal de funciones armónicas de frecuencias

!0 y ⌦0. Notemos, sin embargo, que la amplitud de la contribución de frecuencia ⌦0

no depende de las condiciones iniciales, al contrario de lo que ocurre con la parte

homogénea.
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Debiera llamarnos la atención que cuando ⌦0 = !0 el denominador del tercer

término de (4.97) se anula, con lo cual la solución se indefine. Pero esto es solo

aparente. Aún no hemos impuesto condiciones iniciales, las que necesariamente de-

terminarán las constantes A y B en función de la posición y velocidad iniciales, al

igual que las constantes !0 y ⌦0. Para proceder con esto, supongamos que en t = 0 la

posición y velocidad de la masa vienen dadas por �x(0) = �x0 y ˙�x(0) = v0. Luego,

la ecuación (4.97) nos conduce a las siguientes expresiones entre el par (�x0, v0) y

(A,B):

�x0 = A+
Q0

!
2
0 � ⌦2

0

, (4.98)

v0 = !0B. (4.99)

Despejando A y B, la solución general finalmente adquiere la forma:

�x(t) =


�x0 �

Q0

!
2
0 � ⌦2

0

�
cos(!0t) +

v0

!0
sin(!0t) +

Q0

!
2
0 � ⌦2

0

cos(⌦0t). (4.100)

De esta forma, vemos que el denominador !2
0 � ⌦2

0 ahora está presente en el primer

término. Esto es afortunado, ya que, como veremos en el análisis de la siguiente

sección, esto elimina la indefinición de la solución general en el caso ⌦2
0 = !

2
0.

4.8.1 Resonancia

Estudiemos el caso en que ⌦2
0 = !

2
0. Para lidiar con este caso, conviene re-ordenar los

términos de la ecuación (4.100) de tal manera que el denominador !2
0 � ⌦2

0 aparezca

en un solo término:

�x(t) = �x0 cos(!0t) +
v0

!0
sin(!0t) +

Q0

!
2
0 � ⌦2

0

[cos(⌦0t) � cos(!0t)] . (4.101)

Aqúı podemos apreciar que el término proporcional a Q0 no se indefinirá para ⌦2
0 =

!
2
0. En efecto, al mismo tiempo que el denominador !2

0�⌦2
0 se anula, es posible ver que

el término cos(⌦0t) � cos(!0t) también lo hará. Para avanzar, examinemos el ĺımite

⌦0 ! !0 en (4.101). Esto lo podemos hacer escribiendo ⌦0 = !0 + ✏, expandiendo

todo en serie de Taylor, y luego examinar el ĺımite ✏ ! 0. Se obtiene:

�x(t) = �x0 cos(!0t) +
v0

!0
sin(!0t) + t

Q0

2!0
sin(!0t). (4.102)

Esta expresión es muy interesante: La amplitud del tercer término tiene un crec-

imiento lineal con respecto al tiempo t. Sin importar los valores de las condiciones
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iniciales, ni la magnitud de la fuerza F0, la fuente induce sobre el sistema un com-

portamiento tal que la amplitud de oscilación de la part́ıcula crezca hasta que las

oscilaciones dejen de ser pequeñas (es decir, hasta que la aproximación de pequeñas

oscilaciones deja de ser válida). A este fenómeno se le llama resonancia. Recordemos

que los sistemas f́ısicos habitualmente son encontrados en sus configuraciones de equi-

librio estable (debido, por ejemplo, al roce que tienen con su entorno). Aqúı vemos

que hay una forma de sacar drásticamente a los sistemas de su equilibrio sin recurrir

a fuerzas de gran magnitud. ¡La clave está en la frecuencia!

4.8.2 Ejemplo

Consideremos como ejemplo el siguiente dispositivo, donde una varilla de largo L une

a un bloque B a un disco motriz de radio R que gira a una rapidez angular constante

⌦0. El bloque B puede deslizar a lo largo de otra varilla, sobre el cual también desliza

un bloque de masa m, unida al primer bloque mediante un resorte de largo natural

D, y constante elástica k (ver figura).

m

<latexit sha1_base64="Y/m7QO0Q9B60/d96H5fRVtLZZ5Q=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto5TxbDFYhGrbkA1Ci6xZbgR2E0U0igQ2Akmd3O/84RK81g+mGmCfkRHkoecUWOlZjQoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX1atXbZq1Sr+VxFOEMzuESPLiGOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MH1TeM7w==</latexit>

�0

<latexit sha1_base64="WOgYV4tGP+iVrYlWLwu78GHj4SE=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FL96sYD+gDWWznbRLd5O4uxFK6J/w4kERr/4db/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ch5hw3AjsJ0opDIQ2ApGN1O/9YRK8zh6MOMEfUkHEQ85o8ZK7e6dxAHtub1yxa26M5Bl4uWkAjnqvfJXtx+zVGJkmKBadzw3MX5GleFM4KTUTTUmlI3oADuWRlSi9rPZvRNyYpU+CWNlKzJkpv6eyKjUeiwD2ympGepFbyr+53VSE176GY+S1GDE5ovCVBATk+nzpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBkbUcmG4C2+vEyaZ1XvvHp1f16pXedxFOEIjuEUPLiAGtxCHRrAQMAzvMKb8+i8OO/Ox7y14OQzh/AHzucPiqOPqg==</latexit>

R

<latexit sha1_base64="FmS19wKVtyU2RMbzbeZl4lWZ93k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMxDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+n2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A7CBjOI=</latexit>

L

<latexit sha1_base64="pj7Vh9GyVkna0pxsEqh7tiQpBAs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHZBGwuLBMwHJEfY28wla/b2jt09IYT8AhsLRWz9SXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRrczv/WESvNYPphxgn5EB5KHnFFjpfp9r1hyy+4cZJV4GSlBhlqv+NXtxyyNUBomqNYdz02MP6HKcCZwWuimGhPKRnSAHUsljVD7k/mhU3JmlT4JY2VLGjJXf09MaKT1OApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8MqfcJmkBiVbLApTQUxMZl+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw2BRuCt/zyKmlelL1K+bpeKVVvsjjycAKncA4eXEIV7qAGDWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaM052cwx/IHz+QOnaYzc</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="XGN1jUi08GfUy6JulkYD5xIylBc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJIQb0V9OCxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut7Oyura+sVnYKm7v7O7tlw4OmyZONeMNFstYtwNquBSKN1Cg5O1EcxoFkreC0c3Ubz1xbUSsHnGccD+iAyVCwSha6WF0ftsrld2KOwNZJl5OypCj3it9dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySfFbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduqEnFqlT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMrPxMqSZErNl8UppJgTKZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2naINwVt8eZk0LypetXJ9Xy3XqnkcBTiGEzgDDy6hBndQhwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxsqNcQ==</latexit>

B

<latexit sha1_base64="XM26jmo/fhfN6x8/TN7v75ms40A=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL2FePGYgHlAsoTZSW8yZnZ2mZkVQsgXePGgiFc/yZt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYng2rjut5Pb2Nza3snvFvb2Dw6PiscnLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M7+Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKjVq/WHLL7gJknXgZKUGGer/41RvELI1QGiao1l3PTYw/pcpwJnBW6KUaE8rGdIhdSyWNUPvTxaEzcmGVAQljZUsaslB/T0xppPUkCmxnRM1Ir3pz8T+vm5rwxp9ymaQGJVsuClNBTEzmX5MBV8iMmFhCmeL2VsJGVFFmbDYFG4K3+vI6aV2VvUr5tlEpVWtZHHk4g3O4BA+uoQr3UIcmMEB4hld4cx6dF+fd+Vi25pxs5hT+wPn8AZhBjNI=</latexit>

Deduzcamos la ecuación de movimiento del bloque m para el caso L � R (de modo

que podamos hacer algunas aproximaciones). Para ello, supongamos que en t = 0 la

varilla se encuentra dispuesta de manera horizontal, hacia la derecha del centro del

origen. Si ubicamos al origen en el centro del disco, vemos que la posición del bloque

B viene dado por:

xB(t) =
q

L2 � R2 sin2(⌦0t) +R cos(⌦0t). (4.103)
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La fuerza que ejerce el bloque B sobre la masa m por medio del resorte, viene dada

por F = �k (x � xB(t)). Luego, usando L � R, obtenemos

F ' �k(x � L) + kR cos(⌦0t). (4.104)

Insertando este resultado en la segunda ley de Newton, obtenemos la siguiente ecuación

de movimiento:

ẍ+
k

m
(x � L) =

kR

m
cos(⌦0t). (4.105)

De esta forma, vemos que la frecuencia natural de oscilación del sistema es !0 =p
k/m, mientras que la fuente tiene una amplitud Q0 = kR/m y una frecuencia de

oscilación ⌦0 (la rapidez angular del disco). Si ⌦0 =
p
k/m, el sistema entra en

resonancia, y la masa comenzará a oscilar cada vez más con mayor amplitud.

4.9 Oscilador forzado amortiguado

Evidentemente la solución (4.102) no puede ser válida por siempre. Por ejemplo,

dado que la amplitud de las oscilaciones crece en el tiempo, en algún momento la

aproximación de pequeñas oscilaciones tendrá que dejar de ser válida. Otra razón

por la cual la solución (4.102) no es enteramente confiable, es que no considera el

efecto del roce sobre el sistema. Cuando el sistema está en resonancia, la fuerza

armónica F0 cos(!0t) inyecta enerǵıa la sistema de forma eficiente, sin embargo, esta

enerǵıa se disipará debido al roce. Consideremos qué ocurre cuando incluimos roce

viscoso en la descripción. En este caso, la ecuación (4.92) adquiere la forma

mẍ+ cẋ+
@
2
U

@x2

����
e

(x � xe) = F0 cos(⌦0t), (4.106)

donde c es el coeficiente de roso viscoso. Luego, sustituyendo �x = x�xe, � = c/2m,

!
2
0 = U

00(xe), y Q0 = F0/m, obtenemos la ecuación diferencial:

�̈x+ 2� ˙�x+ !
2
0�x = Q0 cos(⌦0t). (4.107)

Para proceder, restrinjámonos al caso en que !0 > � (los otros casos pueden ser

tratados de forma similar). Al igual que con el caso examinado en la Sección 4.8, la

solución de esta ecuación consistirá en la suma de la solución homogénea �xh y la

solución particular �xp. Gracias a la discusión de la Sección 2.9.2, ya conocemos la

solución homogénea, que puede ser escrita como:

�xh(t) = Ae
��t cos(⌦t) + Be

��t sin(⌦t), (4.108)
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donde ⌦ =
p

!
2
0 � �2. Las constantes A y B son constantes de integración. Para

encontrar la solución particular, partamos notando que la adivinanza de la ecuación

(4.95) no podrá funcionar en este caso, debido a que ˙�x en (4.107) implica la aparición

de de la función sin(!0t). Esto puede ser compensado al modificar la adivinanza (4.95)

de la siguiente forma

�xp(t) = X0 cos(⌦0t) + Y0 sin(⌦0t). (4.109)

Insertando esta expresión en (4.107), obtenemos

2�⌦0 [�X0 sin(⌦0t) + Y0 cos(⌦0t)]

+
�
!
2
0 � ⌦2

0

�
[X0 cos(⌦0t) + Y0 sin(⌦0t)] = Q0 cos(⌦0t). (4.110)

Igualando los todos coeficientes multiplicando multiplicando cos(⌦0t) y sin(⌦0t) re-

spectivamente, obtenemos las siguientes dos ecuaciones algebraicas para X0 e Y0:

�
!
2
0 � ⌦2

0

�
X0 + 2�⌦0Y0 = Q0, (4.111)

�
!
2
0 � ⌦2

0

�
Y0 � 2�⌦0X0 = 0. (4.112)

Las soluciones a estas ecuaciones son:

X0 =
Q0 (!2

0 � ⌦2
0)

(!2
0 � ⌦2

0)
2 + 4�2⌦2

0

, (4.113)

Y0 =
2�⌦0Q0

(!2
0 � ⌦2

0)
2 + 4�2⌦2

0

. (4.114)

De este modo, la solución general a la ecuación (4.107) viene dada por:

�x(t) = Ae
��t cos(⌦t) + Be

��t sin(⌦t) +
Q0 (!2

0 � ⌦2
0)

(!2
0 � ⌦2

0)
2 + 4�2⌦2

0

cos(⌦0t)

+
2�⌦0Q0

(!2
0 � ⌦2

0)
2 + 4�2⌦2

0

sin(⌦0t). (4.115)

Se puede apreciar que en esta oportunidad, ya no hay términos con denominador

!
2
0 �⌦2

0. En este caso, hay términos con denominador (!2
0 � ⌦2

0)
2+4�2⌦2

0, pero dicho

denominador nunca puede anularse. Para imponer condiciones de borde, asumamos

que en tiempo t = 0 la part́ıcula tiene posición y velocidad dados por �x0 y v0
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respectivamente. Luego, es posible encontrar

�x(t) = �x0e
��t cos(⌦t) +

1

⌦
[v0 + ��x0] e

��t sin(⌦t)

+
Q0

(!2
0 � ⌦2

0)
2 + 4�2⌦2

0

"
�
!
2
0 � ⌦2

0

� ⇥
cos(⌦0t) � e

��t cos(⌦t)
⇤

+2�⌦0 sin(⌦0t) �
�

⌦

�
!
2
0 + ⌦2

0

�
e
��t sin(⌦t)

#
. (4.116)

Esta expresión no es fácil de leer, sin embargo, tiene un comportamiento asintótico

sencillo. Para tiempos t � �
�1, vemos que la solución tiende a

�x(t) !
Q0

(!2
0 � ⌦2

0)
2 + 4�2⌦2

0

"
�
!
2
0 � ⌦2

0

�
cos(⌦0t) + 2�⌦0 sin(⌦0t)

#
. (4.117)

Es decir, toda información sobre las condiciones iniciales se pierde, dominando la

solución particular. Este resultado también es obtenido para el caso en que � > !0.

Si tuviéramos la libertad de ajustar !0, vemos que la máxima amplitud de oscilación

ocurrirá para el caso !0 = ⌦0, que corresponde al caso resonante, en cuyo caso, se

obtiene �x(t) !
Q0

2�!0
sin(!0t).
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