4 Pequenas oscilaciones

Los sistemas fisicos reales inevitablemente estan expuestos a roces con el ambiente
que provocan que la energia mecdnica se disipe. En efecto. Recordemos que, en
general, después de un intervalo de tiempo la energia mecénica final Ey difiere de la
energfa inicial FE; debido al trabajo efectuado por las fuerzas no-conservagivas:

Ef =F; +Wxc (41)

Las fuerzas de roce se oponen al movimiento, por lo tanto, estas efectian trabajos
negativos (Wnc < 0). En consecuencia, la energia final de un sistema inevitablemente
serda menor que la inicial (Ey < E;) a menos que se intervenga inyectando energfa.
A partir de esta observacién, es de esperar que el destino final de un sistema dado
sea estar cerca de una configuracion de equilibrio estable. Por ejemplo, la siguiente
figura muestra tres posibles destinos para la particula con energia inicial F; sujeta a
la influencia del potencial U, analizada en la Seccion 3.13:

U(x)

~_

Recordemos que en nuestro andlisis distinguimos a las posiciones de equilibrio como
Tel, Te3 ¥ Tes. Cada uno de estos puntos representa la posicion de un minimo local del
potencial, llamados pozos de potencial. El destino de final de la particula, es decir, el
pozo en el cual termine atrapada, dependera de las condiciones iniciales del sistema.
Si la particula estd en reposo en las posiciones de equilibrio, entonces una pequena
perturbacién al sistema (por ejemplo, un pequenio empujén a la particula), proba-
blemente no logrard alejar a la particula lo suficiente del minimo, y ésta empezara
a oscilar al interior del pozo. El propdsito de esta seccion es estudiar en algin de-
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talle la variedad de oscilaciones posibles en situaciones donde un sistema es levemente
perturbado desde el equilibrio estable.

4.1 Pequenas oscilaciones en una dimension

Comencemos este estudio examinando el movimiento en torno a un minimo local
de potenciales en una dimensiéon. Por ahora despreciaremos el roce. Sin embargo,
gracias a nuestro analisis de la Secciéon 2.19, no nos resultara dificil incorporar los
efectos disipativos del roce. Para comenzar, expandamos el potencial en torno a un
punto de equilibrio estable x, dado en serie de Taylor:

ou 10°U

U(:L‘):U(l‘e)+ - 5@

oz (2 —2e)® + - . (4.2)

e

(x — @) +

e

Poor definicién, U'(z.) = 0, por lo que la expresién anterior se simplifica a

190°U

U<£B):U(xe)+§w (x—x)? 4. (4.3)

e

Luego, la segunda ley de Newton mi + 0U/Jx = 0 adquiere la forma

92
mi+ —

o2 (x — x,) = 0. (4.4)

Te

Recordemos que U”(x.) > 0. Luego, esta es la ecuacién de un oscilador arménico
simple. En efecto, si escribimos dx = x — x,, obtenemos la ecuaciéon de pequenas
oscilaciones:

0 + widz = 0, (4.5)

donde la frecuencia de oscilacién wy del sistema viene dada por

[ 102U

Debemos ser cuidadosos, dado que esta expresion para la frecuencia del sistema en

términos del potencial U es sélo vélida si el potencial depende de una coordenada.
Sin embargo, podemos extender este resultado al caso de potenciales expresados con
respecto a otros tipos de coordenadas, por ejemplo angulos. Veamos. Supongamos
que la energia mecanica de un sistema se expresa como

B =58 +U(9), (4.7)
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donde ¢ es un angulo, o cualquier otra variable. Entonces, dado que E es una con-

stante, podemos diferenciar la expresion anterior con respecto al tiempo, para obtener
app+U'(p)p = 0, donde U'(¢p) = 0U/I¢. Dado que nos interesa analizar situaciones
con movimiento, debemos considerar ¢ # 0, y obtenemos

b+ éU’(gb) = 0. (4.8)

Si el potencial U(¢) tiene un punto de equilibrio estable en la coordenada ¢., entonces
U"(¢e) > 0, y podemos expandirlo como

10°U
U(S) = Uld) + =22 | (d— )2+ 4.9
(6) = U6 + 5| (0= 07+ (19)
de donde finalmente obtenemos la ecuacién de movimiento:
.1
¢ + EU”(gbe)(gb - ¢e) = 0. (410)

A partir de este resultado, vemos que la frecuencia de oscilacion del sistema es

1w

Un ejemplo sencillo lo constituye el péndulo de masa m con cuerda ideal de largo

L. En este caso, la tensién de la cuerda no ejerce trabajo (dado que siempre es
perpendicular a la trayectoria de la masa) y por lo tanto el potencial del sistema solo
se debe a la fuerza de gravedad, que tiene como potencial U, = mg(z + L). Notemos
que hemos elegido como punto de referencia zyp = —L, de modo que U = 0 cuando
z = —L. Expresado el potencial en términos del angulo ¢ con respecto a la vertical,
éste se escribe como

U =mgL(1 — cos ). (4.12)

Por otro lado, la rapidez v de la particula es v = LQ%, de modo que la energia mecanica
del péndulo en términos de ¢ corresponde a

E= %L%? +mgL(1 — cos 8). (4.13)

Comparando esta expresién con (4.7), vemos que o = mL?. Luego, considerando
que el punto de equilibrio estable es ¢, = 0, y que U”(0) = mgL, obtenemos como

B mgL_ g
w= /=2, (114

un resultado que ya conociamos.

frecuencia de oscilacion:
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4.2 Pequenas oscilaciones con dos grados de libertad

Los grados de libertad corresponden a aquellas variables que nos indican la configu-
racion del sistema. Es decir, son las variables encargadas de informarnos la posicion
de cada elemento en un sistema. Estas pueden ser coordenadas cartesianas, radios,
angulos, etc. Como veremos, en torno al equilibrio estable, la ecuacién de movimiento
de un sistema pueden ser linealizadas (sin importar qué tan complicado sea el sis-
tema), dando como resultado ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Antes de
abordar esto de forma mas sisteméatica, veamos un ejemplo concreto.

4.2.1 Ejemplo 1

Consideremos dos masas m, la primera de ellas confinada a moverse por un riel
horizontal, y la segunda colgando desde la primera por medio de una cuerda ideal
inextensible de largo L. La primera masa se mantiene unida a una pared mediante
un resorte de largo natural D y constante eldstica k (ver figura).

gl

Utilicemos como coordenadas la distancia x de la primera masa desde la pared, y
el angulo ¢ de la segunda masa con respecto a la vertical. Luego, las posiciones,
velocidades y aceleraciones de ambas masas son:

T = x, ?71 = ZEi, Eil = xi, (415)
Py =ai+Lp,  Uy=ai+ Lop, @ =i+ Lop — L. (4.16)
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Las fuerzas actuando sobre cada masa son:

Fy = Nj—mgj+Tp— k(z — D)i, (4.17)
Fy = —=Tp — mgj. (4.18)
Antes de escribir las ecuaciones de movimiento, anticipemos la configuracion de equi-
librio estable (z., ). Estas deben cumplir con la condicién F; = F» = 0, lo que solo
es posible si z, = D y p = £). Pero p = +) corresponde al caso en que el péndulo

estd invertido, el cual claramente es inestable. Luego, debemos tomar p = —j, lo que
equivale a ¢ = 0, con lo cual la configuracién de equilibrio estable es:

(e, ¢e) = (D, 0). (4.19)

Para continuar, las ecuaciones de movimiento son
mii = Nj—mgj+Tp— k(xz — D)i, (4.20)
m(it+ Log — Lo?p) = —TpH — mg). (4.21)

Descomponiendo la primera ecuacién en 2 y J, y la segunda ecuacion en p y ¢, obten-
emos las siguientes cuatro ecuaciones escalares:

mi = Tsin¢ — k(x — D), (4.22)
0= N —mg—Tcoso, (4.23)
mi sin ¢ — mL¢* = —T + mg cos d, (4.24)
mi cos ¢+ mLp = —mgsin ¢. (4.25)
Combinando la primera ecuacion junto con la tercera ecuacion, obtenemos:
mi(1 4 sin? ¢) — mL¢? sin ¢ = mg cos ¢psin ¢ — k(x — D). (4.26)

De esta forma, las dos ecuaciones de movimiento buscadas son (4.25) y (4.26). Ambas
son expresiones complicadas, pero validas para todo valor de = y ¢. Sin embargo,
no olvidemos que estamos interesados en movimientos pequenos cercanos a la con-
figuracion de equilibrio estable (xe, ¢.) = (D,0). Si definimos dx = = — D (la dis-
tancia de la primera masa desde el punto de equilibrio) y expandimos las funciones
trigonométricas para angulos pequenos, estas dos ecuaciones se simplifican

0x 4+ Lo = —go. (4.27)

or = g — %&v. (4.28)

135



Combinando ambas ecuaciones para simplificar la primera de ellas, finalmente obten-
emos el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
acopladas:

. 2g k
Zh— ——5r = 4.2
¢+ 7 o) mLéx 0, (4.29)
. k
dx — gp + —ox = 0. (4.30)
m

Estas ecuaciones tienen una similitud con la ecuaciéon de un oscilador armoénico. De
hecho consiste en un ejemplo particular de la generalizacién de un oscilador arménico
al caso de dos grados de libertad. Aprenderemos a resolver este tipo de ecuacién en
la Seccion 4.5.

4.3 Una particula en dos dimensiones

Si el sistema que estamos estudiando esta descrito en términos de coordenadas carte-
sianas, entonces podemos expresar las del sistema fuerzas en términos de gradientes
de potenciales. Esto nos permite derivar ecuaciones diferenciales acopladas en donde
el potencial juega un rol principal. Por ejemplo, supongamos ahora que una particula
puede moverse en dos dimensiones, a lo largo de coordenadas cartesianas x e y. Esto
quiere decir que el sistema esta descrito por dos grados de libertad. En dos dimen-
siones, un potencial en torno a un minimo local (e, ye) tiene la forma de un pozo, tal
como lo muestra la siguiente figura:

Si la energia es apenas suficiente para que exista una pequena regiéon de movimiento
permitida alrededor del minimo, entonces podemos expandir la funcién U(z,y) en
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torno a (x., ye), de la siguiente forma:

10%°U
U(;U,y) = U(xevye) + §W (J? - xe>2
02U 162U )
Farge| 0= sd= w5 5L w3

donde usamos el hecho de que OU/dxz = OU /0y = 0 en la posicién (z.,y.). La curva
de nivel que determina la regién de movimiento permitida corresponde a la ecuacién
(3.146), que en el presente caso, toma la forma:

10%U 0*U

0*U
I _ 2
2 Ox2 e(:c To) + 0x0y

1
(x—xe)(y—ye)+§8—y2

(y_ye>2 =E- U(Z‘e, ye)' (4'32)

e

e

Esta es una ecuacion cuadratica. Para lidiar con ella, es costumbre introducir una
matriz H, denominada la matriz Hessiana de U, definida de la siguiente forma:

92U 92U

H(F) = ( o %) . (4.33)

Oydxr 0Oy?

De esta manera, la ecuacién (4.32) ahora se puede escribir como:

1 1
5 (v — ze)” + Hey(x — ) (Y — Ye) + 5w = Ye)? = B —U(we,ve),  (4.34)

donde la etiqueta ‘e’ nos indica que los elementos de matriz de H estan evaluados en
T.. Para que la solucién sea una curva cerrada (una elipse o un circulo), es necesario
que H sea una matriz hermitica definida positiva. Esto quiere decir que los autovalores
de H sean todos reales y positivos. Asumamos que este es el caso, la ecuacion de
movimiento mr + VU = 0 adquirira la forma

- 1 0°U 1 02U
(5$ + EW . E@xﬁy ’e5y = 0, (435)
- 1 0%U 1 0?U
oy + m9y0n e x+ P e5y =0, (4.36)

donde se definieron dx = x — z, y 0y = y — y.. Nuevamente, estamos en presencia
de dos ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, acopladas. El siguiente

ejemplo muestra una situacién concreta donde podemos utilizar las ecuaciones (4.35)
y (4.36).
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4.3.1 Ejemplo 2

Consideremos el caso de una masa m confinada al plano z-y, y unida al origen y un
punto P = (0,L) a través de dos resortes idénticos de largo natural D = /2L y
constante elastica k.

2L

Luego, el potencial del sistema consiste en la suma de los potenciales asociados a cada
resorte:

Ulz,y) = g(\/sﬂ +92 —V2L)? + SW(:;; —2L0)2 + 2 — V2L)% (4.37)

Los puntos de equilibrio del sistema vienen determinados por las ecuaciones OU /Jx =
0,y 0U/dy = 0, las que en el presente caso toman la forma:

k [1——‘/§L 1— vaL
Vot +y? V(@ —2L)2 +

k[ V2L V2L
V(& —2L)2 + y?

x+k (x —2L) =0, (4.38)

1- y = 0. (4.39)

Estas ecuaciones revelan la existencia de tres puntos de equilibrio:

(xe,la ye,l) = (L7 L)? (meﬁa ye,Q) = (L’ 0)7 (me,?n ye,S) = (_Lv L) (440)

Es posible verificar que los puntos de equilibrio estables son (Ze1,%e1) ¥ (Ze3; Ye3)
(estos puntos son tales que la matriz Hessiana de U es definida positiva). Examinemos
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las ecuaciones de movimiento para pequenas oscilaciones en torno al primer punto
(Ze1,Yen) = (L, L). Las segundas derivadas del potencial en torno a dicho punto son:

3 02U k 02U
(2 _\/ _ oY
<2 \/_) & Oxdy 'e 2’ Oy?

0*U

9z

3
= —k. 4.41
. (441)

e e

Luego, usando las ecuaciones (4.35) y (4.36), vemos que las ecuaciones de movimiento
para el presente sistema son:

.. 1
o + <§ - ﬁ) L —ﬁay =0, (4.42)
2 m 2m
- 1k 3k
S e 2 s — 4.4
5y+2m693+2m5y 0, (4.43)

4.4 Dos particulas en una dimensién

Exploremos ahora otra situacion interesante, donde dos particulas distintas se mueven
a lo largo de direcciones descritas por coordenadas cartesianas. Gracias a nuestra
discusion en la Seccién 3.16, sabemos que un sistema conservativo con dos particulas
tendra un tnico potencial U que depende de la posicion de cada particula. Luego, si la
posiciéon de las particulas se denotan x1 y xo, el potencial del sistema sera una funcién
de estas coordenadas: U = U(xy,z5). Las coordenadas z; y xs no necesariamente
corresponden al mismo eje cartesiano x. Por ejemplo, la primera particula podria
estar confinada a moverse por el eje cartesiano y y la segunda particula podria estar
confinada a moverse a lo largo del eje z, en cuyo caso tendriamos x; =y y x5 = 2.

Los puntos de equilibrio x1, vy &9, del sistema estaran determinados por el potencial,
a través de las condiciones

ou

oy

o

=0
’ 8x2

e

— 0. (4.44)

e

Si expandimos U (z1, x9) alrededor de estos puntos de equilibrio, obtenemos

10°U
U(x,y) = U(T10,T20) + == | (21 — 21)°
ber 2 0z |, e
62U 1 82U
+3I1@x2 e(xl - xl,e)(@ — 1’2,0) + 5_3:10% e(q;Q — x2,0)2 4+, (4.45)

De acuerdo a la segunda ley de Newton, las ecuaciones de movimiento para cada
particula es m1Z; + OU/Jx1 = 0, y mais + OU/Oxy = 0. Luego, haciendo uso de la

139



expansion (4.45), obtenemos

. 10w 1 U
-z - = 4.4
51‘1 + my 81‘% eéxl + my &Elﬁmg 65372 0, ( 6)
- 1 0*U 1 0*U
) _— — ox1 =0 4.47
T2t me O3 |, T2t mo 0x1022 |, T ’ (4.47)

donde hemos definido 0z = 1 — 21 y 072 = T2 — T2,.. Nuevamente, hemos obtenido
dos diferenciales lineales de segundo orden, acopladas. Estas ecuaciones son idénticas
a las ecuaciones (4.35) y (4.36), excepto por la forma en que aparecen las masas,
que pueden tener valores distintos. De hecho, las ecuaciones (4.35) y (4.36) son un
ejemplo particular del caso que estamos analizando en esta seccién: La descripcion
matematica de una particula en dos dimensiones no difiere de la descripcién de dos
particulas cada una confinada a moverse en una dimensién. Veamos a continuacion
dos ejemplos en donde las ecuaciones (4.46) y (4.47) son Ttiles.

4.4.1 Ejemplo 3

Consideremos dos bloques de masas m; y mso sobre un plano horizontal, conectados
entre si y con las paredes a través de resortes idénticos de largo natural D y constantes
eldsticas k. La distancia entre ambas paredes es L (ver figura).

> 01 — dxo
L1e X2 e

Midamos las posiciones de las masas a partir de la primera pared. Luego, el potencial
del sistema consiste en la suma de los potenciales individuales asociados a cada resorte:

k k k
U(ZEl,l’Q) = E(ZEI — D)2 + §(|ZE2 — .171| — D)2 + §(|L — ZE2| — D)2 (448)
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Si asumimos que L > z9 > x; > 0, entonces podemos escribir

k k k
U(l’l,.CCQ) = 5(371 - D>2 + 5(1’2 — T — D)2 + E(L — X9 — D)2 (449)
Este potencial tiene un solo minimo en la configuracion (1., x2.) = (L/3,2L/3).

Luego, las segundas derivadas de U evaluadas en este punto de equilibrio estable son:

0*U 0*U 0*U

— | = = —| = 2k. 4.50
0x? |, ’ 0x10z2 |, ’ ox3 |, (4:50)

Con este resultado, vemos que (4.46) y (4.47) adquieren la forma:

2k k

0xy + —0x) — —bx9 = 0, (4.51)
mq mq
- k k
0r9g — —0x; +2—dxy = 0. (4.52)
mo mo

4.4.2 Ejemplo 4

Veamos ahora otro ejemplo perteneciente a la misma categoria. Consideremos una
particula de masa m; confinada a moverse por el eje y, unida al origen a través de
un resorte de largo natural D y constante eldstica k. Una segunda particula de masa
msy puede deslizar por el eje x, y permanece unida a m; mediante un resorte idéntico
al primero (ver figura).

<

gl

k. D
k. D

Sy

O -

Asumiremos que D —mg/2k > 0. Si designamos xs = z a la distancia a lo largo del
eje x de la segunda particula con respecto al origen, y x1 = y a la altura de la primera
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particula con respecto al origen, entonces el potencial del sistema viene dado por

k k ’
Ulx,y) = E(xQ_D)Q‘f—E (\/[L‘%—I—JZ%—D) + magxs. (4.53)

Luego, las condiciones para encontrar los puntos de equilibrio son

(9U / T
dxy ( b x4 23 (4.54)

8U T2
— =k —D k 2 2D ——— = 0. 4.55
s (o )+ <\/:c1 + 3 ) m + mag ( )

A partir de estas ecuaciones, es posible ver que existen dos configuraciones de equi-
librio estable y una inestable. Las dos configuraciones estables vienen dadas por
(T1e, T20) = (£+/2Dmag/k — (mag/k)?, D — mg/k). Mientras que la configuracién
inestable viene dada por (e, T2) = (0, D — mag/2k). Concentremonos en la config-

uraciéon estable en la cual la masa mo permanece a la derecha del origen:

(Z1e, Toe) = (\/QDmgg/k — (mag/k)?, D — mag/k). (4.56)

Luego, las segundas derivadas de U evaluadas en este punto de equilibrio estable son:

B, = =
2
% = g (o 20h). (450)
Con este resultado, vemos que (4.46) y (4.47) adquieren la forma:
S+ %5@ + kﬂfigg 53 = 0, (4.60)
0o + kﬂﬂzgz Sxq + mez (23, 4 223,) 02z = 0. (4.61)

4.5 Oscilaciones acopladas

En los ejemplos anteriores vimos cémo sistemas muy distintos conducen al mismo tipo
de ecuaciones de movimiento en torno a sus configuraciones de equilibrio estable. A
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continuacion aprenderemos a resolver esta clase de ecuaciones de movimiento. Para
proceder de forma general, nos propondremos resolver el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales de segundo orden acopladas:

&+ Q36 4+ 026 =0, (4.62)
£+ Q5,6 + 05060 = 0,

donde las variables &; y & pueden ser cualquier par de grados de libertad, sin importar
si éstos corresponden a coordenadas cartesianas u otro tipo de coordenadas. Por otro

lado, las cantidades ij son constantes. Por ejemplo, en las ecuaciones (4.29) y (4.30)
_k_
mL’

Qo1 = —g, y Q2 = £, Para lidiar con el sistema de ecuaciones (4.62) y (4.63),

del ejemplo de la Seccién 4.2.1 tenemos & = ¢, & = x, Q= Qfg, Qi = —

podemos ordenar las variables & y & en un vector & = (&;,&;). De forma similar,
podemos ordenar los coeficientes €27, en una matriz Q* de la forma forma:

02 02
Q2:< " 12). (4.64)
03, 5,

Gracias a esta organizacién, ahora podemos escribir las ecuaciones (4.62) y (4.63)
como una sola ecuacién vectorial:
d2

Tera-o (4.65)

La notacién Q2 puede resultar engafiosa. (? es una matriz, y no una cantidad elevada
a la potencia 2.

4.5.1 Solucion general

Dado que el sistema consiste en 2 ecuaciones diferenciales de segundo orden, necesari-
amente tendran que haber 2 x 2 = 4 soluciones independientes. En otras palabras,
4 condiciones iniciales que satisfacer. Para proceder, notemos que ? es una matriz
de 2 x 2. Luego, deberfamos ser capaces de deducir los 2 valores propios w? y sus
respectivos vectores propios €, con a = I, I1. Estos provienen de resolver la ecuacién
de valores propios dada por

Ve, =w’é, a=11II. (4.66)

2

Asumamos por el momento que los valores propios w;

son reales y positivos. Es posible
demostrar que si los todos los valores propios son no-nulos, entonces los vectores
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propios €, forman una base completa. Esta base no es necesariamente ortogonal,
sin embargo, si la matriz 2% es simétrica, entonces esta base serd ortogonal. Dado
que una ecuacion de valores propios no determina el largo de los vectores propios €,
tenemos la libertad de ajustar sus largos de modo que estos sean vectores unitarios:

_»['é’[ = 1, é}['é}[z 1. (467)

Asumiendo que este es el caso, podemos denotar como ¢ al angulo entre ambos
vectores, de modo que
COSgb = é} . é}[. (468)

Para continuar, notemos ahora que, dado que los vectores €, conforman una base

—

completa, podemos escribir £(¢) como una combinacién lineal de los vectores €,. Esto
es, podemos escribir

€)= falt)e, (4.69)

donde los f,(t) son funciones del tiempo que aun debemos determinar. Luego, si
insertemos esta expresion en la ecuacién (4.65), obtenemos:

D fatea+ ) fa(t)2%E = 0. (4.70)
Sin embargo, dado que Q2¢, = w?é,, la expresién anterior se convierte en

> fal®) +e2fa®)] @ =0, (4.71)

Pero dado que los vectores €, son linealmente independientes (puesto que conforman
una base), entonces la expresion anterior se satisface si y solo si

fa(t) + w2 fo(t) =0, a=11I. (4.72)

En otras palabras, hemos intercambiado el desafio de resolver 2 ecuaciones diferen-
ciales lineales acopladas por el desafio de resolver 2 osciladores arménicos, de fre-
cuencias w,. Ya sabemos que las soluciones son de la forma f,(t) = A, cos(w,t) +
B, sin(w,t), donde w, = \/w_g , por lo que finalmente obtenemos la solucién general

£(t) =Y [Aqcos(wat) + By sin(wgt)] &, (4.73)

a

Las constantes A, y B, corresponden a las 4 constantes de integracion, y para de-
terminar sus valores debemos conocer las condiciones iniciales del sistema. Ahora

144



2

~ sean reales y

podemos ver la relevancia de haber asumido que los valores propios w
positivos. De no serlos, el sistema habria tenido soluciones que crecen en el tiempo,
alejandose del punto de equilibrio estable (que corresponde a la configuracién 5’ =0).
De modo que si, efectivamente estamos analizando un sistema cerca del equilibrio
estable, necesariamente Q2 serd una matriz cuyos valores propios deben ser reales y

positivos.

4.6 Condiciones iniciales

Como hemos dicho, los coeficientes A;, By, A;r y By; pueden ser determinados im-
poniendo condiciones iniciales. Para ello, escribamos las velocidades asociadas a &

—-__d g .
como v = 2. Luego, es directo ver que

5(t) = wa [~ Agsin(w,t) + By cos(wat)] &, (4.74)

Asumamos que en un tiempo inicial ¢ = 0 las posiciones y velocidades son conocidas,
dadas por & = £(0) y v = ¥(0) respectivamente. Entonces, es posible verificar que

&0 = Arér + Apérr, (4.75)

Uy = wrBrer +wrrBrreyr.

Para determinar A;, By, A;; y By, podemos proyectar ambas ecuaciones a lo largo
de €7 vy €7;. Esta operacién conduce a los siguientes resultados:

Ap = Sml g [51 €y — &1 - € cos ¢] , (4.77)
Br = wfsi;w? 8- o — &1 - To cos d], (4.78)
A = sinlgb? [511 & — &7 - & cos ¢] : (4.79)
B = m[é}]-ﬁg—é}-ﬁocosqﬁ]. (4.80)
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Notemos de paso que si la matriz Q2 es simétrica, entonces cos¢ = 0, y obtenemos
resultados mucho mas simples:

A =ér- &, (4.81)
1

B[ - —6_} . ’170, (482)
wr

Arr = € - o, (4.83)
1 — —

B[[ = —€y1 * V. (484)
wrr

Mediante la adecuada eleccion de 5{) y g, podemos controlar los valores de A;, By,
Ajr y By a nuestro antojo.

4.7 Modos normales

A continuacién aprenderemos a visualizar el movimiento debido a la solucién (4.73).
Notemos que estamos en presencia de dos osciladores arménicos cuyos movimientos
ocurren a lo largo de las direcciones €7 y €77. A cada uno de estos movimientos se les
llama modo normal. Por lo tanto, la solucién (4.73) consta de dos modos normales.
Nada nos impide representar a los vectores unitarios €7 y €77 en el plano & y &, tal
como lo muestra la siguiente figura:

§2

€rr

&1

De acuerdo a la ecuacién (4.73), la solucién general es una combinacién lineal de un
movimiento armonico de frecuencia wy en la direccion €7, y un movimiento armoénico
de frecuencia w;; en la direccién €7;. De hecho, siempre podemos ajustar las condi-
ciones iniciales para lograr que el sistema oscile solo a lo largo de €7 o solo a lo largo
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de €7;. Por otro lado, en general no sera posible encontrar condiciones iniciales tal
que el movimiento solo ocurra en &; o en & respectivamente. Es decir, los osciladores
acoplados se caracterizan por combinar el movimiento a lo largo de & y & a través
de modos normales.

Por ejemplo, en la figura anterior, podemos ver que para el modo normal I si &; crece
(o decrece), entonces necesariamente &, debe crecer (o decrecer) simultdneamente. Por
otro lado, para el modo normal 11, si & crece (o decrece), entonces necesariamente
&, debe decrecer (o crecer) simultdneamente. Esta situacién puede ser caracterizada
mediante el siguiente diagrama:

—_— —_—
&1 §2
Modo I: -— —

Modo II: fl, . &

Para familiarizarnos con estas ideas, revisemos los modos normales del ejemplo 3
analizado en la Seccién 4.4.1. Para simplificar nuestro analisis, consideremos el caso
en que ambas masas son idénticas m; = my = m. Luego, contamos con el siguiente
set the ecuaciones acopladas

- 2k k
0x1 + —0x1 — —0x9 = 0, (4.85)

m m

- k 2k

m m

Esto nos permite identificar a la matriz Q? como

) 2% _k
0° = (_mﬁ 2_,gl> (4.87)

m m
Los valores propios de esta matriz corresponden a las raices de la ecuacién det(Q? —
w?l) = 0, la que en el presente caso adquiere la forma

k k?
w' — 4w’ — +3— =0. (4.88)
m m
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Las dos soluciones de esta ecuacidén son
2
Wy = — Wiy = 3—. 4.89
I m7 II m ( )

Luego, los correspondientes auto-vectores normalizados son:

& = % (1) , (4.90)
& = % (_11> | (4.91)

Notemos que estos son ortogonales, lo que es una consecuencia del hecho de que Q2
es una matriz simétrica. La orientacidon de estos vectores puede ser visualizada en el
plano dx; y dxo de la siguiente manera

5$2

5%1

Estos vectores unitarios nos revelan los dos modos de movimiento. El primer modo
corresponde a un movimiento de frecuencia w; = /k/m tal que ambas masas se
mueven simultdneamente hacia la derecha o hacia la izquierda. Es decir, si la primera
masa se encuentra en la posiciéon dx; = ¢ (hacia la derecha de su posicién de equi-
librio), entonces la segunda masa estara en la posicién dzy = ¢ (hacia la derecha
de su posicién de equilibrio), o viceversa. Por otro lado, el segundo modo consiste
en un movimiento de frecuencia w;; = /k/m tal que ambas masas se mueven si-
multaneamente en direcciones opuestas. Esto quiere decir que si la primera masa
se encuentra en la posicién dx; = ¢ (hacia la derecha de su posicién de equilibrio),
entonces la segunda masa estard en la posicién dxs = —¢ (hacia la izquierda de su
posicién de equilibrio), o viceversa. La siguiente figura muestra los dos modos:
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Modo I:

000000000

Modo II:

L1e L2 e

Por cierto, no es dificil entender por qué el primer modo tiene frecuencia k/m. Note-
mos que si ambas masas se mueven de forma simultanea hacia la izquierda o derecha,
entonces el resorte que las une nunca se estira o se contrae. Es decir, permanece con
su largo natural intacto. Luego, quienes se encargan de mantener al sistema oscilando
son los resortes de los extremos. El resorte que une a la primera masa con la pared
izquierda mantiene a la primera masa oscilando, y el resorte que une a la segunda
masa con la pared derecha mantiene a la segunda masa oscilando. Por otro lado, en
el movimiento del segundo modo todas los resortes estan ejerciendo actuando sobre
las masas, por lo que resulta natural que la frecuencia del segundo modo sea mayor
que la del primer modo.

4.8 Oscilador forzado

Estudiemos ahora otro tipo de fenémeno relevante relacionado con pequenas per-
turbaciones. Hay situaciones en las cuales un agente externo afecta a un sistema
mediante fuerzas periddicas en el tiempo. Si el sistema estd cerca del equilibrio es-
table, entonces esta fuerza periédica hara que el sistema comience a oscilar en torno
al equilibrio estable. ;Coémo serd este movimiento? Consideremos el caso de una
particula de masa m confinada a una dimensién descrita por una variable cartesiana
x sobre la cual actia una fuerza externa oscilatoria F' = Fj cos(€pt). La segunda ley
de Newton tendra la forma
92

. U
mi + W@ — Zo) = Fycos(Qpt), (4.92)
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donde x, es la posiciéon de equilibrio estable que minimiza al potencial del sistema.
Escribamos esta ecuacién de la siguiente manera

0z + w2dx = Qg cos(Qot), (4.93)

donde, como de costumbre, dz = r — z., y wi = U"(z.)/m. Ademés, definimos
Qo = Fy/m. Esta es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden inhomogénea.
Al término del lado derecho, habitualmente se le llama “fuente”. Notemos que en la
ausencia de una fuente (esto es, en ausencia del agente externo), el sistema consiste en
un oscilador armonico de frecuencia wy. Sin embargo, la fuente contiene una depen-
dencia temporal armoénica de frecuencia €2y, por lo que esperamos que el movimiento
final de la particula tenga un comportamiento donde ambas frecuencias jueguen un
rol.

La solucién general de (4.93) consiste en la suma éx = dxj, + 0z, de la solucién
homogénea dx;, (es decir, aquella que resuelve la ecuacién para el caso Qo = 0), y la
solucién particular dxp, (que depende de ) y no contiene constantes de integracién).
Ya conocemos la solucion homogénea, que viene dada por

dxp(t) = Acos(wot) + B sin(wpt). (4.94)

La solucién particular puede ser encontrada mediante una adivinanza. Dado que la
fuente es proporcional a cos({20t), apostaremos a que la solucién particular también
es proporcional a cos(€ot). Es decir:

dz,(t) = Xo cos(Qot), (4.95)

donde X es una constante que debemos determinar. Insertando esta adivinanza en
(4.93) obtenemos directamente

Qo

Xo=—5——=. 4.
Luego, la solucion general viene dada por
dz(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) + o cos(Qot). (4.97)

2 2
wy — 2

Esta solucion consiste en una combinacion lineal de funciones armonicas de frecuencias
wo ¥ o. Notemos, sin embargo, que la amplitud de la contribucién de frecuencia €2
no depende de las condiciones iniciales, al contrario de lo que ocurre con la parte
homogénea.
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Debiera llamarnos la atencién que cuando €0y = wy el denominador del tercer
término de (4.97) se anula, con lo cual la solucién se indefine. Pero esto es solo
aparente. Aun no hemos impuesto condiciones iniciales, las que necesariamente de-
terminaran las constantes A y B en funcién de la posicion y velocidad iniciales, al
igual que las constantes wy y €29. Para proceder con esto, supongamos que en t = 0 la
posicién y velocidad de la masa vienen dadas por dx(0) = dzg y 595(0) = vy. Luego,
la ecuacién (4.97) nos conduce a las siguientes expresiones entre el par (dxo,vg) y
(A, B):

Qo
wg —
vy = woB. (4.99)

Szg = A+ (4.98)

Despejando A y B, la solucion general finalmente adquiere la forma:

0 Yo . Qo
— t — t — Qot). 4.100
- Q%] cos(wot) + o sin(wot) + 2 cos(Qt) ( )

Sx(t) = [&co -

De esta forma, vemos que el denominador w? — Q3 ahora esté presente en el primer
término. Esto es afortunado, ya que, como veremos en el andlisis de la siguiente

seccién, esto elimina la indefinicién de la solucién general en el caso Q3 = w?.

4.8.1 Resonancia

Estudiemos el caso en que Q2 = w2. Para lidiar con este caso, conviene re-ordenar los
términos de la ecuacién (4.100) de tal manera que el denominador wi — Q3 aparezca
en un solo término:

dx(t) = dxg cos(wot) + % sin(wot) + o

—— Qot) — . 4.101
o -7 [cos(Qt) — cos(wyt)] (4.101)

Aqui podemos apreciar que el término proporcional a () no se indefinira para Q2 =
w?. En efecto, al mismo tiempo que el denominador w2 —Z se anula, es posible ver que
el término cos(€yt) — cos(wpt) también lo hard. Para avanzar, examinemos el limite
Qg — wp en (4.101). Esto lo podemos hacer escribiendo €y = wy + €, expandiendo
todo en serie de Taylor, y luego examinar el limite ¢ — 0. Se obtiene:

dx(t) = dxg cos(wot) + o sin(wot) + ¢ Qo sin(wot). (4.102)
wo 2wy

Esta expresion es muy interesante: La amplitud del tercer término tiene un crec-
imiento lineal con respecto al tiempo t. Sin importar los valores de las condiciones
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iniciales, ni la magnitud de la fuerza Fj, la fuente induce sobre el sistema un com-
portamiento tal que la amplitud de oscilaciéon de la particula crezca hasta que las
oscilaciones dejen de ser pequenas (es decir, hasta que la aproximacién de pequenas
oscilaciones deja de ser valida). A este fenémeno se le llama resonancia. Recordemos
que los sistemas fisicos habitualmente son encontrados en sus configuraciones de equi-
librio estable (debido, por ejemplo, al roce que tienen con su entorno). Aqui vemos
que hay una forma de sacar drasticamente a los sistemas de su equilibrio sin recurrir
a fuerzas de gran magnitud. jLa clave esta en la frecuencia!

4.8.2 Ejemplo

Consideremos como ejemplo el siguiente dispositivo, donde una varilla de largo L une
a un bloque B a un disco motriz de radio R que gira a una rapidez angular constante
Q. El bloque B puede deslizar a lo largo de otra varilla, sobre el cual también desliza
un bloque de masa m, unida al primer bloque mediante un resorte de largo natural
D, y constante elastica k (ver figura).

Deduzcamos la ecuacion de movimiento del bloque m para el caso L > R (de modo
que podamos hacer algunas aproximaciones). Para ello, supongamos que en t = 0 la
varilla se encuentra dispuesta de manera horizontal, hacia la derecha del centro del
origen. Si ubicamos al origen en el centro del disco, vemos que la posicion del bloque
B viene dado por:

rp(t) = \/L2 — R2sin*(Qot) + R cos(Qpt). (4.103)
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La fuerza que ejerce el bloque B sobre la masa m por medio del resorte, viene dada
por F' = —k (x — xp(t)). Luego, usando L > R, obtenemos

F ~ —k(z — L) + kR cos(Qot). (4.104)

Insertando este resultado en la segunda ley de Newton, obtenemos la siguiente ecuacion
de movimiento:

k kR
t+ —(r—L)=— Qot). 4.105
(o = L) = S cos(Qt) (4.105)

De esta forma, vemos que la frecuencia natural de oscilacién del sistema es wg =
\/k/m, mientras que la fuente tiene una amplitud Qo = kR/m y una frecuencia de
oscilacién €y (la rapidez angular del disco). Si Q¢ = +/k/m, el sistema entra en
resonancia, y la masa comenzara a oscilar cada vez mas con mayor amplitud.

4.9 Oscilador forzado amortiguado

Evidentemente la solucién (4.102) no puede ser vélida por siempre. Por ejemplo,
dado que la amplitud de las oscilaciones crece en el tiempo, en algiin momento la
aproximacién de pequenas oscilaciones tendra que dejar de ser véalida. Otra razon
por la cual la solucién (4.102) no es enteramente confiable, es que no considera el
efecto del roce sobre el sistema. Cuando el sistema esta en resonancia, la fuerza
armoénica Fy cos(wpt) inyecta energia la sistema de forma eficiente, sin embargo, esta
energia se disipard debido al roce. Consideremos qué ocurre cuando incluimos roce
viscoso en la descripcién. En este caso, la ecuacién (4.92) adquiere la forma
92

mi + et + Fe) (x — xe) = Fycos(Qot), (4.106)
T

e

donde c es el coeficiente de roso viscoso. Luego, sustituyendo 0x = x — x,, v = ¢/2m,
wid =U"(z.), y Qo = Fy/m, obtenemos la ecuacién diferencial:

0 + 270 + widz = Qg cos(Qt). (4.107)

Para proceder, restrinjamonos al caso en que wy > v (los otros casos pueden ser
tratados de forma similar). Al igual que con el caso examinado en la Seccién 4.8, la
solucién de esta ecuacién consistirda en la suma de la solucion homogénea dxy y la
solucién particular dz,. Gracias a la discusién de la Seccién 2.9.2, ya conocemos la
solucion homogénea, que puede ser escrita como:

dxp(t) = Ae " cos(Qt) + Be " sin(Qt), (4.108)
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donde Q = /w? —~2. Las constantes A y B son constantes de integracién. Para
encontrar la solucion particular, partamos notando que la adivinanza de la ecuacion
(4.95) no podra funcionar en este caso, debido a que oz en (4.107) implica la aparicién
de de la funcién sin(wpt). Esto puede ser compensado al modificar la adivinanza (4.95)
de la siguiente forma

dx,(t) = Xo cos(Qot) + Yo sin(Qot). (4.109)
Insertando esta expresion en (4.107), obtenemos

2’}/90 [—X() SiH(Qot> + }/0 COS(Qot>]
+ (wg — QF) [Xo cos(Qt) + Yo sin(Qot)] = Qo cos(Qpt). (4.110)

Igualando los todos coeficientes multiplicando multiplicando cos(€2t) y sin(£2ot) re-
spectivamente, obtenemos las siguientes dos ecuaciones algebraicas para X, e Yj:

(w% — Qg) X() + 2’790Yo = QQ, (4111)
(wg — ) Yo — 292Xy = 0. (4.112)

Las soluciones a estas ecuaciones son:

Qo (wg — )

Xo= — 0 (4.113)

(wo — €25)" + 4%

299

Yo= —— 0o . (4.114)

(wg — €26)” + 4940

De este modo, la solucién general a la ecuacién (4.107) viene dada por:
2 Q2
dx(t) = Ae " cos(t) + Be "' sin(Qt) + o (w02 ) cos(Qt)
(wf — 08)7 + 407
27Q

180G sin(Qot). (4.115)

(wg — 2)° + 47203

Se puede apreciar que en esta oportunidad, ya no hay términos con denominador
w2 —0Z. En este caso, hay términos con denominador (w2 — Q2)? 444202, pero dicho
denominador nunca puede anularse. Para imponer condiciones de borde, asumamos
que en tiempo t = 0 la particula tiene posicion y velocidad dados por dzg y v
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respectivamente. Luego, es posible encontrar

1
dx(t) = dzoe " cos(Qt) + = [vg + ydxo) e sin(Q)

Q
Qo

_l’_
(3 — B + 2%

(wg — ) [cos(Qt) — e cos(t)]

+27vQ0 sin(Qpt) — uk (wg + ) e sin()

5 . (4.116)

Esta expresion no es facil de leer, sin embargo, tiene un comportamiento asintotico
sencillo. Para tiempos ¢ > v~ !, vemos que la solucién tiende a

Qo
(w§ — )" + 47293

dx(t) — [ (wg — QF) cos(Qot) + 2vQ sin(Qot) | . (4.117)

Es decir, toda informacién sobre las condiciones iniciales se pierde, dominando la
solucion particular. Este resultado también es obtenido para el caso en que v > wy.
Si tuviéramos la libertad de ajustar wgy, vemos que la maxima amplitud de oscilacion
ocurrird para el caso wy = {2y, que corresponde al caso resonante, en cuyo caso, se
obtiene dx(t) —

2320 sin(wot).
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