
3 Campos de fuerzas, trabajo y enerǵıa

A continuación procederemos a definir nuevas cantidades que nos permitirán un

análisis más profundo (y poderoso) del movimiento. Una de estas cantidades será

la enerǵıa mecánica de un sistema. Como veremos, las fuerzas se dividen en dos

grandes clases: Fuerzas conservativas y fuerzas no-conservativas. Las fuerzas conser-

vativas tienen la virtud de mantener inalterable el valor de la enerǵıa mecánica. Este

hecho, nos permitirá tener una nueva mirada de las leyes de Newton.

3.1 Campos de fuerzas

Hay ciertos tipos de fuerzas cuya acción sobre una part́ıcula depende exclusivamente

de la posición de la part́ıcula. Estas fuerzas pueden ser pensadas como una propiedad

del espacio. Por ejemplo, la fuerza gravitacional

~Fg = m~g, (3.1)

actuando sobre una part́ıcula en la superficie de la tierra es la misma en todo el

espacio (siempre y cuando no nos alejemos mucho de la superficie). Luego, podemos

pensar en ~Fg como un campo de fuerzas (ver la siguiente figura):

En la figura, se muestra un lanzamiento de proyectil. El proyectil de masa m avanza

por un campo de fuerzas cuyo efecto es transmitirle al proyectil la influencia de la

tierra mediante una fuerza ~Fg = m~g en cada posición que el proyectil adopte.

Otro ejemplo sencillo de apreciar es aquel ofrecido por un resorte con un extremo

anclado a un punto fijo. Supongamos una part́ıcula de masa m comunicado con un
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punto fijo P a través de un resorte de constante elástica k y largo natural D = 0.

Entonces, de acuerdo a la ecuación (2.199), la fuerza que el punto fijo P ejerce sobre

m tiene la forma:
~FPm = �k(~r � ~rP ), (3.2)

donde ~rP es la posición del punto fijo. Vemos que ~FPm es una función de la posición

~r, y por lo tanto puede ser pensado como un campo de fuerzas. La siguiente figura

muestra el perfil del campo de fuerzas debido al resorte:

P

<latexit sha1_base64="Irds1xfQa1yEm7JEwocHHu75GNw=">AAAB6HicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIoboruHHZgn1AO0gmvdPGZjJDkhHK0C9w40IRt36SO//GtJ2Fth4IHM45l9x7gkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TxbDNYhGrXkA1Ci6xbbgR2EsU0igQ2A0mt3O/+4RK81jem2mCfkRHkoecUWOlVvOhXHGr7gJknXg5qUAOm/8aDGOWRigNE1Trvucmxs+oMpwJnJUGqcaEsgkdYd9SSSPUfrZYdEYurDIkYazsk4Ys1N8TGY20nkaBTUbUjPWqNxf/8/qpCa/9jMskNSjZ8qMwFcTEZH41GXKFzIipJZQpbnclbEwVZcZ2U7IleKsnr5POVdWrVW9atUqjltdRhDM4h0vwoA4NuIMmtIEBwjO8wpvz6Lw4787HMlpw8plT+APn8wepQ4zS</latexit>

Dado que ~FPm depende de la distancia linealmente, mientras más nos alejamos de P ,

la fuerza se vuelve más intensa. Al igual que con el campo gravitacional, podemos

pensar en la fuerza debido al resorte como un campo de fuerza que existe en todo

el espacio, independiente de la ubicación de la part́ıcula. Notemos que el punto P

podŕıa ser la posición de otra part́ıcula (que se conecta a m mediante el resorte). En

tal caso, la part́ıcula P genera un campo de fuerzas alrededor suyo. Si la part́ıcula se

mueve, entonces el campo de fuerzas se mueve junto a la part́ıcula.

Claramente, no todas las fuerzas que hemos estudiado pueden ser representadas

como campos. Por ejemplo, las fuerzas de contacto. Consideremos la fuerza de roce

visco, que depende de la velocidad de la part́ıcula. En este caso, no existe un perfil de

fuerza que se extienda por todo el espacio independiente de la ubicación de part́ıcula.

Por el contrario, la fuerza de roce viscoso solo puede ser expresada una vez conocida la

velocidad de la part́ıcula, lo que será posible solamente después de resolver la ecuación

de movimiento de la part́ıcula, después de imponer condiciones iniciales.
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3.2 Trabajo

A continuación, definiremos el concepto de trabajo. Para ello, consideremos una

part́ıcula en movimiento a lo largo de un camino C dado, con punto de partida A y

punto final B, tal como lo muestra la siguiente figura:

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

�r(t)

<latexit sha1_base64="xJQZAf76s3NjFjY+cPOwCasW9Sk=">AAAB8HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2FXAuot4MVjBPOQZAmzk04yZGZ3mZkNhCVf4cWDIl79HG/+jZNkD5pY0FBUddPdFcSCa+O6305uY3Nreye/W9jbPzg8Kh6fNHWUKIYNFolItQOqUfAQG4Ybge1YIZWBwFYwvpv7rQkqzaPw0Uxj9CUdhnzAGTVWeupOkBFVNpe9YsmtuAuQdeJlpAQZ6r3iV7cfsURiaJigWnc8NzZ+SpXhTOCs0E00xpSN6RA7loZUovbTxcEzcmGVPhlEylZoyEL9PZFSqfVUBrZTUjPSq95c/M/rJGZw46c8jBODIVsuGiSCmIjMvyd9rpAZMbWEMsXtrYSNqKLM2IwKNgRv9eV10ryqeNXK7UO1VKtmceThDM6hDB5cQw3uoQ4NYCDhGV7hzVHOi/PufCxbc042cwp/4Hz+ANnrj8M=</latexit>

�r(t + dt)

<latexit sha1_base64="ZGRYAWGXlJNj3W/6KilmIe3ix+k=">AAAB9XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQEcKuBNRbwIvHCOYByRpmZ2eTIbMPZnojIeQ/vHhQxKv/4s2/cZLsQRMLGoqqbrq7vEQKjbb9beXW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFRU8epYrzBYhmrtkc1lyLiDRQoeTtRnIae5C1veDvzWyOutIijBxwn3A1pPxKBYBSN9NgdcUZUGckF8fG8VyzZFXsOskqcjJQgQ71X/Or6MUtDHiGTVOuOYyfoTqhCwSSfFrqp5gllQ9rnHUMjGnLtTuZXT8mZUXwSxMpUhGSu/p6Y0FDrceiZzpDiQC97M/E/r5NicO1ORJSkyCO2WBSkkmBMZhEQXyjOUI4NoUwJcythA6ooQxNUwYTgLL+8SpqXFadaubmvlmrVLI48nMAplMGBK6jBHdShAQwUPMMrvFlP1ov1bn0sWnNWNnMMf2B9/gCNTJE4</latexit>

d�r(t)

<latexit sha1_base64="0XlbtIGHzf6TVi5zuja6us+uwFo=">AAAB8nicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSLUS0mkoN4KXjxWsB+QhrLZbNqlm92wOymU0J/hxYMiXv013vw3btsctPXBwOO9GWbmhangBlz329nY3Nre2S3tlfcPDo+OKyenHaMyTVmbKqF0LySGCS5ZGzgI1ks1I0koWDcc38/97oRpw5V8gmnKgoQMJY85JWAlP8L9CaNY1+BqUKm6dXcBvE68glRRgdag8tWPFM0SJoEKYozvuSkEOdHAqWCzcj8zLCV0TIbMt1SShJkgX5w8w5dWiXCstC0JeKH+nshJYsw0CW1nQmBkVr25+J/nZxDfBjmXaQZM0uWiOBMYFJ7/jyOuGQUxtYRQze2tmI6IJhRsSmUbgrf68jrpXNe9Rv3usVFtNoo4SugcXaAa8tANaqIH1EJtRJFCz+gVvTngvDjvzseydcMpZs7QHzifP/D8kFs=</latexit>

�rA

<latexit sha1_base64="nUJdeBVTPNqJIdU2WabsOmSYCOw=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokU1FvFi8cK9kPaUDbbSbt0Nwm7m0IJ/RVePCji1Z/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O2vrG5tb24Wd4u7e/sFh6ei4qeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3cxvjVFpHkePZpKgL+kg4iFn1FjpqTtGRlTvlvRKZbfizkFWiZeTMuSo90pf3X7MUomRYYJq3fHcxPgZVYYzgdNiN9WYUDaiA+xYGlGJ2s/mB0/JuVX6JIyVrciQufp7IqNS64kMbKekZqiXvZn4n9dJTXjtZzxKUoMRWywKU0FMTGbfkz5XyIyYWEKZ4vZWwoZUUWZsRkUbgrf88ippXla8auXmoVquVfM4CnAKZ3ABHlxBDe6hDg1gIOEZXuHNUc6L8+58LFrXnHzmBP7A+fwB0pKPvg==</latexit>

�rB

<latexit sha1_base64="rQ/twQzCM+puUW2EbiYZfDL9c/M=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokU1FvRi8cK9kPaUDbbSbt0Nwm7m0IJ/RVePCji1Z/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O2vrG5tb24Wd4u7e/sFh6ei4qeNUMWywWMSqHVCNgkfYMNwIbCcKqQwEtoLR3cxvjVFpHkePZpKgL+kg4iFn1FjpqTtGRlTvlvRKZbfizkFWiZeTMuSo90pf3X7MUomRYYJq3fHcxPgZVYYzgdNiN9WYUDaiA+xYGlGJ2s/mB0/JuVX6JIyVrciQufp7IqNS64kMbKekZqiXvZn4n9dJTXjtZzxKUoMRWywKU0FMTGbfkz5XyIyYWEKZ4vZWwoZUUWZsRkUbgrf88ippXla8auXmoVquVfM4CnAKZ3ABHlxBDe6hDg1gIOEZXuHNUc6L8+58LFrXnHzmBP7A+fwB1BePvw==</latexit>

C

<latexit sha1_base64="Q+Tnzm2jb11v5bM6PDNFEvSs9vI=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIQd0VunFZwT6wHcqdNG1DM5khyQhl6F+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7glhwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto4SRVmLRiJS3QA1E1yyluFGsG6sGIaBYJ1g2sj8zhNTmkfywcxi5oc4lnzEKRorPfZDNBOKgjQG5YpbdRcg68TLSQVyNAflr/4woknIpKECte55bmz8FJXhVLB5qZ9oFiOd4pj1LJUYMu2ni8RzcmGVIRlFyj5pyEL9vZFiqPUsDOxkllCvepn4n9dLzOjGT7mME8MkXX40SgQxEcnOJ0OuGDViZglSxW1WQieokBpbUsmW4K2evE7aV1WvVr29r1XqtbyOIpzBOVyCB9dQhztoQgsoSHiGV3hztPPivDsfy9GCk++cwh84nz8CTpB1</latexit>

Naturalmente, sobre la part́ıcula pueden actuar múltiples fuerzas, de tal forma que el

movimiento de la part́ıcula a lo largo del camino C es la consecuencia de la segunda

ley de Newton debido a la fuerza total ~Ftot. Digamos que actúan N fuerzas ~Fi sobre

la part́ıcula, cada una debido a un agente i, de tal manera que

~Ftot =
NX

i=1

~Fi. (3.3)

Enfoquemos nuestra atención en un momento t particular del trayecto, cuando la

part́ıcula se encuentra en la posición ~r(t). Después de un incremento de tiempo

infinitesimal dt, la part́ıcula estará en la posición ~r(t+ dt), y por lo tanto, a lo largo

del camino C, habrá avanzado en un paso infinitesimal d~r dado por

d~r(t) ⌘ ~r(t+ dt) � ~r(t), (3.4)

= ~v(t)dt. (3.5)

A partir de esta situación, definimos el trabajo infinitesimal dWi ejercido por un

agente i sobre la part́ıcula (en el paso d ~r) como:

dWi ⌘ ~Fi · d~r. (3.6)

Notemos que el trabajo infinitesimal es una cantidad escalar que puede ser positiva

o negativa dependiendo de si el producto punto entre ~Fi y d~r es positivo o negativo.
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Por ejemplo, en la siguiente figura se muestran dos fuerzas ~F1 y ~F2 que, para un

mismo paso infinitesimal d~r, implican trabajos dW1 y dW2 positivos y negativos

respectivamente:

�F1

<latexit sha1_base64="Fb1xVS27SmGFTPO+NDxjBQLiMZ0=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokU1FtBEI8V7Ae2oWy2k3bpZhN2N4US+i+8eFDEq//Gm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dtbWNza3tgs7xd29/YPD0tFxU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWj25nfGqPSPJaPZpKgH9GB5CFn1FjpqTtGRu56mTftlcpuxZ2DrBIvJ2XIUe+Vvrr9mKURSsME1brjuYnxM6oMZwKnxW6qMaFsRAfYsVTSCLWfzS+eknOr9EkYK1vSkLn6eyKjkdaTKLCdETVDvezNxP+8TmrCaz/jMkkNSrZYFKaCmJjM3id9rpAZMbGEMsXtrYQNqaLM2JCKNgRv+eVV0ryseNXKzUO1XKvmcRTgFM7gAjy4ghrcQx0awEDCM7zCm6OdF+fd+Vi0rjn5zAn8gfP5A+bGkGQ=</latexit>

�F2

<latexit sha1_base64="TGJK5EFgTV6avjsHzuMK1T8spxI=">AAAB8XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyGgHoLCOIxgnlgsoTZSScZMju7zMwGwpK/8OJBEa/+jTf/xkmyB00saCiquunuCmLBtXHdbye3sbm1vZPfLeztHxweFY9PmjpKFMMGi0Sk2gHVKLjEhuFGYDtWSMNAYCsY38791gSV5pF8NNMY/ZAOJR9wRo2VnroTZOSul1ZmvWLJLbsLkHXiZaQEGeq94le3H7EkRGmYoFp3PDc2fkqV4UzgrNBNNMaUjekQO5ZKGqL208XFM3JhlT4ZRMqWNGSh/p5Iaaj1NAxsZ0jNSK96c/E/r5OYwbWfchknBiVbLhokgpiIzN8nfa6QGTG1hDLF7a2EjaiizNiQCjYEb/XlddKslL1q+eahWqpVszjycAbncAkeXEEN7qEODWAg4Rle4c3Rzovz7nwsW3NONnMKf+B8/gDoS5Bl</latexit>

d�r

<latexit sha1_base64="e+kWoxlIxKd1GXsxvpSD8nL2x2A=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjxWsB/QhrLZTNulm03c3RRK6J/w4kERr/4db/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7Gd3O/PUGleSwfzTRBP6JDyQecUWOlTkh6E2RE9csVt+ouQNaJl5MK5Gj0y1+9MGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAWamXakwoG9Mhdi2VNELtZ4t7Z+TCKiEZxMqWNGSh/p7IaKT1NApsZ0TNSK96c/E/r5uawY2fcZmkBiVbLhqkgpiYzJ8nIVfIjJhaQpni9lbCRlRRZmxEJRuCt/ryOmldVb1a9fahVqnX8jiKcAbncAkeXEMd7qEBTWAg4Ble4c15cl6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdOqY94</latexit>

d�r

<latexit sha1_base64="e+kWoxlIxKd1GXsxvpSD8nL2x2A=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjxWsB/QhrLZTNulm03c3RRK6J/w4kERr/4db/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7Gd3O/PUGleSwfzTRBP6JDyQecUWOlTkh6E2RE9csVt+ouQNaJl5MK5Gj0y1+9MGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAWamXakwoG9Mhdi2VNELtZ4t7Z+TCKiEZxMqWNGSh/p7IaKT1NApsZ0TNSK96c/E/r5uawY2fcZmkBiVbLhqkgpiYzJ8nIVfIjJhaQpni9lbCRlRRZmxEJRuCt/ryOmldVb1a9fahVqnX8jiKcAbncAkeXEMd7qEBTWAg4Ble4c15cl6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdOqY94</latexit>

dW1 > 0

<latexit sha1_base64="0MAkj9qTLXMjitrjRFVUgvtMxC0=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoF6k4MVjBfuBbSibzaZdutmE3YlQSv+FFw+KePXfePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6RSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWibJNONNlshEdwJquBSKN1Gg5J1UcxoHkreD0e3Mbz9xbUSiHnCccj+mAyUiwSha6TEk7b5HbohL+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a9emLAs5gqZpMZ0PTdFf0I1Cib5tNTLDE8pG9EB71qqaMyNP5lfPCVnVglJlGhbCslc/T0xobEx4ziwnTHFoVn2ZuJ/XjfD6MqfCJVmyBVbLIoySTAhs/dJKDRnKMeWUKaFvZWwIdWUoQ2pZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvVaHkcRTuAUzsGDS6jDHTSgCQwUPMMrvDnGeXHenY9Fa8HJZ47hD5zPH+atjxU=</latexit>

dW2 < 0

<latexit sha1_base64="5ijPGcUpUpinNJLk9rRvOO+1Oac=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lKQQUPBS8eK9hWbEPZbCbt0s0m7G6EUvovvHhQxKv/xpv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvCAVXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqK2TTDFssUQk6iGgGgWX2DLcCHxIFdI4ENgJRjczv/OESvNE3ptxin5MB5JHnFFjpceQdPo1ck1c0i9X3Ko7B1klXk4qkKPZL3/1woRlMUrDBNW667mp8SdUGc4ETku9TGNK2YgOsGuppDFqfzK/eErOrBKSKFG2pCFz9ffEhMZaj+PAdsbUDPWyNxP/87qZiS79CZdpZlCyxaIoE8QkZPY+CblCZsTYEsoUt7cSNqSKMmNDKtkQvOWXV0m7VvXq1au7eqVRz+Mowgmcwjl4cAENuIUmtICBhGd4hTdHOy/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPlKI8U</latexit>

A partir de (3.6) podemos definir el trabajo que ejerce un agente i sobre la part́ıcula

a lo largo del camino C, como la suma de los trabajos infinitesimales de cada porción

de C:

Wi(C) ⌘

Z

C

dWi , (3.7)

=

Z

C

~Fi · d~r . (3.8)

Esta definición depende crucialmente del camino C. Para una misma fuerza, dos

caminos distintos pueden llevar a valores del trabajo. Para adquirir experiencia con

esta definición, veamos algunos ejemplos.

3.2.1 Ejemplo 1

Supongamos la existencia de un campo de fuerzas ~F que, en términos de coordenadas

ciĺındricas, tiene la siguiente forma

~F = K0⇢�̂, (3.9)

donde K0 es una constante positiva. Esta es una fuerza cuya magnitud aumenta

en la medida que nos alejamos del origen, y que se arremolina en torno al eje z en

la dirección k̂ (de acuerdo a la regla de la mano derecha), tal como lo muestra la

siguiente figura:
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Calculemos el trabajo debido a este campo de fuerzas ~F a lo largo de tres caminos

diferentes C1, C2 y C3, conectando los puntos A y B (ver siguiente figura). El primer

camino, C1 corresponde a un recorrido de radio R constante en torno al origen O,

en sentido anti-horario. El camino C2 corresponde a un recorrido de igual radio en

sentido horario. Finalmente, C3 corresponde a un camino en linea recta pasando por

el origen.

A

<latexit sha1_base64="Amnfan25DpYdYwzLpyDgJuRvFoQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4qXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJKHjMM=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="bMuOvM+wuB0MuudFX2Gdd0hGmvs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJQLjMQ=</latexit>

C1

<latexit sha1_base64="sITGebGAuBTd8nWTwP1A0Csro/E=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFclUQK6q7QjcsK9gFNKJPppB06mYSZG6GU/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOmEph0HW/nY3Nre2d3dJeef/g8Oi4cnLaMUmmGW+zRCa6F1LDpVC8jQIl76Wa0ziUvBtOmrnffeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbSS78cUx4xK0hx4g0rVrbkLkHXiFaQKBVqDypc/TFgWc4VMUmP6nptiMKMaBZN8XvYzw1PKJnTE+5YqGnMTzBaZ5+TSKkMSJdo+hWSh/t6Y0diYaRzayTyjWfVy8T+vn2F0G8yESjPkii0PRZkkmJC8ADIUmjOUU0so08JmJWxMNWVoayrbErzVL6+TznXNq9fuHurVRr2oowTncAFX4MENNOAeWtAGBik8wyu8OZnz4rw7H8vRDafYOYM/cD5/AC4ckRk=</latexit>

C2

<latexit sha1_base64="lvQ0TkZ/YHrxDmJ129CJr53AVng=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiSloO4K3bisYB/QhDKZTtqhk0mYh1BCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DMnTDlT2nW/ndLW9s7uXnm/cnB4dHxSPT3rqcRIQrsk4YkchFhRzgTtaqY5HaSS4jjktB/O2rnff6JSsUQ86nlKgxhPBIsYwdpKvh9jPSWYo/aoMarW3Lq7BNokXkFqUKAzqn7544SYmApNOFZq6LmpDjIsNSOcLiq+UTTFZIYndGipwDFVQbbMvEBXVhmjKJH2CY2W6u+NDMdKzePQTuYZ1bqXi/95Q6Oj2yBjIjWaCrI6FBmOdILyAtCYSUo0n1uCiWQ2KyJTLDHRtqaKLcFb//Im6TXqXrN+99CstZpFHWW4gEu4Bg9uoAX30IEuEEjhGV7hzTHOi/PufKxGS06xcw5/4Hz+AC+gkRo=</latexit>

C3

<latexit sha1_base64="fnoYgeGv3gZNDHm75Wegy9aHkKM=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRaUHeFblxWsA9oQplMJ+3QySTMQyihv+HGhSJu/Rl3/o2TNgttPTBwOOde7pkTppwp7brfTmljc2t7p7xb2ds/ODyqHp90VWIkoR2S8ET2Q6woZ4J2NNOc9lNJcRxy2gunrdzvPVGpWCIe9SylQYzHgkWMYG0l34+xnhDMUWt4PazW3Lq7AFonXkFqUKA9rH75o4SYmApNOFZq4LmpDjIsNSOcziu+UTTFZIrHdGCpwDFVQbbIPEcXVhmhKJH2CY0W6u+NDMdKzeLQTuYZ1aqXi/95A6Oj2yBjIjWaCrI8FBmOdILyAtCISUo0n1mCiWQ2KyITLDHRtqaKLcFb/fI66V7VvUb97qFRazaKOspwBudwCR7cQBPuoQ0dIJDCM7zCm2OcF+fd+ViOlpxi5xT+wPn8ATEkkRs=</latexit>

Calculemos primero el trabajo ejercido por el campo de fuerzas a lo largo del camino

C1. Dado que este es un camino con radio constante, podemos describir la posición a

lo largo del camino C1 a través del ángulo �:

~r(�) = R ⇢̂(�), (3.10)

95



donde, recordemos, ⇢̂(�) = cos� ı̂+sin� |̂. Luego, de acuerdo a (3.5) el paso infinites-

imal d~r adquiere la siguiente forma

d~r = R�̇�̂dt. (3.11)

Es importante apreciar que no estamos obligados a utilizar el tiempo para escribir el

paso infinitesimal d~r. De hecho, en la medida que el tiempo incrementa dt, el ángulo

describiendo el avance a lo largo del camino incrementa una cantidad d� = �̇dt.

Luego, basta escribir

d~r = R�̂d�. (3.12)

De esta forma, utilizando (3.8) podemos escribir el trabajo a lo largo de C1 de la

forma:

W (C1) =

Z

C1

~F · d~r, (3.13)

=

Z ⇡

0

⇣
K0R�̂

⌘
·

⇣
R�̂d�

⌘
, (3.14)

= K0R
2

Z ⇡

0

d�, (3.15)

= ⇡K0R
2
. (3.16)

Veamos ahora el cálculo del trabajo a lo largo del camino C2. En este caso podemos

seguir los mismos pasos anteriores. La diferencia, sin embargo, es que en este caso

el incremento d� a lo largo de C2 es negativo (puesto que el trayecto es en sentido

horario), lo que modifica los ĺımites de integración:

W (C2) =

Z

C2

~F · d~r, (3.17)

=

Z
�⇡

0

⇣
K0R�̂

⌘
·

⇣
R�̂d�

⌘
, (3.18)

= K0R
2

Z
�⇡

0

d�, (3.19)

= �⇡K0R
2
. (3.20)

Finalmente, en el caso de C3, el camino transcurre para el ángulo fijo � = 0, de tal

manera que la posición a lo largo trayecto puede ser descrito mediante la coordenada

cartesiana x:

~r(x) = x ı̂. (3.21)
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Luego, vemos que

d~r = ẋ ı̂ d t, (3.22)

= ı̂ dx. (3.23)

Dado que el camino va desde ~rA = R ı̂ a ~rB = �Rı̂, el incremento dx es negativo. Por

otro lado, notemos que la fuerza a lo largo de C3 puede ser escrita como

~F = K0x|̂. (3.24)

Luego, es directo ver que el trabajo infinitesimal en cualquier parte del trayecto es

cero:

dW = (K0x|̂) · (̂ı dx) = 0, (3.25)

con lo cualW (C3) = 0. En definitiva, obtenemos tres resultados distintos dependiendo

del camino escogido.

3.2.2 Ejemplo 2

Consideremos ahora el siguiente campo de fuerzas expresado en términos de coorde-

nadas cartesianas:
~F =

1

5
↵x

2
y
5
ı̂+

1

3
�x

3
y
4
|̂, (3.26)

donde ↵ y � son constantes arbitrarias. Calculemos el trabajo debido a la fuerza a lo

largo de dos caminos C1 y C2 ilustrados en la siguiente figura:

C2

<latexit sha1_base64="lvQ0TkZ/YHrxDmJ129CJr53AVng=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiSloO4K3bisYB/QhDKZTtqhk0mYh1BCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DMnTDlT2nW/ndLW9s7uXnm/cnB4dHxSPT3rqcRIQrsk4YkchFhRzgTtaqY5HaSS4jjktB/O2rnff6JSsUQ86nlKgxhPBIsYwdpKvh9jPSWYo/aoMarW3Lq7BNokXkFqUKAzqn7544SYmApNOFZq6LmpDjIsNSOcLiq+UTTFZIYndGipwDFVQbbMvEBXVhmjKJH2CY2W6u+NDMdKzePQTuYZ1bqXi/95Q6Oj2yBjIjWaCrI6FBmOdILyAtCYSUo0n1uCiWQ2KyJTLDHRtqaKLcFb//Im6TXqXrN+99CstZpFHWW4gEu4Bg9uoAX30IEuEEjhGV7hzTHOi/PufKxGS06xcw5/4Hz+AC+gkRo=</latexit>

C1

<latexit sha1_base64="sITGebGAuBTd8nWTwP1A0Csro/E=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFclUQK6q7QjcsK9gFNKJPppB06mYSZG6GU/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOmEph0HW/nY3Nre2d3dJeef/g8Oi4cnLaMUmmGW+zRCa6F1LDpVC8jQIl76Wa0ziUvBtOmrnffeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbSS78cUx4xK0hx4g0rVrbkLkHXiFaQKBVqDypc/TFgWc4VMUmP6nptiMKMaBZN8XvYzw1PKJnTE+5YqGnMTzBaZ5+TSKkMSJdo+hWSh/t6Y0diYaRzayTyjWfVy8T+vn2F0G8yESjPkii0PRZkkmJC8ADIUmjOUU0so08JmJWxMNWVoayrbErzVL6+TznXNq9fuHurVRr2oowTncAFX4MENNOAeWtAGBik8wyu8OZnz4rw7H8vRDafYOYM/cD5/AC4ckRk=</latexit>

A = (0, 0)

<latexit sha1_base64="wHJCEidldPuc87VKdSabUmEPQ6w=">AAAB9HicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJUkLIrBfUgVLx4rGA/oF1KNs22oUl2TbKFsvR3ePGgiFd/jDf/jWm7B219MPB4b4aZeUHMmTau++2srK6tb2zmtvLbO7t7+4WDw4aOEkVonUQ8Uq0Aa8qZpHXDDKetWFEsAk6bwfBu6jdHVGkWyUczjqkvcF+ykBFsrOTfohtUQi46t3XWLRTdsjsDWiZeRoqQodYtfHV6EUkElYZwrHXbc2Pjp1gZRjid5DuJpjEmQ9ynbUslFlT76ezoCTq1Sg+FkbIlDZqpvydSLLQei8B2CmwGetGbiv957cSEV37KZJwYKsl8UZhwZCI0TQD1mKLE8LElmChmb0VkgBUmxuaUtyF4iy8vk8ZF2auUrx8qxWoliyMHx3ACJfDgEqpwDzWoA4EneIZXeHNGzovz7nzMW1ecbOYI/sD5/AEpzI8V</latexit>

B = (x̄, ȳ)

<latexit sha1_base64="jJJO+B87YTI9wlrdOWgpzT3beNs=">AAACAHicbZDLSsNAFIZP6q3WW9SFCzeDRaggJZGCuhCKblxWsBdoQ5lMJ+3QySTMTMQSuvFV3LhQxK2P4c63cdpmoa0/DHz85xzOnN+POVPacb6t3NLyyupafr2wsbm1vWPv7jVUlEhC6yTikWz5WFHOBK1rpjltxZLi0Oe06Q9vJvXmA5WKReJej2LqhbgvWMAI1sbq2gfX6AqVUMfHEj2i0xmM0EnXLjplZyq0CG4GRchU69pfnV5EkpAKTThWqu06sfZSLDUjnI4LnUTRGJMh7tO2QYFDqrx0esAYHRunh4JImic0mrq/J1IcKjUKfdMZYj1Q87WJ+V+tnejgwkuZiBNNBZktChKOdIQmaaAek5RoPjKAiWTmr4gMsMREm8wKJgR3/uRFaJyV3Ur58q5SrFayOPJwCEdQAhfOoQq3UIM6EBjDM7zCm/VkvVjv1sesNWdlM/vwR9bnD0Tuk54=</latexit>

(x̄, 0)

<latexit sha1_base64="/GbbcY0qpDHmAkpAop5Syo4E/TM=">AAAB9HicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahgpRdKai3ghePFewHtEvJptk2NJusSbZYlv4OLx4U8eqP8ea/MW33oK0PBh7vzTAzL4g508Z1v53c2vrG5lZ+u7Czu7d/UDw8amqZKEIbRHKp2gHWlDNBG4YZTtuxojgKOG0Fo9uZ3xpTpZkUD2YSUz/CA8FCRrCxkl9G3QAr9IQukHveK5bcijsHWiVeRkqQod4rfnX7kiQRFYZwrHXHc2Pjp1gZRjidFrqJpjEmIzygHUsFjqj20/nRU3RmlT4KpbIlDJqrvydSHGk9iQLbGWEz1MveTPzP6yQmvPZTJuLEUEEWi8KEIyPRLAHUZ4oSwyeWYKKYvRWRIVaYGJtTwYbgLb+8SpqXFa9aubmvlmrVLI48nMAplMGDK6jBHdShAQQe4Rle4c0ZOy/Ou/OxaM052cwx/IHz+QPeZZAw</latexit>
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El primer camino, C1, consiste en dos segmentos, primero una linea recta a lo largo

del eje x desde A = (0, 0) hasta (x̄, 0), y luego una linea recta a lo largo del eje y

desde (x̄, 0) hasta B = (x̄, ȳ). El segundo camino consiste en una linea recta desde A

hasta B. Naturalmente, resulta conveniente separar el cálculo del trabajo W (C1) en

dos integrales, cada una para cada segmento. Es decir:

W (C1) =

Z

C1

~F · d~r, (3.27)

=

Z x̄

0

~F · (̂ıdx) +

Z 0

ȳ

~F · (|̂dy), (3.28)

donde usamos d~r = ı̂dx para el primer segmento, y d~r = |̂dy para el segundo segmento.

Luego, reemplazando ~F = 0 a lo largo del primer segmento, y ~F = 1
5↵x̄

2
y
5
ı̂+ 1

3�x̄
3
y
4
|̂

a lo largo del segundo, obtenemos

W (C1) =

Z 0

ȳ

✓
1

5
↵x̄

2
y
5
ı̂+

1

3
�x̄

3
y
4
|̂

◆
· (|̂dy), (3.29)

=
1

3
�x̄

3

Z 0

ȳ

y
4
dy, (3.30)

=
1

15
�x̄

3
ȳ
5
. (3.31)

Veamos ahora el cálculo correspondiente al camino C2. Notemos que el camino C2

consiste en la recta

y(x) = x
ȳ

x̄
. (3.32)

Esto quiere decir que podemos escoger la variable x para describir el avance a través

de la trayectoria. Para ser precisos, a lo largo de C2 el vector posición puede ser

escrito:

~r(x) =
⇣
ı̂+

ȳ

x̄
|̂

⌘
x. (3.33)

Luego, podemos escribir un paso infinitesimal a lo largo del camino como

d~r(x) =
⇣
ı̂+

ȳ

x̄
|̂

⌘
dx. (3.34)

Por otro lado, gracias a (3.32), podemos escribir la fuerza a lo largo de C2 como

~F =
1

5
↵x

7 ȳ
5

x̄5
ı̂+

1

3
�x

7 ȳ
4

x̄4
|̂, (3.35)

98



Utilizando estos resultados para calcular W (C2), vemos que

W (C2) =

Z

C2

~F · d~r, (3.36)

=

Z x̄

0

✓
1

5
↵x

7 ȳ
5

x̄5
ı̂+

1

3
�x

7 ȳ
4

x̄4
|̂

◆
·

⇣
ı̂+

ȳ

x̄
|̂

⌘
dx, (3.37)

=
ȳ
5

x̄5

✓
1

5
↵ +

1

3
�

◆Z x̄

0

x
7
dx, (3.38)

=
ȳ
5
x̄
3

120
(3↵ + 5�). (3.39)

En consecuencia, para valores arbitrarios de ↵ y �, los trabajos calculados a lo largo

de W (C1) y W (C2) son distintos. Sin embargo, notemos que si � = ↵, ambos caminos

tienen el mismo trabajo asociado, independiente de los valores de x̄ e ȳ. En primera

instancia, esto parece anecdótico. Sin embargo, como veremos pronto, hay fuerzas

para las cuales el trabajo entre dos puntos A y B es independiente del camino C

escogido.

3.3 Enerǵıa Cinética

Consideremos el desaf́ıo de calcular el trabajo Wtot(C) a lo largo de un camino C entre

puntos A y B, debido a la fuerza total ~Ftot =
PN

i=1
~Fi. En este caso vemos que

Wtot(C) =

Z

C

~Ftot · ~dr. (3.40)

Sin embargo, debido a la segunda ley de Newton podemos reemplazar ~Ftot = m~a, de

donde sigue que:

Wtot(C) = m

Z

C

~a · ~dr, (3.41)

= m

Z tB

tA

d~v

dt
· ~v dt, (3.42)

=
m

2

Z tB

tA

d~v
2

dt
dt, (3.43)

=
m

2

Z ~v 2
B

~v 2
A

~v
2
, (3.44)

=
m

2

�
~v

2
B � ~v

2
A

�
. (3.45)
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Es decir, el trabajo totalWtot(C) puede ser escrito en términos de información cinemática

de la masa m en el punto inicial A y final B. Este es un resultado importante, por lo

que es conveniente definir el concepto de enerǵıa cinética de una part́ıcula de masa

m, que denotaremos K:

K ⌘
m

2
~v

2
. (3.46)

Luego, podemos expresar nuestro resultado anterior como

Wtot(C) = KB � KA. (3.47)

3.4 Fuerzas conservativas

Diremos que una fuerza es conservativa si el trabajo calculado a partir de ella, entre

dos puntos arbitrarios A y B, es independiente del camino C. Si tales fuerzas existen,

al calcular W (C), no necesitamos especificar el camino escogido en la integral (3.8),

y por lo tanto podemos simplemente escribir:

W (C) =

Z ~rB

~rA

~F · d~r. (3.48)

En el lado derecho de esta expresión podemos integrar desde ~rA hasta ~rB por el

camino que deseemos, sin cambiar su resultado. Para lidiar con fuerzas conservativas,

es conveniente introducir el concepto de enerǵıa potencial U del sistema:

U(~r,~r0) ⌘ �

Z ~r

~r0

~F · d~r, (3.49)

donde ~r0 es la posición de un punto arbitrario de nuestra elección. Es inmediato

verificar que

U(~r0,~r0) = 0. (3.50)

Dado que no estamos especificando el camino de integración desde ~r0 y ~r, esta

definición solo tiene sentido si ~F es conservativa. Habitualmente, para escribir U

omitimos ~r0 y simplemente escribimos

U(~r) = �

Z ~r

~r0

~F · d~r. (3.51)

Aún aśı, siempre es importante estar al tanto de la elección de ~r0. Notemos que a

partir de la definición (3.51) es directo constatar que

W (C) = U(~rA) � U(~rB). (3.52)
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Es decir, el trabajo debido a una fuerza conservativa es la diferencia del potencial

inicial y final.

La idea de la definición (3.51) es que U(~r) es una función de la posición ~r. Esto

quiere decir que podemos diferenciar U con respecto a las coordenadas de ~r. Por

ejemplo, consideremos ahora la derivada de U con respecto a la coordenada cartesiana

x (manteniendo fijas las coordenadas y y z). Escribiendo ~r = xı̂+ y|̂+ zk̂, vemos que

@

@x
U(~r) = lim

✏!0

1

✏
(U(x+ ✏, y, z) � U(x, y, z)) , (3.53)

= � lim
✏!0

1

✏

 Z (x+✏)ı̂+y|̂+zk̂

~r0

~F · d~r �

Z xı̂+y|̂+zk̂

~r0

~F · d~r

!
. (3.54)

Notemos que la primera integral en la diferencia anterior va desde ~r0 hasta (x+ ✏)̂ı+

y|̂+ zk̂. Pero este camino puede ser separado realizado en dos pasos: primero desde

~r0 hasta xı̂+ y|̂+ zk̂, y luego desde xı̂+ y|̂+ zk̂ hasta (x+ ✏)̂ı+ y|̂+ zk̂. Esto puede

ser apreciado en la siguiente figura, donde mostramos la situación confinada al plano

x-y:

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

�r0

<latexit sha1_base64="CT//3YUsOI4+S37iiC6L8omzTVs=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjxWsB/QhrLZTtqlm03c3RRK6J/w4kERr/4db/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTlo5TxbDJYhGrTkA1Ci6xabgR2EkU0igQ2A7Gd3O/PUGleSwfzTRBP6JDyUPOqLFSpzdBRlTf7ZcrbtVdgKwTLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCZ6VeqjGhbEyH2LVU0gi1ny3unZELqwxIGCtb0pCF+nsio5HW0yiwnRE1I73qzcX/vG5qwhs/4zJJDUq2XBSmgpiYzJ8nA66QGTG1hDLF7a2EjaiizNiISjYEb/XlddK6qnq16u1DrVKv5XEU4QzO4RI8uIY63EMDmsBAwDO8wpvz5Lw4787HsrXg5DOn8AfO5w9gkI+D</latexit>

�ı̂

<latexit sha1_base64="lcTi7y6NwDC1FGF7rK8OgpuUQqU=">AAAB/XicbVDLSgMxFL3js9bX+Ni5CRbBVZmRgroruHFZwT6gM5RMmrahmWRIMkIdir/ixoUibv0Pd/6NmXYW2nogcDjnXu7JiRLOtPG8b2dldW19Y7O0Vd7e2d3bdw8OW1qmitAmkVyqToQ15UzQpmGG006iKI4jTtvR+Cb32w9UaSbFvZkkNIzxULABI9hYqeceBzTRjEuBghE2KGAxNqOeW/Gq3gxomfgFqUCBRs/9CvqSpDEVhnCsddf3EhNmWBlGOJ2Wg1TTBJMxHtKupQLHVIfZLP0UnVmljwZS2ScMmqm/NzIcaz2JIzuZh9OLXi7+53VTM7gKMyaS1FBB5ocGKUdGorwK1GeKEsMnlmCimM2KyAgrTIwtrGxL8Be/vExaF1W/Vr2+q1XqtaKOEpzAKZyDD5dQh1toQBMIPMIzvMKb8+S8OO/Ox3x0xSl2juAPnM8fO9eVDw==</latexit>

xı̂ + y�̂

<latexit sha1_base64="IhkQVdnO5jJ7LJgDrMwdZjILJIw=">AAACB3icbVDLSsNAFL2pr1pfUZeCDBZBEEoiBXVXcOOygn1AE8pkOmnHTh7MTMQSunPjr7hxoYhbf8Gdf+MkzUJbDwyce869zL3HizmTyrK+jdLS8srqWnm9srG5tb1j7u61ZZQIQlsk4pHoelhSzkLaUkxx2o0FxYHHaccbX2V+554KyaLwVk1i6gZ4GDKfEay01DcPH5Azwgo5LMBqhE7RpKjv8rpvVq2alQMtErsgVSjQ7JtfziAiSUBDRTiWsmdbsXJTLBQjnE4rTiJpjMkYD2lP0xAHVLppfscUHWtlgPxI6BcqlKu/J1IcSDkJPN2ZbSfnvUz8z+slyr9wUxbGiaIhmX3kJxypCGWhoAETlCg+0QQTwfSuiIywwETp6Co6BHv+5EXSPqvZ9drlTb3aqBdxlOEAjuAEbDiHBlxDE1pA4BGe4RXejCfjxXg3PmatJaOY2Yc/MD5/AKmCl+I=</latexit>

(x + �)̂ı + y�̂

<latexit sha1_base64="7sfVKEbCunnVoAnZwr6QixP3qmM=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsAgthZJIQd0V3LisYB/QhDKZTtqxk0mYmYgh9Bvc+CtuXCji1pU7/8ZJmoW2Hhg495x7mXuPFzEqlWV9Gyura+sbm6Wt8vbO7t6+eXDYlWEsMOngkIWi7yFJGOWko6hipB8JggKPkZ43vcr83j0Rkob8ViURcQM05tSnGCktDc1a9aHukEhSFvIadCZIQYcGSE1gHSZFfZfXQ7NiNawccJnYBamAAu2h+eWMQhwHhCvMkJQD24qUmyKhKGZkVnZiSSKEp2hMBppyFBDppvlJM3iqlRH0Q6EfVzBXf0+kKJAyCTzdmW0nF71M/M8bxMq/cFPKo1gRjucf+TGDKoRZPnBEBcGKJZogLKjeFeIJEggrnWJZh2AvnrxMumcNu9m4vGlWWs0ijhI4BiegCmxwDlrgGrRBB2DwCJ7BK3gznowX4934mLeuGMXMEfgD4/MHk7qcIg==</latexit>

Luego, podemos escribir

Z (x+✏)ı̂+y|̂+zk̂

~r0

~F · d~r =

Z xı̂+y|̂+zk̂

~r0

~F · d~r +

Z (x+✏)ı̂+y|̂+zk̂

xı̂+y|̂+zk̂

~F · d~r. (3.55)

Usando este resultado, vemos que

@

@x
U(~r) = � lim

✏!0

1

✏

Z (x+✏)ı̂+y|̂+zk̂

xı̂+y|̂+zk̂

~F · ı̂dx. (3.56)
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Notemos que la integral de la expresión anterior es a lo largo de un camino de extensión

infinitesimal ✏ (ver figura previa). Luego, podemos usar d~r = ı̂dx y escribir la integral

como una suma de Riemann de un solo paso ✏:

Z (x+✏)ı̂+y|̂+zk̂

xı̂+y|̂+zk̂

~F · ı̂dx = ✏ ı̂ · ~F (~r). (3.57)

Notemos que ı̂ · ~F (~r) es la componente x de ~F (~r), que podemos denotar Fx(~r). De

esta forma, finalmente obtenemos

@

@x
U(~r) = �Fx(~r). (3.58)

Este resultado lo podemos repetir para obtener expresiones de las derivadas de U con

respecto a y y z:

@

@y
U(~r) = �Fy(~r), (3.59)

@

@z
U(~r) = �Fz(~r). (3.60)

Debido a este resultado, es conveniente introducir el concepto de gradiente rU de un

potencial U , mediante el śımbolo nabla:

r ⌘ ı̂
@

@x
+ |̂

@

@y
+ k̂

@

@z
. (3.61)

Con este śımbolo, podemos, podemos reunir los tres resultados anteriores en una

única expresión rU(~r) = �~F (~r). En definitiva, si una fuerza es conservativa ~F (~r),

a partir de ella podemos definir un enerǵıa potencial U(~r), cuyo gradiente es �~F (~r).

Dicho de otra forma, si una fuerza es conservativa, entonces debe existir un potencial

U tal que
~F = �rU. (3.62)
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3.5 Identificando fuerzas conservativas

¿Cómo podemos saber si una fuerza es conservativa? A continuación demostraremos

un teorema muy poderoso que permite identificar fuerzas conservativas. Primero,

enunciemos el teorema:

Teorema: Una fuerza es conservativa si, y solo si, su rotor es nulo. Es decir:

~F = �rU () r ⇥ ~F = 0. (3.63)

El rotor de una fuerza, r ⇥ ~F , es simplemente un producto cruz entre r, el śımbolo

definido en (3.61), y la fuerza ~F . En forma expĺıcita, el rotor de un vector ~A corre-

sponde al siguiente vector:

r ⇥ ~A =

✓
@Az

@y
�

@Ay

@z

◆
ı̂+

✓
@Ax

@z
�

@Az

@x

◆
|̂+

✓
@Ay

@x
�

@Ax

@y

◆
k̂. (3.64)
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3.5.1 Demostración

Para demostrar la equivalencia entre ~F = �rU y r ⇥ ~F = 0, comencemos por la

parte más fácil. Notemos que si ~F = �rU , entonces

r ⇥ ~F = �r ⇥ (rU) . (3.65)

Sin embargo, es directo ver que el rotor de un gradiente es idénticamente cero, de

donde concluimos que r ⇥ ~F = 0. Ahora debemos demostrar que si el rotor de una

fuerza es cero, ésta es conservativa. Para proceder, consideremos una superficie ⌃

rodeada por un camino cerrado � tal como lo muestra la siguiente figura:

�

<latexit sha1_base64="7r2HPMvIQNij0DRd/HwletJBHkM=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FPOgxgnlAsoTZyWwyZh7LzKwQlvyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlHBmrO9/e4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirVhDaJ4kp3ImwoZ5I2LbOcdhJNsYg4bUfjm5nffqLaMCUf7CShocBDyWJGsHVSq3eLhcD9csWv+nOgVRLkpAI5Gv3yV2+gSCqotIRjY7qBn9gww9oywum01EsNTTAZ4yHtOiqxoCbM5tdO0ZlTBihW2pW0aK7+nsiwMGYiItcpsB2ZZW8m/ud1UxtfhRmTSWqpJItFccqRVWj2OhowTYnlE0cw0czdisgIa0ysC6jkQgiWX14lrYtqUKte39cq9VoeRxFO4BTOIYBLqMMdNKAJBB7hGV7hzVPei/fufSxaC14+cwx/4H3+AFWVjvM=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="flD72Ddwe2ncG/bCkV+xeR6VmaQ=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvHiMaB6QLGF2MpuMmccyMyuEJf/gxYMiXv0fb/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61jEo1oU2iuNKdCBvKmaRNyyynnURTLCJO29H4Zua3n6g2TMkHO0loKPBQspgRbJ3U6t2zocD9csWv+nOgVRLkpAI5Gv3yV2+gSCqotIRjY7qBn9gww9oywum01EsNTTAZ4yHtOiqxoCbM5tdO0ZlTBihW2pW0aK7+nsiwMGYiItcpsB2ZZW8m/ud1UxtfhRmTSWqpJItFccqRVWj2OhowTYnlE0cw0czdisgIa0ysC6jkQgiWX14lrYtqUKte39Uq9VoeRxFO4BTOIYBLqMMtNKAJBB7hGV7hzVPei/fufSxaC14+cwx/4H3+AGsJjwE=</latexit>

Para que la discusión se mantenga simple, supongamos que esta superficie está re-

stringida al plano x-y. Luego, hagamos un producto punto entre r ⇥ ~F y k̂ e inte-

gremos el escalar resultante k̂ · (r ⇥ ~F ) por toda la superficie:

I =

Z

⌃

k̂ · (r ⇥ ~F ) dxdy. (3.66)

Evidentemente, dado que r ⇥ ~F = 0 se tiene que I = 0. A continuación dividamos

la superficie en N pequeñas celdas de lado infinitesimal ✏. Esto quiere decir que

I =
NX

i=1

Ii, Ii ⌘

Z

⌃i

k̂ · (r ⇥ ~F ) dxdy, (3.67)

donde ⌃i es la superficie encerrada en cada cuadrado infinitesimal. Enfoquemonos

ahora que pasa con la integración Ii en un cuadrado dado. Usando (3.64), vemos que

Ii =

Z

⌃i

✓
@Fy

@x
�

@Fx

@y

◆
dxdy, (3.68)
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Pero dado que las celdas son pequeñas, podemos escribir

Ii = ✏
2

✓
@Fy

@x
(xi, yi) �

@Fx

@y
(xi, yi)

◆
, (3.69)

donde xi e yi denotan la posición de la celda. Además, también podemos escribir
@Fy

@x = (Fy(x+ ✏)�Fy(x))/✏ y
@Fx
@y = (Fx(y+ ✏)�Fx(y))/✏. De esta forma, vemos que

Ii = ✏ [Fy(xi + ✏, yi) � Fy(xi, yi) � Fx(xi, yi + ✏) + Fx(xi, yi)] . (3.70)

Una forma elegante de expresar este resultado es

Ii =

I

�i

~F · d~r, (3.71)

donde el śımbolo
H

nos informa que estamos integrando por un camino cerrado �i

alrededor de la celda ⌃i (ver siguiente figura).

�

<latexit sha1_base64="7r2HPMvIQNij0DRd/HwletJBHkM=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FPOgxgnlAsoTZyWwyZh7LzKwQlvyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlHBmrO9/e4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirVhDaJ4kp3ImwoZ5I2LbOcdhJNsYg4bUfjm5nffqLaMCUf7CShocBDyWJGsHVSq3eLhcD9csWv+nOgVRLkpAI5Gv3yV2+gSCqotIRjY7qBn9gww9oywum01EsNTTAZ4yHtOiqxoCbM5tdO0ZlTBihW2pW0aK7+nsiwMGYiItcpsB2ZZW8m/ud1UxtfhRmTSWqpJItFccqRVWj2OhowTYnlE0cw0czdisgIa0ysC6jkQgiWX14lrYtqUKte39cq9VoeRxFO4BTOIYBLqMMdNKAJBB7hGV7hzVPei/fufSxaC14+cwx/4H3+AFWVjvM=</latexit>

�i

<latexit sha1_base64="ycNIy1nA0El1QOOd8VICMSOjom0=">AAAB73icbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvHisaD+gXUo2zbahSXZNskJZ+ie8eFDEq3/Hm//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38z89hPThsfqwU4SFkgyVDzilFgndXr3fChJn/fLFa/qzYFXiZ+TCuRo9MtfvUFMU8mUpYIY0/W9xAYZ0ZZTwaalXmpYQuiYDFnXUUUkM0E2v3eKz5wywFGsXSmL5+rviYxIYyYydJ2S2JFZ9mbif143tdFVkHGVpJYpulgUpQLbGM+exwOuGbVi4gihmrtbMR0RTah1EZVcCP7yy6ukdVH1a9Xru1qlXsvjKMIJnMI5+HAJdbiFBjSBgoBneIU39Ihe0Dv6WLQWUD5zDH+APn8A6Q+P3Q==</latexit>

�i

<latexit sha1_base64="4ETKc+DAwQHJAyByYezZIH/MJkc=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KHvRYwX5AG8pku2mX7iZxdyOU0D/hxYMiXv073vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nirImjUWsOgFqJnjEmoYbwTqJYigDwdrB+Gbmt5+Y0jyOHswkYb7EYcRDTtFYqdO7RSmxz/vlilt15yCrxMtJBXI0+uWv3iCmqWSRoQK17npuYvwMleFUsGmpl2qWIB3jkHUtjVAy7Wfze6fkzCoDEsbKVmTIXP09kaHUeiID2ynRjPSyNxP/87qpCa/8jEdJalhEF4vCVBATk9nzZMAVo0ZMLEGquL2V0BEqpMZGVLIheMsvr5LWRdWrVa/va5V6LY+jCCdwCufgwSXU4Q4a0AQKAp7hFd6cR+fFeXc+Fq0FJ585hj9wPn8A03+Pzw==</latexit>

En efecto, el camino �i consta de cuatro segmentos, cada uno aportando con un

término proporcional a ✏ en la integral de (3.70). En definitiva, hemos sido capaces de

re-escribir la integral de área (3.68) en términos de la integral de camino (3.70). Esto

lo podemos repetir para cada celda. Sin embargo, cuando sumemos cada contribución

de Ii en (3.67), los aportes de cada segmento del camino cerrado a lo largo de �i se

cancelará con los segmentos de las celdas contiguas, que tienen el sentido contrario.

Por ejemplo, si sumamos Ii con Ii+1, donde i+ 1 se refiere a una celda contigua a lo
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largo de x, entonces xi+1 = xi + ✏ y yi+1 = yi, es directo ver que

Ii + Ii+1 = ✏


� Fy(xi, yi) � Fx(xi, yi + ✏) + Fx(xi, yi)

+Fy(xi + 2✏, yi) � Fx(xi + ✏, yi + ✏) + Fx(xi + ✏, yi)

�
,

=

I

�i+�i+1

~F · d~r, (3.72)

donde �i + �i+1 es el camino cerrado que rodea a las dos celdas ⌃i + ⌃i+1, tal como

lo muestra la siguiente figura:

�

<latexit sha1_base64="7r2HPMvIQNij0DRd/HwletJBHkM=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FPOgxgnlAsoTZyWwyZh7LzKwQlvyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlHBmrO9/e4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirVhDaJ4kp3ImwoZ5I2LbOcdhJNsYg4bUfjm5nffqLaMCUf7CShocBDyWJGsHVSq3eLhcD9csWv+nOgVRLkpAI5Gv3yV2+gSCqotIRjY7qBn9gww9oywum01EsNTTAZ4yHtOiqxoCbM5tdO0ZlTBihW2pW0aK7+nsiwMGYiItcpsB2ZZW8m/ud1UxtfhRmTSWqpJItFccqRVWj2OhowTYnlE0cw0czdisgIa0ysC6jkQgiWX14lrYtqUKte39cq9VoeRxFO4BTOIYBLqMMdNKAJBB7hGV7hzVPei/fufSxaC14+cwx/4H3+AFWVjvM=</latexit>

�i + �i+1

<latexit sha1_base64="edW7l03UaqgnTGvrZdoYbr7MjDc=">AAACAHicbZDLSsNAFIZPvNZ6i7pw4WawCEKhJFJQdwU3LivaC7QhTKaTduhMEmYmQgnZ+CpuXCji1sdw59s4bbPQ1h8GPv5zDmfOHyScKe0439bK6tr6xmZpq7y9s7u3bx8ctlWcSkJbJOax7AZYUc4i2tJMc9pNJMUi4LQTjG+m9c4jlYrF0YOeJNQTeBixkBGsjeXbx/17NhTYZ6iKCsxY1c19u+LUnJnQMrgFVKBQ07e/+oOYpIJGmnCsVM91Eu1lWGpGOM3L/VTRBJMxHtKewQgLqrxsdkCOzowzQGEszYs0mrm/JzIslJqIwHQKrEdqsTY1/6v1Uh1eeRmLklTTiMwXhSlHOkbTNNCASUo0nxjARDLzV0RGWGKiTWZlE4K7ePIytC9qbr12fVevNOpFHCU4gVM4BxcuoQG30IQWEMjhGV7hzXqyXqx362PeumIVM0fwR9bnDytAlXg=</latexit>

�i + �i+1

<latexit sha1_base64="8hi3QLQ1OQ6j/8Oe1V/pFaQ4mkw=">AAACAHicbZDLSsNAFIYnXmu9RV24cDNYBKFQEimou4ILXVawF2hDOJlO2qEzSZiZCCVk46u4caGIWx/DnW/jtM1CW38Y+PjPOZw5f5BwprTjfFsrq2vrG5ulrfL2zu7evn1w2FZxKgltkZjHshuAopxFtKWZ5rSbSAoi4LQTjG+m9c4jlYrF0YOeJNQTMIxYyAhoY/n2cf8WhACf4SouMGNVN/ftilNzZsLL4BZQQYWavv3VH8QkFTTShINSPddJtJeB1Ixwmpf7qaIJkDEMac9gBIIqL5sdkOMz4wxwGEvzIo1n7u+JDIRSExGYTgF6pBZrU/O/Wi/V4ZWXsShJNY3IfFGYcqxjPE0DD5ikRPOJASCSmb9iMgIJRJvMyiYEd/HkZWhf1Nx67fq+XmnUizhK6ASdonPkokvUQHeoiVqIoBw9o1f0Zj1ZL9a79TFvXbGKmSP0R9bnD/8HlVw=</latexit>

Al repetir este paso con cada celda, finalmente obtendremos que todos los segmentos

de celdas contiguas se cancelan, excepto por aquellos que colindan con el camino �

que rodea a toda la superficie ⌃. Esto finalmente nos entrega el resultado

I =

I

�

~F · d~r. (3.73)

Esta es una instancia del teorema de Stokes, que establece que la integral de área

sobre una superficie arbitraria ⌃ con vector unitario n̂, puede ser re-expresada en

términos de una integral de camino a lo largo del camino cerrado � que bordea a ⌃.

Más precisamente: Z

⌃

n̂ · (r ⇥ ~F ) d� =

I

�

~F · d~r, (3.74)

donde d� es la medida de integración sobre el área (en el caso particular que acabamos

de examinar, donde la superficie se restringe sobre el plano x-y, tenemos d� = dxdy).

La siguiente figura ilustra la situación:
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�

<latexit sha1_base64="7r2HPMvIQNij0DRd/HwletJBHkM=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FPOgxgnlAsoTZyWwyZh7LzKwQlvyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlHBmrO9/e4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirVhDaJ4kp3ImwoZ5I2LbOcdhJNsYg4bUfjm5nffqLaMCUf7CShocBDyWJGsHVSq3eLhcD9csWv+nOgVRLkpAI5Gv3yV2+gSCqotIRjY7qBn9gww9oywum01EsNTTAZ4yHtOiqxoCbM5tdO0ZlTBihW2pW0aK7+nsiwMGYiItcpsB2ZZW8m/ud1UxtfhRmTSWqpJItFccqRVWj2OhowTYnlE0cw0czdisgIa0ysC6jkQgiWX14lrYtqUKte39cq9VoeRxFO4BTOIYBLqMMdNKAJBB7hGV7hzVPei/fufSxaC14+cwx/4H3+AFWVjvM=</latexit>

n̂

<latexit sha1_base64="A0zLvTLyQyXS9vVNSoHU5V6XzT0=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0JqLeAF48RzAOSJcxOJsmY2ZllplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSqSw6Pvf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuWp0axhtMS23aEbVcCsUbKFDydmI4jSPJW9H4dua3nrixQqsHnCQ8jOlQiYFgFJ3U7I4oEtUrlf2KPwdZJUFOypCj3it9dfuapTFXyCS1thP4CYYZNSiY5NNiN7U8oWxMh7zjqKIxt2E2v3ZKzp3SJwNtXCkkc/X3REZjaydx5DpjiiO77M3E/7xOioPrMBMqSZErtlg0SCVBTWavk74wnKGcOEKZEe5WwkbUUIYuoKILIVh+eZU0LytBtXJzXy3XqnkcBTiFM7iAAK6gBndQhwYweIRneIU3T3sv3rv3sWhd8/KZE/gD7/MHMXqO2w==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="flD72Ddwe2ncG/bCkV+xeR6VmaQ=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvHiMaB6QLGF2MpuMmccyMyuEJf/gxYMiXv0fb/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61jEo1oU2iuNKdCBvKmaRNyyynnURTLCJO29H4Zua3n6g2TMkHO0loKPBQspgRbJ3U6t2zocD9csWv+nOgVRLkpAI5Gv3yV2+gSCqotIRjY7qBn9gww9oywum01EsNTTAZ4yHtOiqxoCbM5tdO0ZlTBihW2pW0aK7+nsiwMGYiItcpsB2ZZW8m/ud1UxtfhRmTSWqpJItFccqRVWj2OhowTYnlE0cw0czdisgIa0ysC6jkQgiWX14lrYtqUKte39Uq9VoeRxFO4BTOIYBLqMMtNKAJBB7hGV7hzVPei/fufSxaC14+cwx/4H3+AGsJjwE=</latexit>

Notablemente, el teorema de Stokes (3.74) es válida para cualquier superficie encer-

rada por �. Para concluir la demostración, notemos que la integral (3.73) puede ser

re-escrita en términos de dos integrales de la forma
I

�

~F · d~r =

Z

C1

~F · d~r �

Z

C2

~F · d~r (3.75)

donde C1 y C2 son dos caminos que van desde puntos arbitrarios A y B ubicados sobre

�, de tal forma que el C2 vaya en el sentido opuesto a � (ver figura):

�

<latexit sha1_base64="7r2HPMvIQNij0DRd/HwletJBHkM=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FPOgxgnlAsoTZyWwyZh7LzKwQlvyDFw+KePV/vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlHBmrO9/e4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMirVhDaJ4kp3ImwoZ5I2LbOcdhJNsYg4bUfjm5nffqLaMCUf7CShocBDyWJGsHVSq3eLhcD9csWv+nOgVRLkpAI5Gv3yV2+gSCqotIRjY7qBn9gww9oywum01EsNTTAZ4yHtOiqxoCbM5tdO0ZlTBihW2pW0aK7+nsiwMGYiItcpsB2ZZW8m/ud1UxtfhRmTSWqpJItFccqRVWj2OhowTYnlE0cw0czdisgIa0ysC6jkQgiWX14lrYtqUKte39cq9VoeRxFO4BTOIYBLqMMdNKAJBB7hGV7hzVPei/fufSxaC14+cwx/4H3+AFWVjvM=</latexit>

A

<latexit sha1_base64="Amnfan25DpYdYwzLpyDgJuRvFoQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4qXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJKHjMM=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="bMuOvM+wuB0MuudFX2Gdd0hGmvs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJQLjMQ=</latexit>

A

<latexit sha1_base64="Amnfan25DpYdYwzLpyDgJuRvFoQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4qXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJKHjMM=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="bMuOvM+wuB0MuudFX2Gdd0hGmvs=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2Vmjf9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AJQLjMQ=</latexit>

C1

<latexit sha1_base64="sITGebGAuBTd8nWTwP1A0Csro/E=">AAAB83icbVDLSsNAFL3xWeur6tLNYBFclUQK6q7QjcsK9gFNKJPppB06mYSZG6GU/oYbF4q49Wfc+TdO2iy09cDA4Zx7uWdOmEph0HW/nY3Nre2d3dJeef/g8Oi4cnLaMUmmGW+zRCa6F1LDpVC8jQIl76Wa0ziUvBtOmrnffeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbSS78cUx4xK0hx4g0rVrbkLkHXiFaQKBVqDypc/TFgWc4VMUmP6nptiMKMaBZN8XvYzw1PKJnTE+5YqGnMTzBaZ5+TSKkMSJdo+hWSh/t6Y0diYaRzayTyjWfVy8T+vn2F0G8yESjPkii0PRZkkmJC8ADIUmjOUU0so08JmJWxMNWVoayrbErzVL6+TznXNq9fuHurVRr2oowTncAFX4MENNOAeWtAGBik8wyu8OZnz4rw7H8vRDafYOYM/cD5/AC4ckRk=</latexit>

C2

<latexit sha1_base64="lvQ0TkZ/YHrxDmJ129CJr53AVng=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiSloO4K3bisYB/QhDKZTtqhk0mYh1BCf8ONC0Xc+jPu/BsnbRbaemDgcM693DMnTDlT2nW/ndLW9s7uXnm/cnB4dHxSPT3rqcRIQrsk4YkchFhRzgTtaqY5HaSS4jjktB/O2rnff6JSsUQ86nlKgxhPBIsYwdpKvh9jPSWYo/aoMarW3Lq7BNokXkFqUKAzqn7544SYmApNOFZq6LmpDjIsNSOcLiq+UTTFZIYndGipwDFVQbbMvEBXVhmjKJH2CY2W6u+NDMdKzePQTuYZ1bqXi/95Q6Oj2yBjIjWaCrI6FBmOdILyAtCYSUo0n1uCiWQ2KyJTLDHRtqaKLcFb//Im6TXqXrN+99CstZpFHWW4gEu4Bg9uoAX30IEuEEjhGV7hzTHOi/PufKxGS06xcw5/4Hz+AC+gkRo=</latexit>

En otras palabras, dado que I = 0, hemos demostrado que si r ⇥ ~F = 0, entonces
Z

C1

~F · d~r =

Z

C2

~F · d~r. (3.76)
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Pero puesto que � arbitrario, entonces los caminos C1 y C2 también son arbitrarios,

de donde sigue que que la fuerza ~F debe ser conservativa.

3.5.2 Utilidad del teorema

¿De qué nos sirve contar con dicho teorema? Con él, podemos determinar fácilmente

si una fuerza es o no es conservativa. De concluir que una fuerza es conservativa,

podemos proponernos buscar su potencial asociado, y si tenemos la suerte de encon-

trarlo, podemos utilizarla para estudiar la dinámica de un sistema a través de nuevos

métodos, que estudiaremos durante el resto de este curso. Por ahora, enfoquemos

nuestra atención sobre la determinación de qué fuerzas son o no son conservativas.

3.5.3 Ejemplo

Recordemos el ejemplo de la Sección 3.2.2, donde calculamos el trabajo debido a la

fuerza
~F =

1

5
↵x

2
y
5
ı̂+

1

3
�x

3
y
4
|̂, (3.77)

a lo largo de dos caminos diferentes C1 y C2. En dicho calculo, encontramos que el

trabajo calculado para dichos caminos coincide si � = ↵. Esto sugiere que la fuerza

podŕıa ser conservativa para dicha combinación. En efecto, utilizando la ecuación

(3.64) es directo encontrar que el rotor de ~F es:

r ⇥ ~F =


@

@x

✓
1

3
�x

3
y
4

◆
�

@

@y

✓
1

5
↵x

2
y
5

◆�
k̂, (3.78)

= (� � ↵) x2
y
4
k̂, (3.79)

de donde vemos que si � = ↵, el rotor se desvanece, y podemos concluir que la fuerza

es conservativa.

¿Cuál es el potencial asociado? Lamentablemente no hay una regla única para

encontrar potenciales. La forma más común es simplemente adivinar la forma del

potencial. Si tenemos suerte, podemos realizar la integral de camino que define al

potencial (3.51). En el caso de este ejemplo, ya tenemos esa labor hecha, donde ~r0

corresponde al origen (~r0 = 0). El resultado, a partir de la ecuación (3.39) viene a

ser (usando � = ↵):

U(x, y) = �
↵

15
y
5
x
3
. (3.80)
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3.5.4 Cambiando el punto de referencia de un potencial

Supongamos que, para una fuerza conservativa ~F dada, contamos con dos potenciales

con posiciones de referencias dadas por ~r0 y ~r
0

0. Expĺıcitamente, estos potenciales

vienen dados por

U(~r,~r0) = �

Z ~r

~r0

~F · d~r, (3.81)

U(~r,~r0
0) = �

Z ~r

~r00

~F · d~r. (3.82)

A partir de estas expresiones vemos que

U(~r,~r0
0) = U(~r,~r0) + U(~r0,~r0

0). (3.83)

Es decir, ambos potenciales U(~r,~r0) y U(~r,~r00) difieren en una constante U(~r0,~r00).

En el ejemplo de la Sección 3.5.3, el potencial (3.80) está definido con respecto a la

posición de referencia ~r0 = 0. Luego, el potencial U para la misma fuerza conservativa,

pero con un punto de referencia arbitrario ~r0 tendrá la misma forma (3.80) más una

constante:

U(x, y) = �
↵

15
y
5
x
3 + C. (3.84)

Dicha constante depende de ~r0, y deberá ser tal que U(x0, y0) = 0. Luego, deducimos

que C = ↵
15y

5
0x

3
0.

Muchas veces, es conveniente no hacer referencia expĺıcita a la posición ~r0. En tal

caso, podemos escribir

U(~r,~r0) = �

Z ~r
~F · d~r + C, (3.85)

donde la primera integral es una integral indefinida (cuyo ĺımite inferior no definimos).

De esta forma, en lugar de especificar ~r0, simplemente especificamos la constante C.

Al final del d́ıa, la constante C es irrelevante al momento de calcular la divergencia

del potencial, y por lo tanto no afecta el valor de la fuerza ~F = �rU .

3.6 Potencial gravitacional

Consideremos el campo de fuerza gravitacional ~Fg = �mgk̂. Dado que es un campo

de fuerzas constante, es directo ver que

r ⇥ ~Fg = 0, (3.86)
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de donde sigue que debe existir un potencial gravitacional Ug, tal que

~Fg = �rUg. (3.87)

No es dif́ıcil verificar que el siguiente potencial cumple con esta exigencia:

Ug(~r) = mg ~r · k̂ + C. (3.88)

Si lo deseamos, podemos determinar C mediante la condición U(~r0) = 0, requerida por

(3.50). En tal caso, obtenemos Ug(~r) = mg(~r�~r0)·k̂. Luego, si usamos ~r = xı̂+y|̂+zk̂

vemos que, alternativamente, podemos escribir el potencial como

Ug(~r) = mg(z � z0). (3.89)

Recordemos que la posición ~r0 (o la altura z0) es arbitraria. Podemos elegirla conve-

nientemente para simplificar la forma del potencial en un problema dado. Por ejemplo,

si lidiamos con problemas donde hay suelo, podemos elegir z0 para que coincida con

la altura del suelo.

3.7 Potencial de un resorte

Supongamos un resorte de constante elástica k y largo natural D con uno de sus

extremos atados a un punto fijo ~rP , tal como vimos en el segundo ejemplo de la

Sección 3.1. Luego, la fuerza que P ejerce sobre una part́ıcula atada al extremo libre

del resorte será:
~Fk(~r) = �k (||~r � ~rP || � D)

~r � ~rP

||~r � ~rP ||
. (3.90)

Calculemos el rotor de este campo de fuerzas. Para ello, primero reescribamos la

fuerza como:
~Fk(~r) = �k (~r � ~rP ) + kD

~r � ~rP

||~r � ~rP ||
. (3.91)

A partir de (3.64), vemos que el rotor de ~r � ~rP , es identicamente cero

r ⇥ (~r � ~rP ) =

✓
@z

@y
�

@y

@z

◆
ı̂+

✓
@x

@z
�

@z

@x

◆
|̂+

✓
@y

@x
�

@x

@y

◆
k̂,

= 0. (3.92)
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De forma similar, es posible verificar que

r ⇥
~r � ~rP

||~r � ~rP ||
= ı̂


(z � zP )

@

@y
� (y � yP )

@

@z

�
1

||~r � ~rP ||

+|̂


(x � xP )

@

@z
� (z � zP )

@

@x

�
1

||~r � ~rP ||

+k̂


(y � yP )

@

@x
� (x � xP )

@

@y

�
1

||~r � ~rP ||
. (3.93)

Sin embargo, notemos que

@

@x

1

||~r � ~rP ||
= �

x � xP

||~r � ~rP ||3
, (3.94)

@

@y

1

||~r � ~rP ||
= �

y � yP

||~r � ~rP ||3
, (3.95)

@

@z

1

||~r � ~rP ||
= �

z � zP

||~r � ~rP ||3
. (3.96)

Luego, utilizando estas expresiones de regreso en (3.93), obtenemos

r ⇥
~r � ~rP

||~r � ~rP ||
= 0. (3.97)

Con todos estos resultados, vemos que el rotor de la fuerza debido a un resorte es:

r ⇥ ~Fk(~r) = 0. (3.98)

En consecuencia, debe existir un potencial Uk tal que ~Fk(~r) = �rUk. No es dif́ıcil

verificar que el siguiente potencial satisface este requisito:

Uk(~r) =
k

2
(||~r � ~rP || � D)2 + C, (3.99)

donde C es una constante. Si deseamos especificar C, podemos determinar su valor

con la ayuda de la condición Uk(~r0) = 0, lo que arroja C = �
k
2 (||~r0 � ~rP || � D)2.

3.8 Fuerzas radiales

La fuerza (3.90) es un ejemplo particular de una fuerza radial. Las fuerzas radiales son

fuerzas que apuntan radialmente desde (o hacia) un punto fijo ~rP , y cuya magnitud
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depende de la distancia hasta ~rP (es decir ||~r � ~rP ||). En otras palabras, una fuerza

radial tiene la forma general
~F (~r) = f(r)r̂, (3.100)

donde r y r̂ son definidos como

r ⌘ ||~r � ~rP ||, (3.101)

r̂ ⌘
~r � ~rP

||~r � ~rP ||
. (3.102)

En primer lugar, verifiquemos que una fuerza radial es conservativa. Para ello, note-

mos que

r ⇥ ~F (~r) = r ⇥ (f(r)r̂) , (3.103)

= [rf(r)] ⇥ r̂ + f(r)r ⇥ r̂, (3.104)

donde simplemente utilizamos la definición de rotor junto con la regla de Leibniz. A

partir de la discusión en la Sección 3.7, ya sabemos que r⇥r̂ = 0. Luego, solo debemos

calcular [rf(r)] ⇥ r̂. Usando la regla de la cadena, vemos que rf(r) = @
@rf(r)rr.

Sin embargo, es directo verificar que

rr = r||~r � ~rP || =
~r � ~rP

||~r � ~rP ||
= r̂, (3.105)

de donde, finalmente obtenemos

r ⇥ ~F (~r) =
@f

@r
r̂ ⇥ r̂ = 0. (3.106)

Para determinar el potencial, podemos escribir

U(~r) =

Z

C

~F · d~r + U(~rP ,~r0), (3.107)

donde C es un camino que se extiende en ĺınea recta desde ~rP hasta ~r. El término

U(~rP ,~r0) es una constante que representa la contribución de la integral desde ~r0 hasta

~rP , y cuyo valor podemos determinar mediante la condición U(~r0,~r0) = 0. Notemos

que a lo largo del camino C se tiene d~r = r̂ dr, y por lo tanto

U(~r) =

Z

C

[f(r)r̂] · [r̂ dr] + U(~rP ,~r0) =

Z r

0

f(r0) dr0 + U(~rP ,~r0). (3.108)
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Esto quiere decir que U(~r) sólo depende de r. Además, basta conocer f(r) para

determinar el potencial. Si f(r) se indefine en r = 0, como suele ocurrir, entonces

simplemente podemos escribir

U(r) =

Z r

f(r0) dr0 + C. (3.109)

Ejemplos notables de fuerzas radiales son la fuerza eléctrica debido a una carga pun-

tual, o la fuerza gravitacional generada por una masa puntual. En ambos casos se

cumple

f(r) =
↵

r2
, (3.110)

donde ↵ es una constante. Luego, el potencial asociado a dichas fuerzas es

U(r) = �
↵

r
+ C. (3.111)

Si lo deseamos, la constante C puede ser expresada como C = ↵/r0. Habitualmente,

se escoge la posición de ~r0 tal que r0 ! 1.

3.9 Suma de fuerzas conservativas

Es directo constatar que la suma de dos o más fuerzas conservativas darán como

resultado una fuerza conservativa. Basta examinar el caso de dos fuerzas conservativas
~F1 y ~F2. La suma de estas corresponde a una fuerza ~F tal que

~F = ~F1 + ~F2, (3.112)

= �rU1 � rU2, (3.113)

= �r(U1 + U2). (3.114)

Luego, la fuerza ~F será una fuerza conservativa ~F = �rU cuyo potencial U corre-

sponde a la suma

U = U1 + U2. (3.115)

3.10 Enerǵıa mecánica

Consideremos el movimiento de una part́ıcula de masa m sobre la cual actúa una

fuerza total ~Ftot. De acuerdo a la discusión de la sección 3.3, donde se introdujo
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enerǵıa cinética, el trabajo total puede ser escrito como la diferencia entre las enerǵıas

cinéticas final e inicial KB y KB:

Wtot(C) = KB � KA. (3.116)

Por otro lado, ahora sabemos sobre la existencia de fuerzas conservativas. Esto

nos asegura que, en general, podemos separar la fuerza total en la suma de fuerzas

pertenecientes a dos categoŕıas: fuerzas conservativas y fuerzas no-conservativas. Es

decir, podemos escribir
~Ftot = ~F

C
tot + F

NC
tot , (3.117)

donde ~F
C
tot y ~F

NC
tot corresponden a la suma de todas las fuerzas conservativas y no

conservativas actuando sobre m. Luego, el trabajo total puede ser escrito como

Wtot(C) = W
C
tot(C) +W

NC
tot (C), y la ecuación (3.116) adquiere la forma

W
C
tot(C) +W

NC
tot (C) = KB � KA. (3.118)

Recordemos que W
C
tot(C) no depende del camino C. De hecho, dado que ~F

C
tot es la

suma de todas las fuerzas conservativas actuando sobre m, esta podrá ser escrita

como
~F
C
tot = �rU, U =

X

i

Ui (3.119)

donde los Ui denotan los potenciales tras cada fuerza conservativa ~F
C
i . Luego, gracias

a (3.52), el trabajo W
C
tot(C) puede ser escrito en términos de U como:

W
C
tot(C) = U(~rA) � U(~rB). (3.120)

Usando este resultado de vuelta en la ecuación (3.118), vemos que

[KB + U(~rB)] � [KA + U(~rA)] = W
NC
tot (C). (3.121)

En consecuencia, el trabajo debido a las fuerzas no-conservativas corresponde a la

diferencia de la combinación K + U evaluado al inicio y al final del camino. La

combinaciónK+U es una cantidad importante que denominaremos enerǵıa mecánica:

E ⌘ K + U. (3.122)

De manera crucial, cuando no hay fuerzas no-conservativas actuando sobre la part́ıcula,

la enerǵıa mecánica al final del camino EB coincide con el valor inicial EA. De hecho,

dado que los puntos A y B podŕıan ser cualquier par a lo largo de un camino, debemos

concluir que la enerǵıa mecánica E se conserva a lo largo de todo el camino: E es

una constante durante todo el movimiento.
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3.11 Visualizando fuerzas conservativas

Los potenciales son muy útiles para visualizar fuerzas. Pensemos primero en el caso de

un sistema cuyo movimiento está confinado a una dimensión, descrita por la variable

cartesiana x. De haber una fuerza conservativa, ésta tendrá asociada un potencial

U(x) tal que

~F (x) = �
@U

@x
x̂. (3.123)

Luego, si la pendiente del potencial es positiva, la fuerza actúa en el sentido �x̂,

mientras que si la pendiente es negativa, la fuerza actúa en el sentido +x̂. La siguiente

figura muestra la situación:

x

<latexit sha1_base64="g3vERbzU3kfXibT9Kek4KMf3Qbg=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMyKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOl+lOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A+oZjQg=</latexit>

U(x)

<latexit sha1_base64="dhd2nAVOm3pRejDX7Zoj4RMptiE=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFNRb0YvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuWpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWUKEJbJOKR6gZYU84kbRlmOO3GimIRcNoJJreZ33mkSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSa3q0/mgXHFr7hxolXg5qUCO5qD81R9GJBFUGsKx1j3PjY2fYmUY4XRW6ieaxphM8Ij2LJVYUO2n81tn6MwqQxRGypY0aK7+nkix0HoqAtspsBnrZS8T//N6iQmv/JTJODFUksWiMOHIRCh7HA2ZosTwqSWYKGZvRWSMFSbGxlOyIXjLL6+S9kXNq9eu7+uVxk0eRxFO4BSq4MElNOAOmtACAmN4hld4c4Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/VkiNzA==</latexit>

F > 0

<latexit sha1_base64="f7xgpIbpHxgvbGNMjyYzgCrbTEg=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUC9SFMRjBdMW2lA220m7dLMJuxuhlP4GLx4U8eoP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0wF18Z1v53Cyura+kZxs7S1vbO7V94/aOgkUwx9lohEtUKqUXCJvuFGYCtVSONQYDMc3k795hMqzRP5aEYpBjHtSx5xRo2V/DtyTdxuueJW3RnIMvFyUoEc9W75q9NLWBajNExQrduem5pgTJXhTOCk1Mk0ppQNaR/blkoaow7Gs2Mn5MQqPRIlypY0ZKb+nhjTWOtRHNrOmJqBXvSm4n9eOzPRZTDmMs0MSjZfFGWCmIRMPyc9rpAZMbKEMsXtrYQNqKLM2HxKNgRv8eVl0jireufVq4fzSu0mj6MIR3AMp+DBBdTgHurgAwMOz/AKb450Xpx352PeWnDymUP4A+fzBzvXjaw=</latexit>

F > 0

<latexit sha1_base64="f7xgpIbpHxgvbGNMjyYzgCrbTEg=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUC9SFMRjBdMW2lA220m7dLMJuxuhlP4GLx4U8eoP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0wF18Z1v53Cyura+kZxs7S1vbO7V94/aOgkUwx9lohEtUKqUXCJvuFGYCtVSONQYDMc3k795hMqzRP5aEYpBjHtSx5xRo2V/DtyTdxuueJW3RnIMvFyUoEc9W75q9NLWBajNExQrduem5pgTJXhTOCk1Mk0ppQNaR/blkoaow7Gs2Mn5MQqPRIlypY0ZKb+nhjTWOtRHNrOmJqBXvSm4n9eOzPRZTDmMs0MSjZfFGWCmIRMPyc9rpAZMbKEMsXtrYQNqKLM2HxKNgRv8eVl0jireufVq4fzSu0mj6MIR3AMp+DBBdTgHurgAwMOz/AKb450Xpx352PeWnDymUP4A+fzBzvXjaw=</latexit>

F < 0

<latexit sha1_base64="DDP/KgViPKuTHDgJLTt/0E+9Y3g=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUMFDURCPFUxbaEPZbCft0s0m7G6EUvobvHhQxKs/yJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvDAVXBvX/XYKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oKGTTDH0WSIS1QqpRsEl+oYbga1UIY1Dgc1weDv1m0+oNE/koxmlGMS0L3nEGTVW8u/INXG75YpbdWcgy8TLSQVy1Lvlr04vYVmM0jBBtW57bmqCMVWGM4GTUifTmFI2pH1sWyppjDoYz46dkBOr9EiUKFvSkJn6e2JMY61HcWg7Y2oGetGbiv957cxEl8GYyzQzKNl8UZQJYhIy/Zz0uEJmxMgSyhS3txI2oIoyY/Mp2RC8xZeXSeOs6p1Xrx7OK7WbPI4iHMExnIIHF1CDe6iDDww4PMMrvDnSeXHenY95a8HJZw7hD5zPHzjLjao=</latexit>

F < 0

<latexit sha1_base64="DDP/KgViPKuTHDgJLTt/0E+9Y3g=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUMFDURCPFUxbaEPZbCft0s0m7G6EUvobvHhQxKs/yJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvDAVXBvX/XYKK6tr6xvFzdLW9s7uXnn/oKGTTDH0WSIS1QqpRsEl+oYbga1UIY1Dgc1weDv1m0+oNE/koxmlGMS0L3nEGTVW8u/INXG75YpbdWcgy8TLSQVy1Lvlr04vYVmM0jBBtW57bmqCMVWGM4GTUifTmFI2pH1sWyppjDoYz46dkBOr9EiUKFvSkJn6e2JMY61HcWg7Y2oGetGbiv957cxEl8GYyzQzKNl8UZQJYhIy/Zz0uEJmxMgSyhS3txI2oIoyY/Mp2RC8xZeXSeOs6p1Xrx7OK7WbPI4iHMExnIIHF1CDe6iDDww4PMMrvDnSeXHenY95a8HJZw7hD5zPHzjLjao=</latexit>

Se puede apreciar que la fuerza siempre apunta en la dirección contraria a la dirección

hacia la cual el potencial crece. Más aun, la magnitud es mayor o menor dependiente

de si la pendiente del potencial es mayor o menor. En los máximos y mı́nimos del

potencial, la pendiente es cero, por lo que la fuerza se anula. De esta forma, es posible

visualizar al potencial como un paisaje montañoso, donde la fuerza se opone al asenso

por el potencial, siempre empujando a la part́ıcula para que descienda por la ladera

del potencial. Una part́ıcula puede estar en reposo ya sea sobre la cima o el fondo

del potencial (máximos o mı́nimos).

Esta forma de visualizar una fuerza conservativa a partir de un potencial puede

extenderse a más dimensiones. Pensemos el caso de un sistema cuyo movimiento está

confinado a dos dimensiones, descritas por variables cartesianas x e y. En este caso

una fuerza conservativa tendrá asociado un potencial U(x, y), de tal forma que

~F (x, y) = �
@U

@x
x̂ �

@U

@y
ŷ. (3.124)
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Ahora la fuerza apunta en una dirección determinada por una combinación lineal de

las derivadas parciales @U/@x y @U/@y. Para visualizar la fuerza, es útil introducir el

concepto de equipotencial (o curvas de nivel de un potencial). Una equipotencial es

una curva en el plano x-y que satisface la ecuación U(x, y) = Uc, para una constante

Uc dada. A lo largo de dichas curvas el valor del potencial no cambia. Por ejemplo,

consideremos el potencial de la siguiente figura:

U(x, y)

<latexit sha1_base64="mS9pA6S+w/jwVwgiZWLOexZtw9k=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJUkLIrBfVW8OKxgtsW2qVk02wbm02WJCsupf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOuDgcd7M8zMCxPOtHHdb2dldW19Y7OwVdze2d3bLx0cNrVMFaE+kVyqdog15UxQ3zDDaTtRFMchp61wdDP1W49UaSbFvckSGsR4IFjECDZWavqVp/PsrFcqu1V3BrRMvJyUIUejV/rq9iVJYyoM4VjrjucmJhhjZRjhdFLsppommIzwgHYsFTimOhjPrp2gU6v0USSVLWHQTP09Mcax1lkc2s4Ym6Fe9Kbif14nNdFVMGYiSQ0VZL4oSjkyEk1fR32mKDE8swQTxeytiAyxwsTYgIo2BG/x5WXSvKh6ter1Xa1cr+VxFOAYTqACHlxCHW6hAT4QeIBneIU3RzovzrvzMW9dcfKZI/gD5/MHmMaOdw==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="K9RgwBGX/CO48sXdY4zoLcwIO4c=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YFuhDWWznbRrN5uwuxFL6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGr+4BqFFxiy3Aj8D5RSKNAYCcY38z8ziMqzWN5ZyYJ+hEdSh5yRo2Vmk/9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMtNKAFDBCe4RXenAfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AOXjjPo=</latexit>

y

<latexit sha1_base64="0549ZwDQ8AzptrIzUi6oaTE/hbc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbZrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzglhwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Ammd3O/84RK80g+mDRGP6RjyUecUWOlZjooV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcRS0KUhgmqdc9zY+NnVBnOBM5K/URjTNmUjrFnqaQhaj9bHDojF1YZklGkbElDFurviYyGWqdhYDtDaiZ61ZuL/3m9xIxu/IzLODEo2XLRKBHERGT+NRlyhcyI1BLKFLe3EjahijJjsynZELzVl9dJ+6rq1aq3zVqlXsvjKMIZnMMleHANdbiHBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox7K14OQzp/AHzucP52eM+w==</latexit>

En la figura destacan curvas que indican la altura del potencial. Estas curvas pueden

proyectarse sobre el plano x-y para entregarnos un mapa de las equipotenciales de U ,

tal como lo muestra la siguiente figura

y

<latexit sha1_base64="0549ZwDQ8AzptrIzUi6oaTE/hbc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbZrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzglhwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Ammd3O/84RK80g+mDRGP6RjyUecUWOlZjooV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcRS0KUhgmqdc9zY+NnVBnOBM5K/URjTNmUjrFnqaQhaj9bHDojF1YZklGkbElDFurviYyGWqdhYDtDaiZ61ZuL/3m9xIxu/IzLODEo2XLRKBHERGT+NRlyhcyI1BLKFLe3EjahijJjsynZELzVl9dJ+6rq1aq3zVqlXsvjKMIZnMMleHANdbiHBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox7K14OQzp/AHzucP52eM+w==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="K9RgwBGX/CO48sXdY4zoLcwIO4c=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YFuhDWWznbRrN5uwuxFL6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGr+4BqFFxiy3Aj8D5RSKNAYCcY38z8ziMqzWN5ZyYJ+hEdSh5yRo2Vmk/9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMtNKAFDBCe4RXenAfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AOXjjPo=</latexit>
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El siguiente paso consiste en reconocer que la fuerza ~F = �rU es necesariamente

perpendicular a las curvas equipotenciales. Para apreciar esto, calculemos el vector

tangente t̂ de una equipotencial en el plano x-y. Una equipotencial puede ser pensada

como una curva y = f(x) en el plano x-y. Luego, reconociendo que f
0(x) es la

pendiente de la curva, es directo ver que el vector tangente unitario a lo largo de

dicha curva es:

t̂ =
1q

1 + (f 0(x))2
(x̂+ f

0(x)ŷ) . (3.125)

Por otro lado, la función f(x) viene definida por el potencial U a través de la ecuación

U(x, f(x)) = Uc. (3.126)

Si diferenciamos esta función con respecto a x obtenemos

@U

@x
+

@U

@y
f
0(x) = 0, (3.127)

lo que implica que f
0(x) viene dada por

f
0(x) = �

✓
@U

@y

◆�1
@U

@x
. (3.128)

Reemplazando esta expresión en (3.125), obtenemos

t̂ =
1q�

@U
@y

�2
+
�
@U
@x

�2

✓
@U

@y
x̂ �

@U

@x
ŷ

◆
. (3.129)

A partir de este resultado, es directo ver que

~F · t̂ = 0, (3.130)

lo que demuestra que ~F es efectivamente perpendicular a las curvas equipotenciales.

De hecho, este resultado revela que si pensamos en el potencial como un paisaje

montañoso, ~F corresponde a la dirección de mayor descenso por las faldas de la

montaña (es decir, la dirección con pendiente más negativa). La magnitud de ~F es

||~F || =

s✓
@U

@y

◆2

+

✓
@U

@x

◆2

, (3.131)

lo que muestra que a mayor pendiente, mayor fuerza.

Todo lo anterior nos revela que para visualizar el campo de fuerzas asociado a un

potencial dado, primero debemos visualizar sus equipotenciales. Las fuerzas corre-

sponderán a flujos de vectores (denominados flujos de gradientes) que se mantienen

perpendiculares a estas equipotenciales, apuntando en la dirección de descenso.
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Por ejemplo, la siguiente figura muestra el flujo de fuerzas debido a las equipoten-

ciales mostradas en la figura anterior:

El tamaño de las flechas revela la magnitud de la fuerza. Al comparar esta figura con

las del potencial, es posible apreciar que la magnitud de la fuerza es mayor cuando

la ladera del potencial tiene mayor inclinación. También es posible apreciar que en el

máximo del potencial, las flechas emergen hacia todas las direcciones (algo aśı como

una fuente de flujo de fuerzas), mientras que en el mı́nimo del potencial, las flechas

confluyen (un sumidero del flujo de fuerzas). Es decir, los flujos de fuerzas pueden

ser visualizados como ŕıos descendiendo por una montaña (el potencial).

La situación no es muy distinta en sistemas donde el movimiento es posible a lo

largo de todas las direcciones. En dicho caso, las equipotenciales son superficies, y las

fuerzas son vectores normales a dichas superficies, que apuntan en la dirección donde

el potencial disminuye su valor. No podemos dibujar dichas situaciones de la misma

forma en que lo hacemos para potenciales que dependan solo de x e y, pero aun aśı

podemos visualizar el campo de fuerza extendido por todo el espacio.
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3.12 Campos de fuerzas con rotor no nulo

¿Qué esconde la condición de que una fuerza no tenga rotor? Vimos que si una fuerza
~F dada tiene rotor nulo, entonces debe existir un potencial U(~r) tal que su gradiente

determina el flujo de fuerzas extendido por todo el espacio. Para entender mejor la

naturaleza de este resultado, seŕıa util conocer ejemplos de campos de fuerzas para

los cuales el rotor no es nulo. Un ejemplo sencillo corresponde al campo de fuerzas

(3.9), que en coordenadas cartesianas tiene la forma:

~F = �K0yı̂+K0x|̂. (3.132)

Recordemos que este campo de fuerzas puede ser visualizado de la siguiente manera:

Es decir, el campo de fuerzas se arremolina alrededor del origen. A partir de (3.132),

es directo ver que el rotor de esta fuerza es no nulo, y viene dado por

r ⇥ ~F = 2K0k̂. (3.133)

Luego, debemos concluir que no existe un potencial U para el cual ~F = �rU . No

es dif́ıcil notar qué falla en este caso para impedir que U exista. Notemos que si

seguimos el flujo de fuerzas a partir de un punto cualquiera, siempre retornaremos al

punto de partida. Es decir, los flujos se cierran sobre śı mismos, formando un lazo.

Sin embargo, en la sección anterior vimos que los flujos de fuerzas conservativas (que

provenientes de gradientes) pueden ser visualizados como ŕıos descendiendo por el

potencial. Pero en el caso de (3.132) el ŕıo se está alimentando a śı mismo, lo que
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no es posible. Por supuesto, ŕıos alimentándose a si mismos son posibles en imágenes

imposibles, como la ofrecida por la cascada de Escher:

Pero no son posibles como consecuencia de flujos de gradiente. Para concluir esta

discusión, consideremos el siguiente ejemplo instructivo de potencial:

U(x, y) = �↵ arctan
y

x
. (3.134)

Es posible ver que el campo de fuerza proveniente de este potencial es:

~F = �↵
y

x2 + y2
ı̂+ ↵

x

x2 + y2
|̂. (3.135)

No es dif́ıcil verificar que esta fuerza tiene rotor nulo, lo cual es directo del hecho de

que proviene de un potencial. Sin embargo, en coordenadas ciĺındricas, esta fuerza

tiene la forma
~F =

↵

⇢
�̂. (3.136)

Por lo tanto, esta fuerza, al igual que la del ejemplo (3.132), tiene flujos que se cierran

sobre śı mismos, formando lazos. Sin embargo, en este ejemplo hay una sutileza

importante: El gradiente de U está bien definido en todas partes excepto en el origen

y, en consecuencia, la afirmación de que el rotor de la fuerza es nulo es válida en todas

120



partes excepto en el origen, donde el cálculo del rotor se indefine. Para apreciar esto,

no hace falta calcular el rotor. En lugar de ello, podemos simplemente dibujar el

potencial. Para dibujarlo, notemos que en coordenadas ciĺındricas el potencial tiene

la forma U = �↵�. Luego, dibujando el potencial para el rango de � entre 0 y 2⇡,

obtenemos:

A partir de esta ilustración vemos que, en efecto, los flujos de gradiente se cierran

sobre śı mismos, pero el costo es que el potencial está “roto”, gracias a que en el

origen el rotor se indefine.
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3.13 Movimientos permitidos (1-D)

Recordemos que si sobre una part́ıcula de masa m actúan solo fuerzas conservativas,

entonces la enerǵıa mecánica E = K + U permanecerá constante. El valor de E

dependerá de las condiciones iniciales del sistema. En particular, si el movimiento de

la part́ıcula está confinado a una dirección cartesiana, digamos x, entonces podemos

escribir:

E =
m

2
ẋ
2 + U(x). (3.137)

Esta ecuación nos permite inferir la velocidad de la part́ıcula como función de su

posición. En efecto, a partir de la ecuación anterior, podemos deducir que

ẋ = ±

r
2

m
[E � U(x)], (3.138)

donde el signo nos indica si la part́ıcula se mueve hacia la derecha o izquierda. A

partir de (3.138) podemos concluir que el movimiento puede ocurrir siempre y cuando

E > U , y que la rapidez será mayor o menor dependiendo de si la diferencia entre E y

U es mayor o menor. Para visualizar movimientos a partir de (3.138), es conveniente

recordar que la fuerza a lo largo de x viene dada por Fx = �@U/@x, y por lo tanto,

en los máximos y mı́nimos del potencial, donde se cumple @U/@x = 0, la fuerza es

nula. Esto quiere decir que la ecuación algebraica @U/@x = 0 permite identificar

puntos especiales, que llamaremos puntos de equilibrio, donde una part́ıcula puede

permanecer en reposo. La siguiente figura muestra un potencial arbitrario donde es

posible identificar 5 puntos de equilibrio:

x

<latexit sha1_base64="g3vERbzU3kfXibT9Kek4KMf3Qbg=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMyKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOl+lOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A+oZjQg=</latexit>

U(x)

<latexit sha1_base64="dhd2nAVOm3pRejDX7Zoj4RMptiE=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFNRb0YvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuWpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWUKEJbJOKR6gZYU84kbRlmOO3GimIRcNoJJreZ33mkSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSa3q0/mgXHFr7hxolXg5qUCO5qD81R9GJBFUGsKx1j3PjY2fYmUY4XRW6ieaxphM8Ij2LJVYUO2n81tn6MwqQxRGypY0aK7+nkix0HoqAtspsBnrZS8T//N6iQmv/JTJODFUksWiMOHIRCh7HA2ZosTwqSWYKGZvRWSMFSbGxlOyIXjLL6+S9kXNq9eu7+uVxk0eRxFO4BSq4MElNOAOmtACAmN4hld4c4Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/VkiNzA==</latexit>

xe1

<latexit sha1_base64="20CBbUMDdpB+zlxJ3K4Zsopn3zI=">AAAB8nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QLGF2MpsMmccyMyuGJZ/hxYMiXv0ab/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61jEo1oU2iuNKdCBvKmaRNyyynnURTLCJO29H4dua3H6k2TMkHO0loKPBQspgRbJ3UfepnPS0QRcG0X674VX8OtEqCnFQgR6Nf/uoNFEkFlZZwbEw38BMbZlhbRjidlnqpoQkmYzykXUclFtSE2fzkKTpzygDFSruSFs3V3xMZFsZMROQ6BbYjs+zNxP+8bmrjqzBjMkktlWSxKE45sgrN/kcDpimxfOIIJpq5WxEZYY2JdSmVXAjB8surpHVRDWrV6/tapX6Tx1GEEziFcwjgEupwBw1oAgEFz/AKb571Xrx372PRWvDymWP4A+/zB5q0kNQ=</latexit>

xe2

<latexit sha1_base64="4ooaxVqswjuc7teDWQ1Gv41p0LU=">AAAB8nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyGgHoLevEYwSRCsoTZyWwyZB7LzKwYlnyGFw+KePVrvPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlHBmrO9/e4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUNirVhLaI4ko/RNhQziRtWWY5fUg0xSLitBONb2Z+55Fqw5S8t5OEhgIPJYsZwdZJ3ad+1tMCUVSb9ssVv+rPgVZJkJMK5Gj2y1+9gSKpoNISjo3pBn5iwwxrywin01IvNTTBZIyHtOuoxIKaMJufPEVnThmgWGlX0qK5+nsiw8KYiYhcp8B2ZJa9mfif101tfBlmTCappZIsFsUpR1ah2f9owDQllk8cwUQzdysiI6wxsS6lkgshWH55lbRr1aBevbqrVxrXeRxFOIFTOIcALqABt9CEFhBQ8Ayv8OZZ78V79z4WrQUvnzmGP/A+fwCcOZDV</latexit>

xe3

<latexit sha1_base64="F7weOrxZvNJYCUCq02GSD7DMd+8=">AAAB8nicbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLYBA8hV0NqLegF48RzAOSJcxOZpMh81hmesWw5DO8eFDEq1/jzb9xkuxBEwsaiqpuuruiRHALvv/trayurW9sFraK2zu7e/ulg8Om1amhrEG10KYdEcsEV6wBHARrJ4YRGQnWika3U7/1yIzlWj3AOGGhJAPFY04JOKnz1Mu6RmKGLya9Utmv+DPgZRLkpIxy1Hulr25f01QyBVQQazuBn0CYEQOcCjYpdlPLEkJHZMA6jioimQ2z2ckTfOqUPo61caUAz9TfExmR1o5l5DolgaFd9Kbif14nhfgqzLhKUmCKzhfFqcCg8fR/3OeGURBjRwg13N2K6ZAYQsGlVHQhBIsvL5PmeSWoVq7vq+XaTR5HAR2jE3SGAnSJaugO1VEDUaTRM3pFbx54L9679zFvXfHymSP0B97nD52+kNY=</latexit>

xe4

<latexit sha1_base64="dVH3G9is1J8zkdTvfRV/XtgAYco=">AAAB8nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QLGF2MpsMmccyMyuGJZ/hxYMiXv0ab/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61jEo1oU2iuNKdCBvKmaRNyyynnURTLCJO29H4dua3H6k2TMkHO0loKPBQspgRbJ3UfepnPS0QRbVpv1zxq/4caJUEOalAjka//NUbKJIKKi3h2Jhu4Cc2zLC2jHA6LfVSQxNMxnhIu45KLKgJs/nJU3TmlAGKlXYlLZqrvycyLIyZiMh1CmxHZtmbif953dTGV2HGZJJaKsliUZxyZBWa/Y8GTFNi+cQRTDRztyIywhoT61IquRCC5ZdXSeuiGtSq1/e1Sv0mj6MIJ3AK5xDAJdThDhrQBAIKnuEV3jzrvXjv3seiteDlM8fwB97nD59DkNc=</latexit>

xe5

<latexit sha1_base64="9eIjdfijg6WldY7yjtZJggWMkIM=">AAAB8nicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKot6CXjxGMA9IljA7mU2GzGOZ6RXDks/w4kERr36NN//GSbIHTSxoKKq66e6KEsEt+P63V1hZXVvfKG6WtrZ3dvfK+wdNq1NDWYNqoU07IpYJrlgDOAjWTgwjMhKsFY1up37rkRnLtXqAccJCSQaKx5wScFLnqZd1jcQMX0x65Ypf9WfAyyTISQXlqPfKX92+pqlkCqgg1nYCP4EwIwY4FWxS6qaWJYSOyIB1HFVEMhtms5Mn+MQpfRxr40oBnqm/JzIirR3LyHVKAkO76E3F/7xOCvFVmHGVpMAUnS+KU4FB4+n/uM8NoyDGjhBquLsV0yExhIJLqeRCCBZfXibNs2pwXr2+P6/UbvI4iugIHaNTFKBLVEN3qI4aiCKNntErevPAe/HevY95a8HLZw7RH3ifP6DIkNg=</latexit>
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En el ejemplo, algunos puntos (xe1, xe2 y xe3) minimizan al potencial, mientras que

otros (xe2 y xe4) lo maximizan. Aquellos puntos que determinan la posición de

un mı́nimo del potencial se denominan puntos de equilibrio estables, y satisfacen

la condición:
@
2
U

@x2

����
xe

> 0. (3.139)

Por otro lado, los puntos que maximizan el potencial son puntos de equilibrio inesta-

bles, y satisfacen la condición
@
2
U

@x2

����
xe

< 0. (3.140)

La razón de estos nombres es sencilla: Tal como vimos en la Sección 3.11, el campo

de fuerzas alrededor de un punto de equilibrio estable es tal que las fuerzas siempre

apuntan hacia éste, y por lo tanto la part́ıcula siempre es acelerada hacia el punto de

equilibrio. Por el contrario, en el caso de un punto de equilibrio inestable, las fuerzas

apuntan desde el punto de equilibrio hacia fuera, de modo que la part́ıcula siempre

es empujada fuera de este.

Supongamos ahora que el sistema descrito por el potencial de la figura tiene condi-

ciones iniciales tales que la enerǵıa mecánica E tiene un cierto valor E1, tal como lo

muestra la siguiente ilustración

U(x)

<latexit sha1_base64="dhd2nAVOm3pRejDX7Zoj4RMptiE=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFNRb0YvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuWpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWUKEJbJOKR6gZYU84kbRlmOO3GimIRcNoJJreZ33mkSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSa3q0/mgXHFr7hxolXg5qUCO5qD81R9GJBFUGsKx1j3PjY2fYmUY4XRW6ieaxphM8Ij2LJVYUO2n81tn6MwqQxRGypY0aK7+nkix0HoqAtspsBnrZS8T//N6iQmv/JTJODFUksWiMOHIRCh7HA2ZosTwqSWYKGZvRWSMFSbGxlOyIXjLL6+S9kXNq9eu7+uVxk0eRxFO4BSq4MElNOAOmtACAmN4hld4c4Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/VkiNzA==</latexit>

E1

<latexit sha1_base64="ih4fKNYHER8d9Jkb8FJLKdWyMmE=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FETxWtB/QhrLZTtqlm03Y3Qgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RRWVtfWN4qbpa3tnd298v5BU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm6nfekKleSwfzThBP6IDyUPOqLHSw23P65UrbtWdgSwTLycVyFHvlb+6/ZilEUrDBNW647mJ8TOqDGcCJ6VuqjGhbEQH2LFU0gi1n81OnZATq/RJGCtb0pCZ+nsio5HW4yiwnRE1Q73oTcX/vE5qwks/4zJJDUo2XxSmgpiYTP8mfa6QGTG2hDLF7a2EDamizNh0SjYEb/HlZdI8q3rn1av780rtOo+jCEdwDKfgwQXU4A7q0AAGA3iGV3hzhPPivDsf89aCk88cwh84nz/Bz415</latexit>

xr1

<latexit sha1_base64="Tv4gIaqWtcV4WfD0TgU+uUnJbOg=">AAAB8nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QLGF2MpsMmccyMyuGJZ/hxYMiXv0ab/6Nk2QPmljQUFR1090VJZwZ6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61jEo1oU2iuNKdCBvKmaRNyyynnURTLCJO29H4dua3H6k2TMkHO0loKPBQspgRbJ3UfepnPS2QRsG0X674VX8OtEqCnFQgR6Nf/uoNFEkFlZZwbEw38BMbZlhbRjidlnqpoQkmYzykXUclFtSE2fzkKTpzygDFSruSFs3V3xMZFsZMROQ6BbYjs+zNxP+8bmrjqzBjMkktlWSxKE45sgrN/kcDpimxfOIIJpq5WxEZYY2JdSmVXAjB8surpHVRDWrV6/tapX6Tx1GEEziFcwjgEupwBw1oAgEFz/AKb571Xrx372PRWvDymWP4A+/zB66PkOE=</latexit>

xr2

<latexit sha1_base64="xCaQunWS8lCYrndqA8IsIs0Qvi0=">AAAB8nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyGgHoLevEYwSRCsoTZyWwyZB7LzKwYlnyGFw+KePVrvPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXlHBmrO9/e4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUNirVhLaI4ko/RNhQziRtWWY5fUg0xSLitBONb2Z+55Fqw5S8t5OEhgIPJYsZwdZJ3ad+1tMCaVSb9ssVv+rPgVZJkJMK5Gj2y1+9gSKpoNISjo3pBn5iwwxrywin01IvNTTBZIyHtOuoxIKaMJufPEVnThmgWGlX0qK5+nsiw8KYiYhcp8B2ZJa9mfif101tfBlmTCappZIsFsUpR1ah2f9owDQllk8cwUQzdysiI6wxsS6lkgshWH55lbRr1aBevbqrVxrXeRxFOIFTOIcALqABt9CEFhBQ8Ayv8OZZ78V79z4WrQUvnzmGP/A+fwCwFJDi</latexit>

Tal como ya fuera aseverado, el movimiento ocurre solo si E > U . Luego, vemos que

el movimiento es permitido en una región del espacio en la cual se cumple la condición

E > U . La región de movimiento permitido está limitada por puntos de retorno xr,

que satisfacen la ecuación algebraica

E = U(xr). (3.141)
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En el caso de la figura, los puntos de retorno son xr1 y xr2. Un simple vistazo a la

figura, permite inferir cómo será el movimiento cualitativamente. A mayor diferencia

entre E y U , mayor será la rapidez de la part́ıcula, y en los puntos de retorno la

part́ıcula necesariamente se detendrá. Sin embargo, en los puntos de retorno la fuerza

no es nula, y por lo tanto la part́ıcula está siendo acelerada para retornar a la región

de movimiento permitida. En el caso de la figura, la part́ıcula oscila continuamente

entre xr1 y xr2, adquiriendo su mayor rapidez en el punto xe3. El momento de menor

rapidez (excluyendo a los puntos de retorno) se da cuando la part́ıcula pasa por el

punto xe2.

Veamos qué pasa si las condiciones iniciales son tales que la enerǵıa mecánica E es

menor a E1. La siguiente figura muestra una situación en la cual la enerǵıa tiene un

valor E2 donde el potencial evaluado en xe2 es mayor que la enerǵıa (U(xe2) > E)

x

<latexit sha1_base64="g3vERbzU3kfXibT9Kek4KMf3Qbg=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMwDwgWcLspDcZMzu7zMyKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOl+lOvWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw4L86787FozTnZzDH8gfP5A+oZjQg=</latexit>

U(x)

<latexit sha1_base64="dhd2nAVOm3pRejDX7Zoj4RMptiE=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFNRb0YvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuWpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWUKEJbJOKR6gZYU84kbRlmOO3GimIRcNoJJreZ33mkSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSa3q0/mgXHFr7hxolXg5qUCO5qD81R9GJBFUGsKx1j3PjY2fYmUY4XRW6ieaxphM8Ij2LJVYUO2n81tn6MwqQxRGypY0aK7+nkix0HoqAtspsBnrZS8T//N6iQmv/JTJODFUksWiMOHIRCh7HA2ZosTwqSWYKGZvRWSMFSbGxlOyIXjLL6+S9kXNq9eu7+uVxk0eRxFO4BSq4MElNOAOmtACAmN4hld4c4Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/VkiNzA==</latexit>

E2

<latexit sha1_base64="oRBM1vqjSZ2USOHAw9/cV2d9WdY=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyGgHoLiuAxonlAsoTZyWwyZHZ2mekVQsgnePGgiFe/yJt/4yTZgyYWNBRV3XR3BYkUBl3328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpolTzXiDxTLW7YAaLoXiDRQoeTvRnEaB5K1gdDPzW09cGxGrRxwn3I/oQIlQMIpWerjtVXrFklt25yCrxMtICTLUe8Wvbj9macQVMkmN6Xhugv6EahRM8mmhmxqeUDaiA96xVNGIG38yP3VKzqzSJ2GsbSkkc/X3xIRGxoyjwHZGFIdm2ZuJ/3mdFMNLfyJUkiJXbLEoTCXBmMz+Jn2hOUM5toQyLeythA2ppgxtOgUbgrf88ippVspetXx1Xy3VrrM48nACp3AOHlxADe6gDg1gMIBneIU3RzovzrvzsWjNOdnMMfyB8/kDw1ONeg==</latexit>

Aqúı aparecen dos regiones de movimiento permitidas, cada una delimitada por sus

respectivos puntos de retorno determinados por la ecuación (3.141). Si las condiciones

iniciales son tales que la part́ıcula estaba dentro de la región de la izquierda, entonces

ésta permanecerá oscilando en dicha región a perpetuidad, sin poder acceder a la

región de la derecha. Las regiones complementarias a las regiones de movimiento

permitidas están prohibidas, solo pueden ser accedidas si se le inyecta enerǵıa al

sistema, de modo que el valor de E sea tal que aumente el rango de movimiento. Por

otro lado, si la enerǵıa disminuye, entonces al rango de movimiento disminuye. En

el caso del potencial de la figura, es posible apreciar que si E disminuye, entonces

podemos tener una situación en la cual hay tres regiones de movimiento permitidas.

Y si la enerǵıa disminuye aún más, volveremos a tener dos regiones permitidas, pero

de menor rango. Finalmente, se la enerǵıa disminuye aún más, tendremos una sola
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región de movimiento permitida, en torno al punto de equilibrio estable xe3.

Veamos por último el caso en que el sistema tiene condiciones iniciales tales que

la enerǵıa mecánica E adquiere un valor E3 tal que U(xe2) = E3. La siguiente figura

muestra esta situación

U(x)

<latexit sha1_base64="dhd2nAVOm3pRejDX7Zoj4RMptiE=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFNRb0YvHCvYD2qVk02wbmmSXJCuWpX/BiwdFvPqHvPlvzLZ70NYHA4/3ZpiZF8ScaeO6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8etXWUKEJbJOKR6gZYU84kbRlmOO3GimIRcNoJJreZ33mkSrNIPphpTH2BR5KFjGCTSa3q0/mgXHFr7hxolXg5qUCO5qD81R9GJBFUGsKx1j3PjY2fYmUY4XRW6ieaxphM8Ij2LJVYUO2n81tn6MwqQxRGypY0aK7+nkix0HoqAtspsBnrZS8T//N6iQmv/JTJODFUksWiMOHIRCh7HA2ZosTwqSWYKGZvRWSMFSbGxlOyIXjLL6+S9kXNq9eu7+uVxk0eRxFO4BSq4MElNOAOmtACAmN4hld4c4Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/VkiNzA==</latexit>

xra

<latexit sha1_base64="EPbHJbhipX9fnPhuMSJmo93yfrQ=">AAAB8XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoN6CXjxGMA9MljA7mU2GzGOZmRXDkr/w4kERr/6NN//GSbIHTSxoKKq66e6KEs6M9f1vr7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w+aRqWa0AZRXOl2hA3lTNKGZZbTdqIpFhGnrWh0M/Vbj1QbpuS9HSc0FHggWcwItk56eOplXS2QxpNeueJX/RnQMglyUoEc9V75q9tXJBVUWsKxMZ3AT2yYYW0Z4XRS6qaGJpiM8IB2HJVYUBNms4sn6MQpfRQr7UpaNFN/T2RYGDMWkesU2A7NojcV//M6qY0vw4zJJLVUkvmiOOXIKjR9H/WZpsTysSOYaOZuRWSINSbWhVRyIQSLLy+T5lk1OK9e3Z1Xatd5HEU4gmM4hQAuoAa3UIcGEJDwDK/w5hnvxXv3PuatBS+fOYQ/8D5/AJ6qkOc=</latexit>

E3

<latexit sha1_base64="ioxt77zD2rvRX0HIxY0d5RsDlpE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexqQL0FRfAY0TwgWcLspJMMmZ1dZmaFsOQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7glhwbVz328mtrK6tb+Q3C1vbO7t7xf2Dho4SxbDOIhGpVkA1Ci6xbrgR2IoV0jAQ2AxGN1O/+YRK80g+mnGMfkgHkvc5o8ZKD7fd826x5JbdGcgy8TJSggy1bvGr04tYEqI0TFCt254bGz+lynAmcFLoJBpjykZ0gG1LJQ1R++ns1Ak5sUqP9CNlSxoyU39PpDTUehwGtjOkZqgXvan4n9dOTP/ST7mME4OSzRf1E0FMRKZ/kx5XyIwYW0KZ4vZWwoZUUWZsOgUbgrf48jJpnJW9SvnqvlKqXmdx5OEIjuEUPLiAKtxBDerAYADP8ApvjnBenHfnY96ac7KZQ/gD5/MHxNeNew==</latexit>

Aqúı el punto de equilibrio inestable xe2 coincide con los puntos de retorno que sep-

aran a las dos regiones de la figura del caso E = E2. Llamemos a este punto, punto

de retorno asintótico xra. ¿Cómo es el movimiento en la vecindad de xra? Supong-

amos que la part́ıcula se acerca a este punto de izquierda a derecha. Entonces, de

acuerdo a la ecuación (3.138), su velocidad vendrá dada por ẋ =
p

2 [E � U(x)] /m.

Sin embargo, dado que estamos considerando el movimiento en las cercańıas de xra,

podemos expandir el potencial U de la forma

U(x) = E3 +
1

2

@
2
U

@x2

����
xra

(x � xra)
2 + · · · , (3.142)

donde usamos U(xra) = E3 y U
0(xra) = 0. Luego, la velocidad de la part́ıcula cerca

de xra viene dada por

ẋ = ⌦0(xra � x), ⌦0 ⌘

s

�
1

m

@2U

@x2

����
xra

. (3.143)

Esta ecuación nos da como resultado la siguiente solución para x(t):

xra � x(t) = (xra � xi)e
�⌦0(t�ti), (3.144)

donde xi es la posición de x(t) en un tiempo inicial ti. A partir de este resultado, es

posible ver que la part́ıcula llega a xra en tiempo infinito (t ! 1). En consecuencia,
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el punto de retorno asintótico que separa las dos regiones nunca es alcanzado, y por lo

tanto la part́ıcula no retorna a la región desde la cual proviene. Dicho de otra forma,

la part́ıcula alcanza el equilibrio inestable asintoticamente.

3.14 Movimientos permitidos en más de una dimensión

En el caso en que una part́ıcula pueda moverse en más dimensiones, también podemos

anticipar regiones de movimiento permitido. Al igual que en el caso unidimensional,

dada una cantidad de enerǵıa mecánica E, la rapidez de la part́ıcula podrá ser expre-

sada como función de la posición ~r que ésta tenga en el espacio:

⌫ =

r
2

m
[E � U(~r)]. (3.145)

Luego, el movimiento será posible en aquellas regiones donde se cumpla E > U(~r).

Veamos un ejemplo con la ayuda del potencial U(x, y) visto en la Sección 3.11. La

siguiente figura muestra, en gris, la región permitida (determinada por E > U(~r))

para una elección de la enerǵıa:

y

<latexit sha1_base64="0549ZwDQ8AzptrIzUi6oaTE/hbc=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbZrN5uwuxFC6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzglhwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto4SxbDFIhGpbkA1Ci6xZbgR2I0V0jAQ2Ammd3O/84RK80g+mDRGP6RjyUecUWOlZjooV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcRS0KUhgmqdc9zY+NnVBnOBM5K/URjTNmUjrFnqaQhaj9bHDojF1YZklGkbElDFurviYyGWqdhYDtDaiZ61ZuL/3m9xIxu/IzLODEo2XLRKBHERGT+NRlyhcyI1BLKFLe3EjahijJjsynZELzVl9dJ+6rq1aq3zVqlXsvjKMIZnMMleHANdbiHBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox7K14OQzp/AHzucP52eM+w==</latexit>

x

<latexit sha1_base64="K9RgwBGX/CO48sXdY4zoLcwIO4c=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YFuhDWWznbRrN5uwuxFL6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGr+4BqFFxiy3Aj8D5RSKNAYCcY38z8ziMqzWN5ZyYJ+hEdSh5yRo2Vmk/9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszRCaZigWnc9NzF+RpXhTOC01Es1JpSN6RC7lkoaofaz+aFTcmaVAQljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomakl72Z+J/XTU145WdcJqlByRaLwlQQE5PZ12TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03JhuAtv7xK2hdVr1a9btYq9VoeRxFO4BTOwYNLqMMtNKAFDBCe4RXenAfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AOXjjPo=</latexit>

Para determinar los ĺımites de la región de movimiento permitida, basta con resolver

la siguiente ecuación algebraica, que corresponde a la curva de nivel de altura E:

U(~r) = E. (3.146)

Por otro lado, para determinar el movimiento espećıfico, será necesario resolver las

ecuaciones de movimiento. Aún aśı, el presente análisis ya nos permite anticipar la

extensión del movimiento permitido.
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3.15 Interacciones entre pares de part́ıculas

Para finalizar, consideremos un sistema de dos part́ıculas 1 y 2 interactuando. La

part́ıcula 2 afecta el movimiento de la primera part́ıcula mediante la fuerza ~F21,

mientras que la part́ıcula 1 afecta a la segunda part́ıcula mediante la fuerza ~F12.

Recordemos que debido a la tercera ley de Newton, tenemos ~F12 = �~F21. Supongamos

ahora que la fuerza ~F21 tiene la forma:

~F21 = f(�r)
�~r

�r
, (3.147)

donde hemos definido:

�~r ⌘ ~r1 � ~r2, (3.148)

�r ⌘ ||~r1 � ~r2||. (3.149)

Apreciemos que esta forma para ~F21 tiene sentido. La única información que tiene

la part́ıcula 2 acerca de la part́ıcula 1 consiste en qué tan lejos está (�r), y en

qué dirección se encuentra (�~r/�r). Cualquier otra información tendrá que hacer

referencia a algún agente adicional. Luego, la única forma de escribir una fuerza con

estas dos piezas de información es mediante (3.147). Esta forma de ~F21 puede ser

comparada con la forma de una fuerza radial, definida en (3.100). Si repetimos los

razonamientos de nuestro análisis de fuerzas radiales, llegaremos a la conclusión de

que para una fuerza de la forma (3.147), debe existir un potencial U(�r) tal que

~F21 = �r1U(�r), (3.150)

donde r1 es el operador nabla cuyas derivadas parciales son con respecto a las co-

ordenadas cartesianas que determinan la posición ~r1 = x1ı̂+ y1|̂+ z1k̂ de la primera

part́ıcula. Esto es:

r1 = ı̂
@

@x1
+ |̂

@

@y1
+ k̂

@

@z1
. (3.151)

Dicho potencial es de la forma

U(�r) =

Z �r

f(�r
0) d�r

0 + C. (3.152)

La forma precisa del potencial no nos importa por ahora. Lo importante es que U

existe, y que es función de�r. Ahora viene un resultado importante. Consideremos el

127



operador r2 cuyas derivadas parciales son con respecto a las coordenadas cartesianas

que determinan la posición ~r2 = x2ı̂+ y2|̂+ z2k̂ de la segunda part́ıcula:

r2 = ı̂
@

@x2
+ |̂

@

@y2
+ k̂

@

@z2
. (3.153)

Usando la regla de la cadena, es directo ver que:

r2U =
@U

@�r
r2�r. (3.154)

Sin embargo, r2�r = �r1�r. Esto quiere decir que r2U = �r1U , de donde sigue

que
~F12 = �r2U(�r). (3.155)

Luego, el potencial U(�r) es un potencial común para ambas fuerzas. No necesitamos

dos potenciales independientes para cada fuerza. De hecho, la definición de �~r en

(3.148) fue completamente arbitraria, por lo que si hubiésemos usado la definición

alternativa �~r = ~r2 � ~r1 habŕıamos llegado a la misma conclusión. En definitiva, las

fuerzas entre pares de part́ıculas son conservativas, y admiten un potencial común

U que depende solo de la distancia �r = ||~r1 � ~r2|| entre ambas. Más aún, todo lo

anterior implica que la fuerza ~F12 es proporcional a �~r:

~F12 / �~r. (3.156)

Es decir, una part́ıcula solo puede atraer a repeler a otra part́ıcula a lo largo de la

recta que une a ambas part́ıculas.

3.15.1 Ejemplo: resortes

Un ejemplo a la mano es el caso de un resorte. A partir de nuestro análisis de la

Sección 3.7, es posible ver que las fuerzas debido a un resorte de largo natural D y

constante elástica k, conectando a dos part́ıculas 1 y 2, admiten un único potencial

Uk de la forma:

Uk =
k

2
(||~r1 � ~r2|| � D)2 + C. (3.157)

La constante C puede ser elegida de tal forma que Uk(�r0) = 0, para algún valor

escogido de �r0 ⌘ ||~r1,0 � ~r2,0||. En conclusión, el potencial está asociado al resorte,

y podemos decir que el resorte es capaz de almacenar enerǵıa potencial.
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3.16 Enerǵıa mecánica para sistemas con dos part́ıculas

Si la interacción mediante fuerzas entre dos part́ıculas admite la definición de un po-

tencial común, ¿Cómo se define la enerǵıa mecánica para un sistema con dos part́ıculas

interactuando? Supongamos que tenemos un sistema con solo dos part́ıculas capaces

de interactuar mutuamente mediante fuerzas del tipo (3.147). Supongamos además

que sobre cada part́ıcula actúan fuerzas conservativas externas ~F
ext
1 = �r1U

ext
1 y

~F
ext
2 = �r2U

ext
2 debido a agentes externos. Entonces la enerǵıa mecánica del sistema

se define como

E = K + U, (3.158)

donde K es la suma de las enerǵıas cinéticas individuales de cada part́ıcula K1 y K2

K = K1 +K2, (3.159)

y U es la enerǵıa potencial total, definida como la suma

U = U
ext
1 + U

ext
2 + U12, (3.160)

donde U12 es el potencial común tal que ~F21 = �r1U12 y ~F12 = �r2U12. Notemos

que el sistema completo tiene un solo potencial, y tanto la fuerza conservativa total
~F
C
1 actuando sobre 1 como la fuera conservativa total ~FC

2 actuando sobre 2 se pueden

expresar como

~F
C
1 = �r1U, (3.161)
~F
C
2 = �r2U, (3.162)

lo que se debe a que r1U2 = r2U1 = 0. Este es un resultado formidable, puesto

que para determinar las fuerzas conservativas actuando sobre cualquier componente

del sistema necesitamos un solo potencial U , que consiste en la suma de todos los

sub-potenciales. Para continuar, notemos que utilizando la regla de la cadena, es

directo verificar que

d

dt
E = ~v1 ·

h
m1~a1 � ~F

ext
1 � ~F21

i
+ ~v2 ·

h
m2~a2 � ~F

ext
2 � ~F12

i
. (3.163)

Luego, si sobre las part́ıculas actúan solo fuerzas conservativas, entonces la segunda

ley de Newton implica las ecuaciones de movimiento m1~a1 = ~F
ext
1 + ~F21 y m2~a2 =

~F
ext
2 + ~F12, con lo cual obtenemos Ė = 0, y la enerǵıa del sistema es conservada. Por

otro lado, si existiesen fuerzas no conservativas actuando sobre 1 y 2, las ecuaciones
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de movimiento son m1~a1 = ~F
ext
1 + ~F21 + ~F

NC
1 y m2~a2 = ~F

ext
2 + ~F12 + ~F

NC
2 , y por lo

tanto
d

dt
E = ~v1 · ~F

NC
1 + ~v2 · ~F

NC
2 , (3.164)

de donde vemos que la enerǵıa cambia en el tiempo. A partir de este resultado,

es directo derivar EB � EA = W
NC
tot (C) obtenido en la Sección 3.10, donde en esta

oportunidad W
NC
tot (C) es la suma de los trabajos no-conservativos calculados para el

camino seguido por cada part́ıcula:

W
NC
tot (C) = W

NC
1,tot(C1) +W

NC
2,tot(C2), (3.165)

donde C1 y C2 son los caminos seguidos por cada part́ıcula desde una configuración A

hasta una configuración B.
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