3 Campos de fuerzas, trabajo y energia

A continuaciéon procederemos a definir nuevas cantidades que nos permitirdn un
andlisis més profundo (y poderoso) del movimiento. Una de estas cantidades sera
la energia mecanica de un sistema. Como veremos, las fuerzas se dividen en dos
grandes clases: Fuerzas conservativas y fuerzas no-conservativas. Las fuerzas conser-
vativas tienen la virtud de mantener inalterable el valor de la energia mecanica. Este
hecho, nos permitird tener una nueva mirada de las leyes de Newton.

3.1 Campos de fuerzas

Hay ciertos tipos de fuerzas cuya accién sobre una particula depende exclusivamente
de la posicion de la particula. Estas fuerzas pueden ser pensadas como una propiedad
del espacio. Por ejemplo, la fuerza gravitacional

—

F, =mg, (3.1)

actuando sobre una particula en la superficie de la tierra es la misma en todo el
espacio (siempre y cuando no nos alejemos mucho de la superficie). Luego, podemos
pensar en F, como un campo de fuerzas (ver la siguiente figura):

En la figura, se muestra un lanzamiento de proyectil. El proyectil de masa m avanza
por un campo de fuerzas cuyo efecto es transmitirle al proyectil la influencia de la
tierra mediante una fuerza ﬁg = mg en cada posicién que el proyectil adopte.

Otro ejemplo sencillo de apreciar es aquel ofrecido por un resorte con un extremo
anclado a un punto fijo. Supongamos una particula de masa m comunicado con un
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punto fijo P a través de un resorte de constante elastica k y largo natural D = 0.
Entonces, de acuerdo a la ecuacion (2.199), la fuerza que el punto fijo P ejerce sobre
m tiene la forma:

Fpm = —k(F = 7p), (3.2)

donde 7p es la posicion del punto fijo. Vemos que Fpp, es una funcién de la posiciéon
7, y por lo tanto puede ser pensado como un campo de fuerzas. La siguiente figura
muestra el perfil del campo de fuerzas debido al resorte:

A\ 4
A\ 4
A\ 4

N

Dado que F pm depende de la distancia linealmente, mientras mas nos alejamos de P,
la fuerza se vuelve mas intensa. Al igual que con el campo gravitacional, podemos
pensar en la fuerza debido al resorte como un campo de fuerza que existe en todo
el espacio, independiente de la ubicacion de la particula. Notemos que el punto P
podria ser la posicién de otra particula (que se conecta a m mediante el resorte). En
tal caso, la particula P genera un campo de fuerzas alrededor suyo. Si la particula se
mueve, entonces el campo de fuerzas se mueve junto a la particula.

Claramente, no todas las fuerzas que hemos estudiado pueden ser representadas
como campos. Por ejemplo, las fuerzas de contacto. Consideremos la fuerza de roce
visco, que depende de la velocidad de la particula. En este caso, no existe un perfil de
fuerza que se extienda por todo el espacio independiente de la ubicacién de particula.
Por el contrario, la fuerza de roce viscoso solo puede ser expresada una vez conocida la
velocidad de la particula, lo que sera posible solamente después de resolver la ecuacién
de movimiento de la particula, después de imponer condiciones iniciales.
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3.2 Trabajo

A continuacién, definiremos el concepto de trabajo. Para ello, consideremos una
particula en movimiento a lo largo de un camino C dado, con punto de partida A y
punto final B, tal como lo muestra la siguiente figura:

Naturalmente, sobre la particula pueden actuar multiples fuerzas, de tal forma que el
movimiento de la particula a lo largo del camino C es la consecuencia de la segunda
ley de Newton debido a la fuerza total Fiop. Digamos que actiian N fuerzas F, sobre
la particula, cada una debido a un agente i, de tal manera que

N
Fo=)_ F (3.3)
=1

Enfoquemos nuestra atencion en un momento ¢ particular del trayecto, cuando la
particula se encuentra en la posicién 7(t). Después de un incremento de tiempo
infinitesimal dt, la particula estara en la posicién 7(t 4 dt), y por lo tanto, a lo largo
del camino C, habrd avanzado en un paso infinitesimal dr” dado por

dr(t) = 7(t +dt) — (t),
= §(t)dt.

A partir de esta situacion, definimos el trabajo infinitesimal dW; ejercido por un
agente i sobre la particula (en el paso d ) como:

dW; = F, - dF. (3.6)

Notemos que el trabajo infinitesimal es una cantidad escalar que puede ser positiva
o negativa dependiendo de si el producto punto entre F; y dr es positivo o negativo.

93



Por ejemplo, en la siguiente figura se muestran dos fuerzas F y F que, para un
mismo paso infinitesimal dr, implican trabajos dW; y dWs, positivos y negativos
respectivamente:

dWi >0 dWsy < 0

A partir de (3.6) podemos definir el trabajo que ejerce un agente i sobre la particula

a lo largo del camino C, como la suma de los trabajos infinitesimales de cada porcion
de C:

Wi(C) = /C AW, | (3.7)
= /ﬁ - dF. (3.8)
C

Esta definicion depende crucialmente del camino C. Para una misma fuerza, dos
caminos distintos pueden llevar a valores del trabajo. Para adquirir experiencia con
esta definicién, veamos algunos ejemplos.

3.2.1 Ejemplo 1

Supongamos la existencia de un campo de fuerzas F' que, en términos de coordenadas
cilindricas, tiene la siguiente forma

donde K, es una constante positiva. Esta es una fuerza cuya magnitud aumenta
en la medida que nos alejamos del origen, y que se arremolina en torno al eje z en
la direccién k (de acuerdo a la regla de la mano derecha), tal como lo muestra la
siguiente figura:
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Calculemos el trabajo debido a este campo de fuerzas Falo largo de tres caminos
diferentes Cy, Co y Cs, conectando los puntos A y B (ver siguiente figura). El primer
camino, C; corresponde a un recorrido de radio R constante en torno al origen O,
en sentido anti-horario. El camino Cy corresponde a un recorrido de igual radio en
sentido horario. Finalmente, C3 corresponde a un camino en linea recta pasando por
el origen.

Co

Calculemos primero el trabajo ejercido por el campo de fuerzas a lo largo del camino
C;. Dado que este es un camino con radio constante, podemos describir la posicién a
lo largo del camino C; a través del angulo ¢:

7(¢) = R p(6), (3.10)
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donde, recordemos, p(¢) = cos ¢ i+sin ¢ j. Luego, de acuerdo a (3.5) el paso infinites-
imal dr’ adquiere la siguiente forma

dF = Roodt. (3.11)

Es importante apreciar que no estamos obligados a utilizar el tiempo para escribir el
paso infinitesimal dr. De hecho, en la medida que el tiempo incrementa dt, el angulo
describiendo el avance a lo largo del camino incrementa una cantidad d¢ = ¢dt.
Luego, basta escribir

dF = Rpdo. (3.12)
De esta forma, utilizando (3.8) podemos escribir el trabajo a lo largo de C; de la
forma:

W(C) = / F-dr, (3.13)

C1
- / (KORqB> - (R$d¢> , (3.14)

0
= KoR? / do, (3.15)

0

= 1KoR>. (3.16)

Veamos ahora el célculo del trabajo a lo largo del camino Cy. En este caso podemos
seguir los mismos pasos anteriores. La diferencia, sin embargo, es que en este caso
el incremento d¢ a lo largo de Cy es negativo (puesto que el trayecto es en sentido
horario), lo que modifica los limites de integracién:

W(C,) = / F - dr, (3.17)
Ca

- /0 - (KORg%) : (Rg%dgb), (3.18)

= Ky R? / N do, (3.19)

= —WKOROQ. (3.20)

Finalmente, en el caso de Cs, el camino transcurre para el angulo fijo ¢ = 0, de tal
manera que la posiciéon a lo largo trayecto puede ser descrito mediante la coordenada
cartesiana x:

(z) =xi. (3.21)
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Luego, vemos que

di = &id t, (3.22)
= idzx. (3.23)
Dado que el camino va desde 7y = R7 a g = —Ri, el incremento dx es negativo. Por

otro lado, notemos que la fuerza a lo largo de C3 puede ser escrita como
F = KyzJ. (3.24)

Luego, es directo ver que el trabajo infinitesimal en cualquier parte del trayecto es
cero:

AW = (Koxj) - (idz) = 0, (3.25)

con lo cual W(C3) = 0. En definitiva, obtenemos tres resultados distintos dependiendo
del camino escogido.

3.2.2 Ejemplo 2

Consideremos ahora el siguiente campo de fuerzas expresado en términos de coorde-
nadas cartesianas:

S| 1

F= gam2y5i - §5$3y4j, (3.26)
donde o y  son constantes arbitrarias. Calculemos el trabajo debido a la fuerza a lo
largo de dos caminos C; y C, ilustrados en la siguiente figura:

\ 4
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El primer camino, C;, consiste en dos segmentos, primero una linea recta a lo largo
del eje  desde A = (0,0) hasta (z,0), y luego una linea recta a lo largo del eje y
desde (z,0) hasta B = (z,y). El segundo camino consiste en una linea recta desde A
hasta B. Naturalmente, resulta conveniente separar el célculo del trabajo W (Cy) en
dos integrales, cada una para cada segmento. Es decir:

W(C,) = /C F - dF, (3.27)

— —

_ /OF (idzx) + /;F - (Gdy), (3.28)

donde usamos dr’ = idx para el primer segmento, y dr = jdy para el segundo segmento.
Luego, reemplazando F' = 0 a lo largo del primer segmento, y F' = taz?yi+ 1 8z%y*)

a lo largo del segundo, obtenemos

071 1
W) = / (gaijy"’i + 55:7:33/4?) - (jdy), (3.29)
1y o,

= gﬁj:”/ ydy, (3.30)

Y

L 5 5
_ _ 31
1551’ y (3.31)

Veamos ahora el cdlculo correspondiente al camino C;. Notemos que el camino Cy

consiste en la recta

y(z) =z (3.32)

8

Esto quiere decir que podemos escoger la variable x para describir el avance a través
de la trayectoria. Para ser precisos, a lo largo de Cy el vector posicién puede ser

escrito: _
(z) = (z n gj) z. (3.33)
x
Luego, podemos escribir un paso infinitesimal a lo largo del camino como
—, . ~ g A
dr(z) = (z + :7) dz. (3.34)
z

Por otro lado, gracias a (3.32), podemos escribir la fuerza a lo largo de C3 como

T T B
F= gax”{—z + —6m7z—j, (3.35)



Utilizando estos resultados para calcular W (Cs), vemos que

W(C,) = / F-drF, (3.36)
Ca
2 S 7o N 7o W T
= [ (gt g ) (14 ) o (337
0 ]

I R AN
= 5(5a+35)/0 x'dx, (3.38)
3

= 2 (30 +58). (3.39)

En consecuencia, para valores arbitrarios de a y 3, los trabajos calculados a lo largo
de W(Cy) y W(Cs) son distintos. Sin embargo, notemos que si 5 = «, ambos caminos
tienen el mismo trabajo asociado, independiente de los valores de Z e 3. En primera
instancia, esto parece anecddtico. Sin embargo, como veremos pronto, hay fuerzas
para las cuales el trabajo entre dos puntos A y B es independiente del camino C
escogido.

3.3 Energia Cinética

Consideremos el desafio de calcular el trabajo Wi, (C) a lo largo de un camino C entre
puntos A y B, debido a la fuerza total Fi, = Zi\il F;. En este caso vemos que

Wiot(C) = /ﬁtot - dr. (3.40)
C

Sin embargo, debido a la segunda ley de Newton podemos reemplazar Fio = ma, de
donde sigue que:

Wit (C) = m / a- dr, (3.41)
C
tp 32
—m d—”-ﬁdt, (3.42)
L, di
m (B di?
= — [ —dt 3.43
2 ), dt (3:43)
172
=T (3.44)
2 ’DX
- % (52— 7). (3.45)



Es decir, el trabajo total W (C) puede ser escrito en términos de informacién cinematica
de la masa m en el punto inicial A y final B. Este es un resultado importante, por lo
que es conveniente definir el concepto de energia cinética de una particula de masa
m, que denotaremos K:

K=—v% (3.46)

m
2
Luego, podemos expresar nuestro resultado anterior como

Wit (C) = K — K 4. (3.47)

3.4 Fuerzas conservativas

Diremos que una fuerza es conservativa si el trabajo calculado a partir de ella, entre
dos puntos arbitrarios A y B, es independiente del camino C. Si tales fuerzas existen,
al calcular W(C), no necesitamos especificar el camino escogido en la integral (3.8),
y por lo tanto podemos simplemente escribir:

wW(C) = / F - dF. (3.48)

En el lado derecho de esta expresion podemos integrar desde 74 hasta 7p por el
camino que deseemos, sin cambiar su resultado. Para lidiar con fuerzas conservativas,
es conveniente introducir el concepto de energia potencial U del sistema:

U7, 7)) = — / F - dr, (3.49)
70

donde 7 es la posicion de un punto arbitrario de nuestra eleccion. Es inmediato
verificar que

U(Fy, 7) = 0. (3.50)

Dado que no estamos especificando el camino de integracion desde 7y y 7, esta
definicion solo tiene sentido si F' es conservativa. Habitualmente, para escribir U
omitimos 7 y simplemente escribimos

U(F) = —/jF-dF. (3.51)

Atn asi, siempre es importante estar al tanto de la eleccion de 7. Notemos que a
partir de la definicién (3.51) es directo constatar que

W(C) = U(Fa) — U(7). (3.52)



Es decir, el trabajo debido a una fuerza conservativa es la diferencia del potencial
inicial y final.

La idea de la definicién (3.51) es que U(7) es una funcién de la posicién 7. Esto
quiere decir que podemos diferenciar U con respecto a las coordenadas de 7. Por
ejemplo, consideremos ahora la derivada de U con respecto a la coordenada cartesiana
x (manteniendo fijas las coordenadas y y z). Escribiendo 7= xi+yj+ zl;:, vemos que

U@ = tim L U+ e,y,2) - Ulw,y, ). (3.53)

ox e—0 €

1 (x—i—e)i—i—yj—&-zl% . oci-&-yj—}—zlf:: N
— _lim- / F-dF—/ F-dr|.  (354)
e—0 € 77'0 =

T0

Notemos que la primera integral en la diferencia anterior va desde 7 hasta (x + €)i +
yj+ zk. Pero este camino puede ser separado realizado en dos pasos: primero desde
7o hasta x72+yj+ zl%, y luego desde xi + y) + 2k hasta (x+ei+yj+ zk. Esto puede
ser apreciado en la siguiente figura, donde mostramos la situacion confinada al plano

-y

Luego, podemos escribir
(ac—&-e)i—&—yj—i—zl; N zityjt+zk ., (a:—&-e)i—&—yj—i—zlfc .
/ F-dF:/ F-dF+/ F - dr. (3.55)
70 70 zityj+zk
Usando este resultado, vemos que
) 1 (z+€)ityj+zk o

—U(F) = —lim - F -idx. (3.56)

833 =0 € xi—&-yj—i—zfc
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Notemos que la integral de la expresion anterior es a lo largo de un camino de extensiéon
infinitesimal € (ver figura previa). Luego, podemos usar di’ = idx y escribir la integral
como una suma de Riemann de un solo paso e:

(z+€)ityj+zk ., .
/ Fride = ei- F(7). (3.57)
xi—l—yj-l—zfc

Notemos que 7 - F(7) es la componente z de F(7), que podemos denotar Fj (7). De
esta forma, finalmente obtenemos

%U(f') = —F, (7). (3.58)

Este resultado lo podemos repetir para obtener expresiones de las derivadas de U con
respecto a y y z:

0
5y U =~ R, (3.59)
DU =R (3.60)

Debido a este resultado, es conveniente introducir el concepto de gradiente VU de un
potencial U, mediante el simbolo nabla:

V= i—x + )=+ k—. (3.61)

Con este simbolo, podemos, podemos reunir los tres resultados anteriores en una
tnica expresién VU(7) = —F(7). En definitiva, si una fuerza es conservativa F(7),
a partir de ella podemos definir un energfa potencial U(7), cuyo gradiente es —F (7).
Dicho de otra forma, si una fuerza es conservativa, entonces debe existir un potencial
U tal que

F=—VU. (3.62)
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3.5 Identificando fuerzas conservativas

., Cémo podemos saber si una fuerza es conservativa? A continuacién demostraremos
un teorema muy poderoso que permite identificar fuerzas conservativas. Primero,
enunciemos el teorema:

Teorema: Una fuerza es conservativa si, y solo si, su rotor es nulo. Es decir:

F=-VU — V x F=0. (3.63)

El rotor de una fuerza, V x F es simplemente un producto cruz entre V, el simbolo
definido en (3.61), y la fuerza F. En forma explicita, el rotor de un vector A corre-

sponde al siguiente vector:

> 0A, 0A, 0A, O0A 0A, O0A,\
A= = - —=213 — — —= k. .64
VX (8y 8z)z+(8z ax)‘H—(@x 8y)k (3:64)
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3.5.1 Demostracién

Para demostrar la equivalencia entre F=—-vVU y V X F = 0, comencemos por la
parte més facil. Notemos que si F=-VU , entonces
V x F=-Vx(VU). (3.65)

Sin embargo, es directo ver que el rotor de un gradiente es idénticamente cero, de
donde concluimos que V X F = 0. Ahora debemos demostrar que si el rotor de una
fuerza es cero, ésta es conservativa. Para proceder, consideremos una superficie X
rodeada por un camino cerrado I' tal como lo muestra la siguiente figura:

Para que la discusién se mantenga simple, supongamos que esta superficie esta re-
stringida al plano z-y. Luego, hagamos un producto punto entre V x F'y k e inte-
gremos el escalar resultante k- (V x F') por toda la superficie:

I = / k- (V x F)dxdy. (3.66)
b

Evidentemente, dado que V x F =0 se tiene que I = 0. A continuacién dividamos
la superficie en N pequenas celdas de lado infinitesimal €. Esto quiere decir que

N
I=YL L= / k- (V x F)dzdy, (3.67)
i=1 Bi

donde 3; es la superficie encerrada en cada cuadrado infinitesimal. Enfoquemonos
ahora que pasa con la integracién I; en un cuadrado dado. Usando (3.64), vemos que

OF, OF,
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Pero dado que las celdas son pequenas, podemos escribir

OF, OF,
I =¢ <a—xy($z,yz) — 8—y(l’myz)> ; (3.69)

donde z; e y; denotan la posicién de la celda. Ademads, también podemos escribir

% = (Fy(x+e)—Fy(x))/ey 88% = (F.(y+¢€) — F.(y))/e. De esta forma, vemos que

L =elFy(z; + €,y;) — Fy(wi,yi) — Fo(zi, yi + €) + Fo(wi, vi)] - (3.70)

Una forma elegante de expresar este resultado es

I = ?{ F-dr, (3.71)
F.

3

donde el simbolo ¢ nos informa que estamos integrando por un camino cerrado I';
alrededor de la celda ¥; (ver siguiente figura).

T
M A
—

\

En efecto, el camino I'; consta de cuatro segmentos, cada uno aportando con un
término proporcional a € en la integral de (3.70). En definitiva, hemos sido capaces de
re-escribir la integral de drea (3.68) en términos de la integral de camino (3.70). Esto
lo podemos repetir para cada celda. Sin embargo, cuando sumemos cada contribucion
de I; en (3.67), los aportes de cada segmento del camino cerrado a lo largo de I'; se
cancelard con los segmentos de las celdas contiguas, que tienen el sentido contrario.
Por ejemplo, si sumamos I; con I;,1, donde i + 1 se refiere a una celda contigua a lo
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largo de z, entonces x;.1 = x; + € vy y;11 = y;, es directo ver que
Ii+ 1 =€ [ — Fy(zi,yi) — Fo(xi,yi + €) + Fo(z,y5)
+Fy(xi + 267%) - Fz(xz + €Y+ 6) + Fx<xl + € yl) )

_ 7{ P dr (3.72)
r

i+

donde I'; + I';11 es el camino cerrado que rodea a las dos celdas ¥; + ¥;11, tal como
lo muestra la siguiente figura:

A

/ <
\ y ZitXin A

[ + T T
\

Al repetir este paso con cada celda, finalmente obtendremos que todos los segmentos
de celdas contiguas se cancelan, excepto por aquellos que colindan con el camino I’
que rodea a toda la superficie 3. Esto finalmente nos entrega el resultado

I = ]{ F-dF. (3.73)
r

Esta es una instancia del teorema de Stokes, que establece que la integral de area
sobre una superficie arbitraria ¥ con vector unitario n, puede ser re-expresada en
términos de una integral de camino a lo largo del camino cerrado I' que bordea a ..
Mas precisamente:

/ﬁ-(Vxﬁ)da:j{ﬁ-dF, (3.74)

b r

donde do es la medida de integracion sobre el area (en el caso particular que acabamos
de examinar, donde la superficie se restringe sobre el plano z-y, tenemos do = dxdy).
La siguiente figura ilustra la situacion:
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S>>

Notablemente, el teorema de Stokes (3.74) es vélida para cualquier superficie encer-
rada por I'. Para concluir la demostracion, notemos que la integral (3.73) puede ser
re-escrita en términos de dos integrales de la forma

fﬁ.df:/ ﬁ-df—/ F - dr (3.75)
T Cy Ca

donde C; y Cy son dos caminos que van desde puntos arbitrarios A y B ubicados sobre
', de tal forma que el Cy vaya en el sentido opuesto a I' (ver figura):

B B

Ci

A A

En otras palabras, dado que I = 0, hemos demostrado que si V x F= 0, entonces

—

/F.df:/ F - dF, (3.76)
Cl CQ

107



Pero puesto que I' arbitrario, entonces los caminos C; y Cy también son arbitrarios,
de donde sigue que que la fuerza F' debe ser conservativa.

3.5.2 Utilidad del teorema

. De qué nos sirve contar con dicho teorema? Con él, podemos determinar facilmente
si una fuerza es o no es conservativa. De concluir que una fuerza es conservativa,
podemos proponernos buscar su potencial asociado, y si tenemos la suerte de encon-
trarlo, podemos utilizarla para estudiar la dinamica de un sistema a través de nuevos
métodos, que estudiaremos durante el resto de este curso. Por ahora, enfoquemos
nuestra atencién sobre la determinacién de qué fuerzas son o no son conservativas.

3.5.3 Ejemplo

Recordemos el ejemplo de la Seccién 3.2.2, donde calculamos el trabajo debido a la
fuerza

=1 1
F = ganyE’i + gﬁxSyA‘j, (3.77)

a lo largo de dos caminos diferentes C; y Co. En dicho calculo, encontramos que el
trabajo calculado para dichos caminos coincide si = a. Esto sugiere que la fuerza
podria ser conservativa para dicha combinacion. En efecto, utilizando la ecuacién
(3.64) es directo encontrar que el rotor de F es:

- 2 (1 d (1 .
VXF= la_x <§ﬁx3y4> “ o <gaa:2y5>] k, (3.78)
= (B—a)2’y'k, (3.79)

de donde vemos que si 5 = «, el rotor se desvanece, y podemos concluir que la fuerza
es conservativa.

;Cudl es el potencial asociado? Lamentablemente no hay una regla tnica para
encontrar potenciales. La forma m&as comin es simplemente adivinar la forma del
potencial. Si tenemos suerte, podemos realizar la integral de camino que define al
potencial (3.51). En el caso de este ejemplo, ya tenemos esa labor hecha, donde 7
corresponde al origen (7 = 0). El resultado, a partir de la ecuacién (3.39) viene a
ser (usando f = «):

a
Ulx,y) = —Ey%?’. (3.80)
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3.5.4 Cambiando el punto de referencia de un potencial

Supongamos que, para una fuerza conservativa F' dada, contamos con dos potenciales
con posiciones de referencias dadas por 7y y 7. Explicitamente, estos potenciales
vienen dados por

Uﬁﬁ»:—/ ﬁdﬁ (3.81)
{0
U@%U:—/Iﬁﬁt (3.82)

U(r,ro') = U(T, 7o) + U7, 70'). (3.83)

Es decir, ambos potenciales U (7, 7) y U(7, ') difieren en una constante U (7o, 70').
En el ejemplo de la Seccién 3.5.3, el potencial (3.80) estd definido con respecto a la
posicién de referencia 7y = 0. Luego, el potencial U para la misma fuerza conservativa,
pero con un punto de referencia arbitrario 7 tendréd la misma forma (3.80) mds una
constante:

Ulx,y) = —1a—5y5x3 +C. (3.84)

Dicha constante depende de 7, y deberd ser tal que U(zg,yo) = 0. Luego, deducimos
que C' = Lydx.

Muchas veces, es conveniente no hacer referencia explicita a la posicién 7. En tal
caso, podemos escribir

—

U 7) = — / F.di+C, (3.85)

donde la primera integral es una integral indefinida (cuyo limite inferior no definimos).
De esta forma, en lugar de especificar 7y, simplemente especificamos la constante C.
Al final del dia, la constante C' es irrelevante al momento de calcular la divergencia
del potencial, y por lo tanto no afecta el valor de la fuerza F=_VU.

3.6 Potencial gravitacional

Consideremos el campo de fuerza gravitacional F, = —mgk. Dado que es un campo
de fuerzas constante, es directo ver que

V x F, =0, (3.86)
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de donde sigue que debe existir un potencial gravitacional Uy, tal que
Fy=-VU,. (3.87)
No es dificil verificar que el siguiente potencial cumple con esta exigencia:
Uy(F) =mg7-k+ C. (3.88)

Si lo deseamos, podemos determinar C' mediante la condicién U(7p) = 0, requerida por
(3.50). En tal caso, obtenemos U, () = mg(r—rp)-k. Luego, si usamos 7" = xi+yj+zk
vemos que, alternativamente, podemos escribir el potencial como

Uy(7) = mg(z — 2). (3.89)

Recordemos que la posicién 7 (o la altura zj) es arbitraria. Podemos elegirla conve-
nientemente para simplificar la forma del potencial en un problema dado. Por ejemplo,
si lidiamos con problemas donde hay suelo, podemos elegir 2z, para que coincida con
la altura del suelo.

3.7 Potencial de un resorte

Supongamos un resorte de constante elastica k y largo natural D con uno de sus
extremos atados a un punto fijo 7p, tal como vimos en el segundo ejemplo de la
Seccion 3.1. Luego, la fuerza que P ejerce sobre una particula atada al extremo libre
del resorte sera:

- R, ¥ —T
Fyo(F) = =k (|IF = 7p|| = D) - (3.90)

|7 = 7P|
Calculemos el rotor de este campo de fuerzas. Para ello, primero reescribamos la
fuerza como:

Fo(7) = —k (F— 7p) + kD-——"P_ (3.91)
|7 = 7R
A partir de (3.64), vemos que el rotor de 77— 7'p, es identicamente cero
Jdz Oy . or 0z . oy Ox\ -
sy (9% _9Y or 0oz 9y _ 0T\ ¢
Vo (F= ) <8y 32’) o (8,2 ax> It <8x 8y) ’
= 0. (3.92)
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De forma similar, es posible verificar que

r—1Tp . 0 0 ] 1
V X - S5 — 1 Z—R2Zp)— — — ~— | 7T s—=
= |G 0]
. 0 0 1
3|te= gz - =20 ey
. ) 0 1
k —yp)— — (x — — | —. 3.93
R e e L
Sin embargo, notemos que
0 1 T —Ip
R LA 320
4 1 ___ Y=y (3.95)
Oy ||7" = 7| |7 = 7p||*
0 1 zZ—2p
T — 3.96
o= rell Tl 7l (320
Luego, utilizando estas expresiones de regreso en (3.93), obtenemos
Vx——T_ o (3.97)
|7 — 7P|

Con todos estos resultados, vemos que el rotor de la fuerza debido a un resorte es:
V x Fy(7) = 0. (3.98)

En consecuencia, debe existir un potencial U}, tal que F;(f’) = —VU,. No es dificil
verificar que el siguiente potencial satisface este requisito:

koo -
UMWngr—WH—DV+C, (3.99)

donde C' es una constante. Si deseamos especificar C', podemos determinar su valor
con la ayuda de la condicién Uy (7) = 0, lo que arroja C' = —£(||7 — 7p|| — D).

3.8 Fuerzas radiales

La fuerza (3.90) es un ejemplo particular de una fuerza radial. Las fuerzas radiales son
fuerzas que apuntan radialmente desde (o hacia) un punto fijo ¥p, y cuya magnitud
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depende de la distancia hasta 7p (es decir || — 7p||). En otras palabras, una fuerza
radial tiene la forma general

F() = f(r)F, (3.100)
donde r y 7 son definidos como
r = |7 —7p||, (3.101)
T
|7 = 7P|

En primer lugar, verifiquemos que una fuerza radial es conservativa. Para ello, note-
mos que

V X F(7) = V x (f(r)?), (3.103)
= [Vf(r)] x 7+ f(r)V x 7, (3.104)

donde simplemente utilizamos la definicién de rotor junto con la regla de Leibniz. A
partir de la discusion en la Seccién 3.7, ya sabemos que V x7 = 0. Luego, solo debemos
calcular [V f(r)] x 7. Usando la regla de la cadena, vemos que Vf(r) = £ f(r) Vr
Sin embargo, es directo verificar que

Vr = V||F - p|| = ——L = ¢, (3.105)
|7 = 7P|
de donde, finalmente obtenemos
- 0
VxF(f’):—ff*xf:O. (3.106)
or

Para determinar el potencial, podemos escribir

U(7) = /ﬁ A7+ U(7p, 7), (3.107)
c

donde C es un camino que se extiende en linea recta desde 7p hasta 7. El término
U(7p, 7o) es una constante que representa la contribucién de la integral desde 7 hasta
7p, y cuyo valor podemos determinar mediante la condicién U(7,7p) = 0. Notemos
que a lo largo del camino C se tiene dr’' = 7 dr, y por lo tanto

U(r) = / rdr] +U(rp,m0) = /f )dr' +U(7p, 7). (3.108)
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Esto quiere decir que U(7r) sélo depende de r. Ademds, basta conocer f(r) para
determinar el potencial. Si f(r) se indefine en r = 0, como suele ocurrir, entonces
simplemente podemos escribir

Ur) = / Y dr 4 C (3.109)

Ejemplos notables de fuerzas radiales son la fuerza eléctrica debido a una carga pun-
tual, o la fuerza gravitacional generada por una masa puntual. En ambos casos se

cumple
a

flr) =5 (3.110)

donde « es una constante. Luego, el potencial asociado a dichas fuerzas es
o
Ulr)=——+C. (3.111)
r

Si lo deseamos, la constante C' puede ser expresada como C' = «/ry. Habitualmente,
se escoge la posicién de 7 tal que rg — oo.

3.9 Suma de fuerzas conservativas

Es directo constatar que la suma de dos o mas fuerzas conservativas daran como
resultado una fuerza conservativa. Basta examinar el caso de dos fuerzas conservativas
F) y F5. La suma de estas corresponde a una fuerza F' tal que

F=F +F, (3.112)

= —VU; — VU, (3.113)

= -V (U, + Us). (3.114)

Luego, la fuerza F sera una fuerza conservativa F = —VU cuyo potencial U corre-
sponde a la suma

U=U +U,. (3.115)

3.10 Energia mecanica

Consideremos el movimiento de una particula de masa m sobre la cual actia una
fuerza total Fi.. De acuerdo a la discusién de la seccion 3.3, donde se introdujo
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energia cinética, el trabajo total puede ser escrito como la diferencia entre las energias
cinéticas final e inicial Kg y Kp:

Wiot(C) = K — K 4. (3.116)

Por otro lado, ahora sabemos sobre la existencia de fuerzas conservativas. Esto
nos asegura que, en general, podemos separar la fuerza total en la suma de fuerzas
pertenecientes a dos categorias: fuerzas conservativas y fuerzas no-conservativas. Es
decir, podemos escribir

ﬁtot = Ficcot + Ftljtca (3.117)

donde F;%t y F'tl(\jtc corresponden a la suma de todas las fuerzas conservativas y no
conservativas actuando sobre m. Luego, el trabajo total puede ser escrito como
Wit (C) = WE(C) + WEC(C), y la ecuacién (3.116) adquiere la forma

Wtcot<c) + thgtc(c) = Kp — Kg4. (3-118)

Recordemos que WE (C) no depende del camino C. De hecho, dado que F;CO

. es la
suma de todas las fuerzas conservativas actuando sobre m, esta podra ser escrita
como

Fo,=-VU, U=>U (3.119)

donde los U; denotan los potenciales tras cada fuerza conservativa F’ic. Luego, gracias
a (3.52), el trabajo WS, (C) puede ser escrito en términos de U como:

Wie(€) = U(Fa) = U(7p). (3.120)
Usando este resultado de vuelta en la ecuacién (3.118), vemos que
(K5 + U(Fp)] = [Ka+ U(Fa)] = We (€). (3.121)

En consecuencia, el trabajo debido a las fuerzas no-conservativas corresponde a la
diferencia de la combinacién K + U evaluado al inicio y al final del camino. La
combinacion K +U es una cantidad importante que denominaremos energia mecénica:

E=K+U. (3.122)

De manera crucial, cuando no hay fuerzas no-conservativas actuando sobre la particula,
la energia mecanica al final del camino Eg coincide con el valor inicial E4. De hecho,
dado que los puntos A y B podrian ser cualquier par a lo largo de un camino, debemos
concluir que la energia mecanica E se conserva a lo largo de todo el camino: E es
una constante durante todo el movimiento.
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3.11 Visualizando fuerzas conservativas

Los potenciales son muy ttiles para visualizar fuerzas. Pensemos primero en el caso de
un sistema cuyo movimiento esta confinado a una dimension, descrita por la variable
cartesiana x. De haber una fuerza conservativa, ésta tendra asociada un potencial

U(z) tal que
- ou
F(r)=——2. 3.123
(0) = =5 (3.123)
Luego, si la pendiente del potencial es positiva, la fuerza actia en el sentido —z,
mientras que si la pendiente es negativa, la fuerza actiia en el sentido +2. La siguiente
figura muestra la situacion:

A\ 4

F <0 F>0 F<O0 F>0

Se puede apreciar que la fuerza siempre apunta en la direccién contraria a la direccion
hacia la cual el potencial crece. Mas aun, la magnitud es mayor o menor dependiente
de si la pendiente del potencial es mayor o menor. En los maximos y minimos del
potencial, la pendiente es cero, por lo que la fuerza se anula. De esta forma, es posible
visualizar al potencial como un paisaje montanoso, donde la fuerza se opone al asenso
por el potencial, siempre empujando a la particula para que descienda por la ladera
del potencial. Una particula puede estar en reposo ya sea sobre la cima o el fondo
del potencial (méximos o minimos).

Esta forma de visualizar una fuerza conservativa a partir de un potencial puede
extenderse a mas dimensiones. Pensemos el caso de un sistema cuyo movimiento esta
confinado a dos dimensiones, descritas por variables cartesianas x e y. En este caso
una fuerza conservativa tendra asociado un potencial U(x,y), de tal forma que

_ ou . oU .
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Ahora la fuerza apunta en una direccién determinada por una combinacion lineal de
las derivadas parciales 0U/0x y OU/Jy. Para visualizar la fuerza, es ttil introducir el
concepto de equipotencial (o curvas de nivel de un potencial). Una equipotencial es
una curva en el plano -y que satisface la ecuacién U(z,y) = U,, para una constante
U. dada. A lo largo de dichas curvas el valor del potencial no cambia. Por ejemplo,
consideremos el potencial de la siguiente figura:

X

En la figura destacan curvas que indican la altura del potencial. Estas curvas pueden
proyectarse sobre el plano x-y para entregarnos un mapa de las equipotenciales de U,
tal como lo muestra la siguiente figura

y;

O @

Hw
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El siguiente paso consiste en reconocer que la fuerza F = —VU es necesariamente
perpendicular a las curvas equipotenciales. Para apreciar esto, calculemos el vector
tangente ¢ de una equipotencial en el plano z-y. Una equipotencial puede ser pensada
como una curva y = f(x) en el plano z-y. Luego, reconociendo que f'(z) es la
pendiente de la curva, es directo ver que el vector tangente unitario a lo largo de
dicha curva es:

. 1
t=——o==1(2+ f'(2)7). (3.125)
L+ (f"(x))”
Por otro lado, la funcién f(z) viene definida por el potencial U a través de la ecuacién
Uz, f(z)) = U.. (3.126)

Si diferenciamos esta funcién con respecto a x obtenemos

ou ou |, B
%—i_a_y ($)—0,

lo que implica que f'(x) viene dada por

(3.127)

Fla) = - (g_g) B g_g. (3.128)

Reemplazando esta expresién en (3.125), obtenemos

. 1 ou ou
0 o
V) + ()N
A partir de este resultado, es directo ver que

F-i=0, (3.130)

lo que demuestra que F' es efectivamente perpendicular a las curvas equipotenciales.
De hecho, este resultado revela que si pensamos en el potencial como un paisaje
montanoso, F corresponde a la direccion de mayor descenso por las faldas de la
montana (es decir, la direccién con pendiente més negativa). La magnitud de F es

|F|| = \/(2—5)2 + (2—5)2, (3.131)

lo que muestra que a mayor pendiente, mayor fuerza.

Todo lo anterior nos revela que para visualizar el campo de fuerzas asociado a un
potencial dado, primero debemos visualizar sus equipotenciales. Las fuerzas corre-
sponderén a flujos de vectores (denominados flujos de gradientes) que se mantienen
perpendiculares a estas equipotenciales, apuntando en la direccién de descenso.
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Por ejemplo, la siguiente figura muestra el flujo de fuerzas debido a las equipoten-
ciales mostradas en la figura anterior:

N

e

El tamano de las flechas revela la magnitud de la fuerza. Al comparar esta figura con

las del potencial, es posible apreciar que la magnitud de la fuerza es mayor cuando
la ladera del potencial tiene mayor inclinaciéon. También es posible apreciar que en el
méximo del potencial, las flechas emergen hacia todas las direcciones (algo asi como
una fuente de flujo de fuerzas), mientras que en el minimo del potencial, las flechas
confluyen (un sumidero del flujo de fuerzas). Es decir, los flujos de fuerzas pueden
ser visualizados como rios descendiendo por una montana (el potencial).

La situacion no es muy distinta en sistemas donde el movimiento es posible a lo
largo de todas las direcciones. En dicho caso, las equipotenciales son superficies, y las
fuerzas son vectores normales a dichas superficies, que apuntan en la direccién donde
el potencial disminuye su valor. No podemos dibujar dichas situaciones de la misma
forma en que lo hacemos para potenciales que dependan solo de x e y, pero aun asi
podemos visualizar el campo de fuerza extendido por todo el espacio.

118



3.12 Campos de fuerzas con rotor no nulo

. Qué esconde la condicién de que una fuerza no tenga rotor? Vimos que si una fuerza
F dada tiene rotor nulo, entonces debe existir un potencial U(7) tal que su gradiente
determina el flujo de fuerzas extendido por todo el espacio. Para entender mejor la
naturaleza de este resultado, seria util conocer ejemplos de campos de fuerzas para
los cuales el rotor no es nulo. Un ejemplo sencillo corresponde al campo de fuerzas
(3.9), que en coordenadas cartesianas tiene la forma:

F = —Koyi + KozJ. (3.132)

Recordemos que este campo de fuerzas puede ser visualizado de la siguiente manera:

Es decir, el campo de fuerzas se arremolina alrededor del origen. A partir de (3.132),
es directo ver que el rotor de esta fuerza es no nulo, y viene dado por

V x F = 2Kk. (3.133)

Luego, debemos concluir que no existe un potencial U para el cual F = —VU. No
es dificil notar qué falla en este caso para impedir que U exista. Notemos que si
seguimos el flujo de fuerzas a partir de un punto cualquiera, siempre retornaremos al
punto de partida. Es decir, los flujos se cierran sobre si mismos, formando un lazo.
Sin embargo, en la seccién anterior vimos que los flujos de fuerzas conservativas (que
provenientes de gradientes) pueden ser visualizados como rios descendiendo por el
potencial. Pero en el caso de (3.132) el rio se estd alimentando a si mismo, lo que
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no es posible. Por supuesto, rios alimentandose a si mismos son posibles en imégenes
imposibles, como la ofrecida por la cascada de Escher:

Pero no son posibles como consecuencia de flujos de gradiente. Para concluir esta
discusion, consideremos el siguiente ejemplo instructivo de potencial:

Uzr,y) = —« arctan 2. (3.134)
x

Es posible ver que el campo de fuerza proveniente de este potencial es:

— y " €T "
F=—-a 14« . 3.135

x2 + y2 33'2 + y2‘7 ( )
No es dificil verificar que esta fuerza tiene rotor nulo, lo cual es directo del hecho de
que proviene de un potencial. Sin embargo, en coordenadas cilindricas, esta fuerza
tiene la forma

F==¢. (3.136)

Por lo tanto, esta fuerza, al igual que la del ejemplo (3.132), tiene flujos que se cierran
sobre si mismos, formando lazos. Sin embargo, en este ejemplo hay una sutileza
importante: El gradiente de U estd bien definido en todas partes excepto en el origen
y, en consecuencia, la afirmacion de que el rotor de la fuerza es nulo es vélida en todas
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partes excepto en el origen, donde el calculo del rotor se indefine. Para apreciar esto,
no hace falta calcular el rotor. En lugar de ello, podemos simplemente dibujar el
potencial. Para dibujarlo, notemos que en coordenadas cilindricas el potencial tiene
la forma U = —a¢. Luego, dibujando el potencial para el rango de ¢ entre 0 y 2,

obtenemos:

< Y

e
.

0

1
s
=

I
-

[
A

A partir de esta ilustracion vemos que, en efecto, los flujos de gradiente se cierran
sobre si mismos, pero el costo es que el potencial esta “roto”, gracias a que en el
origen el rotor se indefine.
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3.13 Movimientos permitidos (1-D)

Recordemos que si sobre una particula de masa m actian solo fuerzas conservativas,
entonces la energia mecanica ¥ = K + U permanecera constante. El valor de E
dependera de las condiciones iniciales del sistema. En particular, si el movimiento de
la particula esta confinado a una direccién cartesiana, digamos x, entonces podemos
escribir:

E= %:‘R +U(2). (3.137)

Esta ecuaciéon nos permite inferir la velocidad de la particula como funcién de su
posicion. En efecto, a partir de la ecuacion anterior, podemos deducir que

i =+ 2 [E - U), (3.138)
m
donde el signo nos indica si la particula se mueve hacia la derecha o izquierda. A
partir de (3.138) podemos concluir que el movimiento puede ocurrir siempre y cuando
E > U, y que la rapidez sera mayor o menor dependiendo de si la diferencia entre E y
U es mayor o menor. Para visualizar movimientos a partir de (3.138), es conveniente
recordar que la fuerza a lo largo de z viene dada por F, = —0U/0z, y por lo tanto,
en los méximos y minimos del potencial, donde se cumple 90U /dz = 0, la fuerza es
nula. Esto quiere decir que la ecuacién algebraica OU/0x = 0 permite identificar
puntos especiales, que llamaremos puntos de equilibrio, donde una particula puede
permanecer en reposo. La siguiente figura muestra un potencial arbitrario donde es
posible identificar 5 puntos de equilibrio:

U(x)

Lel Te2 \_I/ Teq Tes X
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En el ejemplo, algunos puntos (Zei, Tez ¥ Te3) minimizan al potencial, mientras que
0tros (Tez y Tes) lo maximizan. Aquellos puntos que determinan la posicién de
un minimo del potencial se denominan puntos de equilibrio estables, y satisfacen
la condicién:

o
ox?

Por otro lado, los puntos que maximizan el potencial son puntos de equilibrio inesta-

> 0. (3.139)

Te

bles, y satisfacen la condicién
0*U
0x?

La razon de estos nombres es sencilla: Tal como vimos en la Seccién 3.11, el campo

<0. (3.140)

Te

de fuerzas alrededor de un punto de equilibrio estable es tal que las fuerzas siempre
apuntan hacia éste, y por lo tanto la particula siempre es acelerada hacia el punto de
equilibrio. Por el contrario, en el caso de un punto de equilibrio inestable, las fuerzas
apuntan desde el punto de equilibrio hacia fuera, de modo que la particula siempre
es empujada fuera de este.

Supongamos ahora que el sistema descrito por el potencial de la figura tiene condi-
ciones iniciales tales que la energia mecanica E tiene un cierto valor Ey, tal como lo
muestra la siguiente ilustracién

U(x)

Eq

Tr1 \_/ Tr2

Tal como ya fuera aseverado, el movimiento ocurre solo si £ > U. Luego, vemos que
el movimiento es permitido en una regién del espacio en la cual se cumple la condicion
E > U. La region de movimiento permitido esta limitada por puntos de retorno z,,
que satisfacen la ecuacion algebraica

E=Ul(x). (3.141)
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En el caso de la figura, los puntos de retorno son x,, y ;2. Un simple vistazo a la
figura, permite inferir cémo sera el movimiento cualitativamente. A mayor diferencia
entre F y U, mayor sera la rapidez de la particula, y en los puntos de retorno la
particula necesariamente se detendra. Sin embargo, en los puntos de retorno la fuerza
no es nula, y por lo tanto la particula esta siendo acelerada para retornar a la regién
de movimiento permitida. En el caso de la figura, la particula oscila continuamente
entre x,, v 2, adquiriendo su mayor rapidez en el punto z.3. El momento de menor
rapidez (excluyendo a los puntos de retorno) se da cuando la particula pasa por el
punto Zes.

Veamos qué pasa si las condiciones iniciales son tales que la energia mecanica E es
menor a Fy. La siguiente figura muestra una situacion en la cual la energia tiene un
valor Fy donde el potencial evaluado en ze es mayor que la energia (U(ze) > E)

U(x)

Aqui aparecen dos regiones de movimiento permitidas, cada una delimitada por sus
respectivos puntos de retorno determinados por la ecuacion (3.141). Si las condiciones
iniciales son tales que la particula estaba dentro de la regién de la izquierda, entonces
ésta permanecera oscilando en dicha region a perpetuidad, sin poder acceder a la
region de la derecha. Las regiones complementarias a las regiones de movimiento
permitidas estan prohibidas, solo pueden ser accedidas si se le inyecta energia al
sistema, de modo que el valor de E sea tal que aumente el rango de movimiento. Por
otro lado, si la energia disminuye, entonces al rango de movimiento disminuye. En
el caso del potencial de la figura, es posible apreciar que si E disminuye, entonces
podemos tener una situacién en la cual hay tres regiones de movimiento permitidas.
Y si la energia disminuye ain més, volveremos a tener dos regiones permitidas, pero
de menor rango. Finalmente, se la energia disminuye ain més, tendremos una sola
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region de movimiento permitida, en torno al punto de equilibrio estable x.3.

Veamos por 1ltimo el caso en que el sistema tiene condiciones iniciales tales que
la energia mecanica E adquiere un valor Fj tal que U(zq) = F3. La siguiente figura
muestra esta situacion

Ul(z)

Es

:L'ra

Aqui el punto de equilibrio inestable x.3 coincide con los puntos de retorno que sep-
aran a las dos regiones de la figura del caso ¥ = F,. Llamemos a este punto, punto
de retorno asintético x.,. {Como es el movimiento en la vecindad de x,,? Supong-
amos que la particula se acerca a este punto de izquierda a derecha. Entonces, de
acuerdo a la ecuacién (3.138), su velocidad vendra dada por @ = \/2[E — U(z)] /m.
Sin embargo, dado que estamos considerando el movimiento en las cercanias de x,,,

podemos expandir el potencial U de la forma

12
U(z) = Es+ i

2
3 5 axz (m - ‘,L‘I'a) + ) (3'142)

Tra

donde usamos U(x,,) = E3 y U'(2,) = 0. Luego, la velocidad de la particula cerca
de x., viene dada por

1 02U
= Qo — 1),  Qo=4|——aa| . 3.143
T o(z ) 0 m Ox2 . ( )
Esta ecuacién nos da como resultado la siguiente solucién para z(t):
Ty — T(t) = (Lyq — 25)e 01 (3.144)

donde z; es la posicién de z(t) en un tiempo inicial ¢;. A partir de este resultado, es
posible ver que la particula llega a z,, en tiempo infinito (¢ — co). En consecuencia,
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el punto de retorno asintotico que separa las dos regiones nunca es alcanzado, y por lo
tanto la particula no retorna a la regién desde la cual proviene. Dicho de otra forma,
la particula alcanza el equilibrio inestable asintoticamente.

3.14 Movimientos permitidos en mas de una dimension

En el caso en que una particula pueda moverse en mas dimensiones, también podemos
anticipar regiones de movimiento permitido. Al igual que en el caso unidimensional,
dada una cantidad de energia mecéanica F, la rapidez de la particula podra ser expre-
sada como funcion de la posicién 7 que ésta tenga en el espacio:

2

v=1\/—I[F—U(). (3.145)

m
Luego, el movimiento serd posible en aquellas regiones donde se cumpla £ > U(7T).
Veamos un ejemplo con la ayuda del potencial U(x,y) visto en la Seccién 3.11. La
siguiente figura muestra, en gris, la regiéon permitida (determinada por E > U(r))
para una eleccion de la energia:

Y

Para determinar los limites de la regién de movimiento permitida, basta con resolver
la siguiente ecuacion algebraica, que corresponde a la curva de nivel de altura F:

U(F) = E. (3.146)

Por otro lado, para determinar el movimiento especifico, serd necesario resolver las
ecuaciones de movimiento. Aun asi, el presente andlisis ya nos permite anticipar la
extension del movimiento permitido.

126



3.15 Interacciones entre pares de particulas

Para finalizar, consideremos un sistema de dos particulas 1 y 2 interactuando. La
particula 2 afecta el movimiento de la primera particula mediante la fuerza F;l,
mientras que la particula 1 afecta a la segunda particula mediante la fuerza Fo.
Recordemos que debido a la tercera ley de Newton, tenemos F 12 = ~F h1. Supongamos
ahora que la fuerza ﬁzl tiene la forma:

o AT
Foy = f(Ar)— 14
o0 = f( T)Ar’ (3.147)
donde hemos definido:
Ar = ||/ — 7| (3.149)

Apreciemos que esta forma para F, tiene sentido. La tnica informacién que tiene
la particula 2 acerca de la particula 1 consiste en qué tan lejos esta (Ar), y en
qué direccién se encuentra (Ar/Ar). Cualquier otra informacién tendrd que hacer
referencia a algin agente adicional. Luego, la tinica forma de escribir una fuerza con
estas dos piezas de informacién es mediante (3.147). Esta forma de F; puede ser
comparada con la forma de una fuerza radial, definida en (3.100). Si repetimos los
razonamientos de nuestro analisis de fuerzas radiales, llegaremos a la conclusién de
que para una fuerza de la forma (3.147), debe existir un potencial U(Ar) tal que

Fy = —V1U(Ar), (3.150)

donde V; es el operador nabla cuyas derivadas parciales son con respecto a las co-
ordenadas cartesianas que determinan la posicién 77 = x12 + y1) + 21k de la primera
particula. Esto es:

0 ~ 0
Vi=t—+4+)— +k—. 3.151
! Z(‘?xl +38y1 * 821 ( )
Dicho potencial es de la forma
Ar
U(Ar) = f(Ar)dAr + C. (3.152)

La forma precisa del potencial no nos importa por ahora. Lo importante es que U
existe, y que es funcién de Ar. Ahora viene un resultado importante. Consideremos el
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operador V, cuyas derivadas parciales son con respecto a las coordenadas cartesianas
que determinan la posicion 75 = o7 + Y] + 29k de la segunda particula:

0
Vo =in— ot ko (3.153)

Usando la regla de la cadena, es directo ver que:

ou

Sin embargo, VoAr = —V1Ar. Esto quiere decir que VoU = —V,U, de donde sigue
que
F12 = —VQU(AT’) (3155)

Luego, el potencial U(Ar) es un potencial comun para ambas fuerzas. No necesitamos
dos potenciales independientes para cada fuerza. De hecho, la definicion de Ar en
(3.148) fue completamente arbitraria, por lo que si hubiésemos usado la definicién
alternativa Ar = 7y — 77 habriamos llegado a la misma conclusién. En definitiva, las
fuerzas entre pares de particulas son conservativas, y admiten un potencial comin
U que depende solo de la distancia Ar = ||7'} — 73|| entre ambas. Més ain, todo lo
anterior implica que la fuerza Fiy es proporcional a Ar"

Fiy x AF. (3.156)

Es decir, una particula solo puede atraer a repeler a otra particula a lo largo de la
recta que une a ambas particulas.

3.15.1 Ejemplo: resortes

Un ejemplo a la mano es el caso de un resorte. A partir de nuestro andlisis de la
Seccion 3.7, es posible ver que las fuerzas debido a un resorte de largo natural D y
constante elastica k, conectando a dos particulas 1 y 2, admiten un tinico potencial

U} de la forma: "

T2
La constante C' puede ser elegida de tal forma que Ug(Ary) = 0, para algin valor

Uy (|| — || — D)* + C. (3.157)

escogido de Arg = |70 — T20||- En conclusion, el potencial estd asociado al resorte,
y podemos decir que el resorte es capaz de almacenar energia potencial.
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3.16 Energia mecanica para sistemas con dos particulas

Si la interaccion mediante fuerzas entre dos particulas admite la definicién de un po-
tencial comin, ; Cémo se define la energia mecanica para un sistema con dos particulas
interactuando? Supongamos que tenemos un sistema con solo dos particulas capaces
de interactuar mutuamente mediante fuerzas del tipo (3.147). Supongamos ademés
que sobre cada particula actian fuerzas conservativas externas F™* = —VU™" y
F5xt = —V,US* debido a agentes externos. Entonces la energia mecanica del sistema
se define como

E=K+U, (3.158)

donde K es la suma de las energias cinéticas individuales de cada particula K; y Ky
K =K, + K, (3.159)

y U es la energia potencial total, definida como la suma
U=U+ U™ + Usa, (3.160)

donde Uiy es el potencial comun tal que ﬁgl = —ViUpy ﬁlQ = —V,yUj5. Notemos
que el sistema completo tiene un solo potencial, y tanto la fuerza conservativa total
F © actuando sobre 1 como la fuera conservativa total ﬁQC actuando sobre 2 se pueden
expresar como

FC = —w,U, (3.161)
FS = —V,U, (3.162)

lo que se debe a que VU; = VyU; = 0. Este es un resultado formidable, puesto
que para determinar las fuerzas conservativas actuando sobre cualquier componente
del sistema necesitamos un solo potencial U, que consiste en la suma de todos los
sub-potenciales. Para continuar, notemos que utilizando la regla de la cadena, es
directo verificar que

d — — — —

— - t — - t
B = - | — FY - Fm} e [m2a2 oy N (3.163)
Luego, si sobre las particulas actian solo fuerzas conservativas, entonces la segunda
ley de Newton implica las ecuaciones de movimiento mya; = FP™' + Fy y mady =
F$** + Fiy, con lo cual obtenemos E = 0, y la energfa del sistema es conservada. Por

otro lado, si existiesen fuerzas no conservativas actuando sobre 1 y 2, las ecuaciones
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de movimiento son mid; = ﬁth + ﬁzl + P_’;NC Y Mody = ﬁth + ﬁ12 + F2NC, y por lo
tanto

%E =0 - FNC 4§y - FNC, (3.164)
de donde vemos que la energia cambia en el tiempo. A partir de este resultado,
es directo derivar Eg — Ex = WXC(C) obtenido en la Seccién 3.10, donde en esta
oportunidad WXNC(C) es la suma de los trabajos no-conservativos calculados para el

camino seguido por cada particula:
thgtc (C) = Wll\jt(c])t (C1) + Wé\gt(@), (3.165)

donde C; y Cs son los caminos seguidos por cada particula desde una configuracién A
hasta una configuracion B.
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