
2 Dinámica de la part́ıcula puntual

En las secciones previas, nos hemos esforzado de describir el movimiento de part́ıculas

puntuales, sin preocuparnos por sus causas. A continuación, formularemos las tres

leyes de Newton, que nos indicarán cómo un agente es capaz de afectar el movimiento

de una part́ıcula.

2.1 Primera Ley de Newton

Comencemos con una pequeña reflexión: Imaginémonos ante un espacio sin objetos.

Solo hay espacio, el cual se extiende hacia el infinito en todas las direcciones. ¿Cuál

es nuestra posición? Habitualmente respondemos a esta pregunta ayudándonos de

una referencia: estoy sentado 5 metros hacia el Oeste de la entrada del Departamento

de F́ısica, etc. Sin embargo, enfrentados a un espacio vaćıo, no podemos entregar

puntos de referencias para indicar nuestra posición. Quizás, esto es indicativo de

que simplemente no existen los puntos de referencia fundamentales (por ejemplo, el

centro del universo), y de que tampoco existen las direcciones privilegiadas (Norte,

Sur, etc.). Por lo contrario, nuestra posición es necesariamente relativa a algún otro

objeto que habita el espacio (y vice versa, la posición de dicho objeto será relativa a

nosotros).

Pensemos ahora en la siguiente pregunta: ¿Cuál es nuestra velocidad? Si hemos

aceptado que los puntos de referencia fundamentales y direcciones privilegiadas no

existen, será igualmente dif́ıcil responder a esta pregunta. De hecho, nos veremos

obligados a abandonar la noción de que pueda existir un objeto fundamentalmente

en reposo. Nuestra velocidad, y la velocidad de cualquier objeto necesariamente debe

ser definida con respecto a la ubicación de otros objetos.

Ahora estaremos tentados en preguntarnos por nuestra aceleración. La idea de la

primera ley de Newton es que no podamos responder a esta pregunta de la misma

manera en que lo hicimos con la posición y la velocidad. Si un objeto está siendo

acelerado, śı debe ser posible responder de manera fundamental cuál es la aceleración

sufrida por el objeto.

Para proceder, será útil introducir el concepto de sistema de referencia inercial.

Este consiste en un sistema que no está siendo acelerado. ¿Acelerado con respecto

a qué? Eso no importa. Basta con aceptar la existencia de un solo sistema inercial,

y automáticamente habrán infinitos sistemas inerciales distintos, cada uno con una

velocidad constante con respecto al primer sistema inercial. Dado que la velocidad
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y la posición no pueden ser conceptos fundamentales, ningún sistema inercial es más

especial que otro. Diremos que un observador es un observador inercial si éste está

en reposos con respecto a un sistema de referencia inercial. Una vez que nos hayamos

puesto de acuerdo en que existe una clase entera de sistemas inerciales, podemos

enunciar la primera Ley de Newton:

Primera Ley de Newton: Si una part́ıcula puntual no está bajo la influencia de

ningún agente, ésta se mantendrá en un movimiento con velocidad constante con

respecto a un sistema de referencia inercial.

En otras palabras, si no hay agentes actuando sobre una part́ıcula, su movimiento

estará caracterizado por

~a = 0. (2.1)

Esta ley es consistente con la idea de que no existen ni posiciones ni velocidades

fundamentales. Por ejemplo, si un observador inercial constata que una part́ıcula se

mantiene un movimiento rectiĺıneo uniforme con respecto a él, entonces todo obser-

vador inercial concluirá lo mismo. De igual forma, si una part́ıcula se acelera con

respecto a un sistema inercial, lo hará con respecto a todos.

2.2 Segunda Ley de Newton

¿Qué pasa si un agente śı ejerce una influencia sobre una part́ıcula puntual? En tal

caso es posible que la part́ıcula sufra una aceleración. Para cuantificar la influencia de

un agente, será necesario introducir el concepto de fuerza. La fuerza es un vector que

nos indicará con qué magnitud, y en qué dirección, un agente afecta el movimiento

de una part́ıcula. La idea de introducir dicho vector consiste en modificar la ecuación

(2.1), que es válida cuando no hay agentes interviniendo. Para ser concretos, digamos

que un agente está afectando el movimiento de una part́ıcula P dada de tal forma

que la aceleración ~a no es cero. Entonces, podemos aseverar que este agente ejerce

una fuerza ~f tal que

~a = ~f. (2.2)

¿Qué pasa si hay más agentes? Acertaremos a que la influencia de cada agente

es aditiva. Es decir, si existiesen N agentes actuando sobre la part́ıcula P , estos

afectarán el movimiento de la part́ıcula de la siguiente manera

~a =
NX

i=1

~fi. (2.3)
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En realidad, esta relación nos provee de una definición de cómo identificar un agente

i dado: Es quien actúa sobre P mediante una fuerza ~fi a través de (2.3).

Sin embargo, la relación (2.3) adolece de un problema. En el lado izquierdo ten-

emos información sobre el movimiento (cinemática) de la part́ıcula (con respecto a

un sistema inercial), mientras que en el lado derecho tenemos información sobre el

agente. ¿Qué hay de las propiedades intŕınsecas de la part́ıcula? Un agente dado,

actuando de la misma forma sobre dos objetos distintos, podŕıa tener como conse-

cuencia aceleraciones distintas. Por ejemplo, no es lo mismo empujar un refrigerador

a que empujar una tostadora, aun cuando ambos estén sobre una pista de patinaje

de hielo. Para solucionar este problema, corrijamos (2.3) introduciendo una cantidad

escalar m, que llamaremos masa inercial, que sea independiente de la cinemática de

la part́ıcula y de las propiedades de los agentes que actúen sobre esta:

m~a =
NX

i=1

~Fi. (2.4)

Aqúı, m es una propiedad intŕınseca de la part́ıcula que, como veremos, nos revela

qué tan fácil o dif́ıcil es influir en el movimiento de una part́ıcula. Por otro lado, ~Fi

es la fuerza que ejerce el agente i. La masa de una part́ıcula se mide en unidades de

gramos, mientras que la fuerza ejercida por un agente se mide en Newtons (N). Un

Newton equivale a un Kg m/s2. Ya estamos en condiciones de enunciar la segunda

ley de Newton:

Segunda Ley de Newton: Las part́ıculas puntuales tienen una propiedad

intŕınseca m llamada masa inercial. Un agente i dado puede afectar el movimiento

de una part́ıcula de masa m mediante la acción de una fuerza ~Fi. El movimiento

de dicha part́ıcula estará determinada por la siguiente ecuación

m~a = ~Ftot, (2.5)

donde ~Ftot es la fuerza total, dada por:

~Ftot =
NX

i=1

~Fi. (2.6)

Para lidiar con esta ley habitualmente dibujaremos diagramas de fuerza. Estos son

diagramas donde representaremos la fuerza que cada agente ejerce sobre la part́ıcula

a partir de la posición de ésta. Por ejemplo, en la siguiente figura tenemos tres fuerzas
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debido a tres agentes 1, 2 y 3 actuando sobre una part́ıcula puntual:

1
<latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit>

2
<latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit>

3
<latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit>

�F1<latexit sha1_base64="TLuzjRixTj2JxZke8XW/l3Chr+U=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMRjBfsBbSib7aRdutnE3U2hhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUVPHqWLYYLGIVTugGgWX2DDcCGwnCmkUCGwFo9tZvTVGpXksH80kQT+iA8lDzqixVrs7Rkbuel6vXHGr7lxkFbwcKpCr3it/dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE5L3VRjQtmIDrBjUdIItZ/N952SM+v0SRgr+6Qhc/f3REYjrSdRYDsjaoZ6uTYz/6t1UhNe+xmXSWpQssVHYSqIicnseNLnCpkREwuUKW53JWxIFWXGRlSyIXjLJ69C86LqWX64rNRu8jiKcAKncA4eXEEN7qEODWAg4Ble4c15cl6cd+dj0Vpw8plj+CPn8wcfZI9a</latexit><latexit sha1_base64="TLuzjRixTj2JxZke8XW/l3Chr+U=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMRjBfsBbSib7aRdutnE3U2hhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUVPHqWLYYLGIVTugGgWX2DDcCGwnCmkUCGwFo9tZvTVGpXksH80kQT+iA8lDzqixVrs7Rkbuel6vXHGr7lxkFbwcKpCr3it/dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE5L3VRjQtmIDrBjUdIItZ/N952SM+v0SRgr+6Qhc/f3REYjrSdRYDsjaoZ6uTYz/6t1UhNe+xmXSWpQssVHYSqIicnseNLnCpkREwuUKW53JWxIFWXGRlSyIXjLJ69C86LqWX64rNRu8jiKcAKncA4eXEEN7qEODWAg4Ble4c15cl6cd+dj0Vpw8plj+CPn8wcfZI9a</latexit><latexit sha1_base64="TLuzjRixTj2JxZke8XW/l3Chr+U=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMRjBfsBbSib7aRdutnE3U2hhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUVPHqWLYYLGIVTugGgWX2DDcCGwnCmkUCGwFo9tZvTVGpXksH80kQT+iA8lDzqixVrs7Rkbuel6vXHGr7lxkFbwcKpCr3it/dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE5L3VRjQtmIDrBjUdIItZ/N952SM+v0SRgr+6Qhc/f3REYjrSdRYDsjaoZ6uTYz/6t1UhNe+xmXSWpQssVHYSqIicnseNLnCpkREwuUKW53JWxIFWXGRlSyIXjLJ69C86LqWX64rNRu8jiKcAKncA4eXEEN7qEODWAg4Ble4c15cl6cd+dj0Vpw8plj+CPn8wcfZI9a</latexit><latexit sha1_base64="TLuzjRixTj2JxZke8XW/l3Chr+U=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRYFMRjBfsBbSib7aRdutnE3U2hhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0U1tY3NreK26Wd3b39g/LhUVPHqWLYYLGIVTugGgWX2DDcCGwnCmkUCGwFo9tZvTVGpXksH80kQT+iA8lDzqixVrs7Rkbuel6vXHGr7lxkFbwcKpCr3it/dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE5L3VRjQtmIDrBjUdIItZ/N952SM+v0SRgr+6Qhc/f3REYjrSdRYDsjaoZ6uTYz/6t1UhNe+xmXSWpQssVHYSqIicnseNLnCpkREwuUKW53JWxIFWXGRlSyIXjLJ69C86LqWX64rNRu8jiKcAKncA4eXEEN7qEODWAg4Ble4c15cl6cd+dj0Vpw8plj+CPn8wcfZI9a</latexit>

�F2<latexit sha1_base64="yK0dZEewEXZYq8FzJbWgzABMjQo=">AAAB73icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkpSBD0WBfFYwX5AG8pmO2mXbjZxd1MooX/CiwdFvPp3vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjtr6xubW9uFneLu3v7BYenouKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e2s3hqj0jyWj2aSoB/RgeQhZ9RYq90dIyN3vWqvVHYr7lxkFbwcypCr3it9dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE6L3VRjQtmIDrBjUdIItZ/N952Sc+v0SRgr+6Qhc/f3REYjrSdRYDsjaoZ6uTYz/6t1UhNe+xmXSWpQssVHYSqIicnseNLnCpkREwuUKW53JWxIFWXGRlS0IXjLJ69Cs1rxLD9clms3eRwFOIUzuAAPrqAG91CHBjAQ8Ayv8OY8OS/Ou/OxaF1z8pkT+CPn8wcg6I9b</latexit><latexit sha1_base64="yK0dZEewEXZYq8FzJbWgzABMjQo=">AAAB73icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkpSBD0WBfFYwX5AG8pmO2mXbjZxd1MooX/CiwdFvPp3vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjtr6xubW9uFneLu3v7BYenouKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e2s3hqj0jyWj2aSoB/RgeQhZ9RYq90dIyN3vWqvVHYr7lxkFbwcypCr3it9dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE6L3VRjQtmIDrBjUdIItZ/N952Sc+v0SRgr+6Qhc/f3REYjrSdRYDsjaoZ6uTYz/6t1UhNe+xmXSWpQssVHYSqIicnseNLnCpkREwuUKW53JWxIFWXGRlS0IXjLJ69Cs1rxLD9clms3eRwFOIUzuAAPrqAG91CHBjAQ8Ayv8OY8OS/Ou/OxaF1z8pkT+CPn8wcg6I9b</latexit><latexit sha1_base64="yK0dZEewEXZYq8FzJbWgzABMjQo=">AAAB73icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkpSBD0WBfFYwX5AG8pmO2mXbjZxd1MooX/CiwdFvPp3vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjtr6xubW9uFneLu3v7BYenouKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e2s3hqj0jyWj2aSoB/RgeQhZ9RYq90dIyN3vWqvVHYr7lxkFbwcypCr3it9dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE6L3VRjQtmIDrBjUdIItZ/N952Sc+v0SRgr+6Qhc/f3REYjrSdRYDsjaoZ6uTYz/6t1UhNe+xmXSWpQssVHYSqIicnseNLnCpkREwuUKW53JWxIFWXGRlS0IXjLJ69Cs1rxLD9clms3eRwFOIUzuAAPrqAG91CHBjAQ8Ayv8OY8OS/Ou/OxaF1z8pkT+CPn8wcg6I9b</latexit><latexit sha1_base64="yK0dZEewEXZYq8FzJbWgzABMjQo=">AAAB73icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkpSBD0WBfFYwX5AG8pmO2mXbjZxd1MooX/CiwdFvPp3vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5AIro3rfjtr6xubW9uFneLu3v7BYenouKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e2s3hqj0jyWj2aSoB/RgeQhZ9RYq90dIyN3vWqvVHYr7lxkFbwcypCr3it9dfsxSyOUhgmqdcdzE+NnVBnOBE6L3VRjQtmIDrBjUdIItZ/N952Sc+v0SRgr+6Qhc/f3REYjrSdRYDsjaoZ6uTYz/6t1UhNe+xmXSWpQssVHYSqIicnseNLnCpkREwuUKW53JWxIFWXGRlS0IXjLJ69Cs1rxLD9clms3eRwFOIUzuAAPrqAG91CHBjAQ8Ayv8OY8OS/Ou/OxaF1z8pkT+CPn8wcg6I9b</latexit>

�F3
<latexit sha1_base64="vp/SL00hWwUeaiK7sMwlnmgEDD4=">AAAB73icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkqigh6LgnisYD+gDWWznbRLN5u4uymU0D/hxYMiXv073vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v52V1bX1jc3CVnF7Z3dvv3Rw2NBxqhjWWSxi1QqoRsEl1g03AluJQhoFApvB8HZab45QaR7LRzNO0I9oX/KQM2qs1eqMkJG77kW3VHYr7kxkGbwcypCr1i19dXoxSyOUhgmqddtzE+NnVBnOBE6KnVRjQtmQ9rFtUdIItZ/N9p2QU+v0SBgr+6QhM/f3REYjrcdRYDsjagZ6sTY1/6u1UxNe+xmXSWpQsvlHYSqIicn0eNLjCpkRYwuUKW53JWxAFWXGRlS0IXiLJy9D47ziWX64LFdv8jgKcAwncAYeXEEV7qEGdWAg4Ble4c15cl6cd+dj3rri5DNH8EfO5w8ibI9c</latexit><latexit sha1_base64="vp/SL00hWwUeaiK7sMwlnmgEDD4=">AAAB73icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkqigh6LgnisYD+gDWWznbRLN5u4uymU0D/hxYMiXv073vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v52V1bX1jc3CVnF7Z3dvv3Rw2NBxqhjWWSxi1QqoRsEl1g03AluJQhoFApvB8HZab45QaR7LRzNO0I9oX/KQM2qs1eqMkJG77kW3VHYr7kxkGbwcypCr1i19dXoxSyOUhgmqddtzE+NnVBnOBE6KnVRjQtmQ9rFtUdIItZ/N9p2QU+v0SBgr+6QhM/f3REYjrcdRYDsjagZ6sTY1/6u1UxNe+xmXSWpQsvlHYSqIicn0eNLjCpkRYwuUKW53JWxAFWXGRlS0IXiLJy9D47ziWX64LFdv8jgKcAwncAYeXEEV7qEGdWAg4Ble4c15cl6cd+dj3rri5DNH8EfO5w8ibI9c</latexit><latexit sha1_base64="vp/SL00hWwUeaiK7sMwlnmgEDD4=">AAAB73icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkqigh6LgnisYD+gDWWznbRLN5u4uymU0D/hxYMiXv073vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v52V1bX1jc3CVnF7Z3dvv3Rw2NBxqhjWWSxi1QqoRsEl1g03AluJQhoFApvB8HZab45QaR7LRzNO0I9oX/KQM2qs1eqMkJG77kW3VHYr7kxkGbwcypCr1i19dXoxSyOUhgmqddtzE+NnVBnOBE6KnVRjQtmQ9rFtUdIItZ/N9p2QU+v0SBgr+6QhM/f3REYjrcdRYDsjagZ6sTY1/6u1UxNe+xmXSWpQsvlHYSqIicn0eNLjCpkRYwuUKW53JWxAFWXGRlS0IXiLJy9D47ziWX64LFdv8jgKcAwncAYeXEEV7qEGdWAg4Ble4c15cl6cd+dj3rri5DNH8EfO5w8ibI9c</latexit><latexit sha1_base64="vp/SL00hWwUeaiK7sMwlnmgEDD4=">AAAB73icbZBNS8NAEIYnftb6VfXoZbEInkqigh6LgnisYD+gDWWznbRLN5u4uymU0D/hxYMiXv073vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v52V1bX1jc3CVnF7Z3dvv3Rw2NBxqhjWWSxi1QqoRsEl1g03AluJQhoFApvB8HZab45QaR7LRzNO0I9oX/KQM2qs1eqMkJG77kW3VHYr7kxkGbwcypCr1i19dXoxSyOUhgmqddtzE+NnVBnOBE6KnVRjQtmQ9rFtUdIItZ/N9p2QU+v0SBgr+6QhM/f3REYjrcdRYDsjagZ6sTY1/6u1UxNe+xmXSWpQsvlHYSqIicn0eNLjCpkRYwuUKW53JWxAFWXGRlS0IXiLJy9D47ziWX64LFdv8jgKcAwncAYeXEEV7qEGdWAg4Ble4c15cl6cd+dj3rri5DNH8EfO5w8ibI9c</latexit>

P
<latexit sha1_base64="DUK8772RZQVXwIeQPAGNJiA+GCA=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi6LLoxmUL9gFtkMn0ph07mYSZiVBCv8CNC0Xc+knu/BsnbRbaemDgcM65zL0nSATXxnW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTzq6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WBym/vdJ1Sax/LeTBP0IzqSPOSMGiu1mg/Vmlt35yCrxCtIDQrY/NdgGLM0QmmYoFr3PTcxfkaV4UzgrDJINSaUTegI+5ZKGqH2s/miM3JmlSEJY2WfNGSu/p7IaKT1NApsMqJmrJe9XPzP66cmvPYzLpPUoGSLj8JUEBOT/Goy5AqZEVNLKFPc7krYmCrKjO2mYkvwlk9eJZ2Lumd567LWuCnqKMMJnMI5eHAFDbiDJrSBAcIzvMKb8+i8OO/OxyJacoqZY/gD5/MHqZuM1A==</latexit><latexit sha1_base64="DUK8772RZQVXwIeQPAGNJiA+GCA=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi6LLoxmUL9gFtkMn0ph07mYSZiVBCv8CNC0Xc+knu/BsnbRbaemDgcM65zL0nSATXxnW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTzq6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WBym/vdJ1Sax/LeTBP0IzqSPOSMGiu1mg/Vmlt35yCrxCtIDQrY/NdgGLM0QmmYoFr3PTcxfkaV4UzgrDJINSaUTegI+5ZKGqH2s/miM3JmlSEJY2WfNGSu/p7IaKT1NApsMqJmrJe9XPzP66cmvPYzLpPUoGSLj8JUEBOT/Goy5AqZEVNLKFPc7krYmCrKjO2mYkvwlk9eJZ2Lumd567LWuCnqKMMJnMI5eHAFDbiDJrSBAcIzvMKb8+i8OO/OxyJacoqZY/gD5/MHqZuM1A==</latexit><latexit sha1_base64="DUK8772RZQVXwIeQPAGNJiA+GCA=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi6LLoxmUL9gFtkMn0ph07mYSZiVBCv8CNC0Xc+knu/BsnbRbaemDgcM65zL0nSATXxnW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTzq6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WBym/vdJ1Sax/LeTBP0IzqSPOSMGiu1mg/Vmlt35yCrxCtIDQrY/NdgGLM0QmmYoFr3PTcxfkaV4UzgrDJINSaUTegI+5ZKGqH2s/miM3JmlSEJY2WfNGSu/p7IaKT1NApsMqJmrJe9XPzP66cmvPYzLpPUoGSLj8JUEBOT/Goy5AqZEVNLKFPc7krYmCrKjO2mYkvwlk9eJZ2Lumd567LWuCnqKMMJnMI5eHAFDbiDJrSBAcIzvMKb8+i8OO/OxyJacoqZY/gD5/MHqZuM1A==</latexit><latexit sha1_base64="DUK8772RZQVXwIeQPAGNJiA+GCA=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi6LLoxmUL9gFtkMn0ph07mYSZiVBCv8CNC0Xc+knu/BsnbRbaemDgcM65zL0nSATXxnW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTzq6DhVDNssFrHqBVSj4BLbhhuBvUQhjQKB3WBym/vdJ1Sax/LeTBP0IzqSPOSMGiu1mg/Vmlt35yCrxCtIDQrY/NdgGLM0QmmYoFr3PTcxfkaV4UzgrDJINSaUTegI+5ZKGqH2s/miM3JmlSEJY2WfNGSu/p7IaKT1NApsMqJmrJe9XPzP66cmvPYzLpPUoGSLj8JUEBOT/Goy5AqZEVNLKFPc7krYmCrKjO2mYkvwlk9eJZ2Lumd567LWuCnqKMMJnMI5eHAFDbiDJrSBAcIzvMKb8+i8OO/OxyJacoqZY/gD5/MHqZuM1A==</latexit>

�Ftot
<latexit sha1_base64="gVLCxMuRSXOWd57l2sWS8GsDyow=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARXJVEBF0WBXFZwV6gCWEynbRDZyZh5qRQQt/EjQtF3Pom7nwbp20WWv1h4OM/5zDn/HEmuAHP+3Iqa+sbm1vV7drO7t7+gXt41DFprilr01SkuhcTwwRXrA0cBOtlmhEZC9aNx7fzenfCtOGpeoRpxkJJhoonnBKwVuS6wYRRfBcVgZYYUphFbt1reAvhv+CXUEelWpH7GQxSmkumgApiTN/3MggLooFTwWa1IDcsI3RMhqxvURHJTFgsNp/hM+sMcJJq+xTghftzoiDSmKmMbackMDKrtbn5X62fQ3IdFlxlOTBFlx8lubAn4nkMeMA1oyCmFgjV3O6K6YhoQsGGVbMh+Ksn/4XORcO3/HBZb96UcVTRCTpF58hHV6iJ7lELtRFFE/SEXtCrUzjPzpvzvmytOOXMMfol5+MbJByTVA==</latexit><latexit sha1_base64="gVLCxMuRSXOWd57l2sWS8GsDyow=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARXJVEBF0WBXFZwV6gCWEynbRDZyZh5qRQQt/EjQtF3Pom7nwbp20WWv1h4OM/5zDn/HEmuAHP+3Iqa+sbm1vV7drO7t7+gXt41DFprilr01SkuhcTwwRXrA0cBOtlmhEZC9aNx7fzenfCtOGpeoRpxkJJhoonnBKwVuS6wYRRfBcVgZYYUphFbt1reAvhv+CXUEelWpH7GQxSmkumgApiTN/3MggLooFTwWa1IDcsI3RMhqxvURHJTFgsNp/hM+sMcJJq+xTghftzoiDSmKmMbackMDKrtbn5X62fQ3IdFlxlOTBFlx8lubAn4nkMeMA1oyCmFgjV3O6K6YhoQsGGVbMh+Ksn/4XORcO3/HBZb96UcVTRCTpF58hHV6iJ7lELtRFFE/SEXtCrUzjPzpvzvmytOOXMMfol5+MbJByTVA==</latexit><latexit sha1_base64="gVLCxMuRSXOWd57l2sWS8GsDyow=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARXJVEBF0WBXFZwV6gCWEynbRDZyZh5qRQQt/EjQtF3Pom7nwbp20WWv1h4OM/5zDn/HEmuAHP+3Iqa+sbm1vV7drO7t7+gXt41DFprilr01SkuhcTwwRXrA0cBOtlmhEZC9aNx7fzenfCtOGpeoRpxkJJhoonnBKwVuS6wYRRfBcVgZYYUphFbt1reAvhv+CXUEelWpH7GQxSmkumgApiTN/3MggLooFTwWa1IDcsI3RMhqxvURHJTFgsNp/hM+sMcJJq+xTghftzoiDSmKmMbackMDKrtbn5X62fQ3IdFlxlOTBFlx8lubAn4nkMeMA1oyCmFgjV3O6K6YhoQsGGVbMh+Ksn/4XORcO3/HBZb96UcVTRCTpF58hHV6iJ7lELtRFFE/SEXtCrUzjPzpvzvmytOOXMMfol5+MbJByTVA==</latexit><latexit sha1_base64="gVLCxMuRSXOWd57l2sWS8GsDyow=">AAAB+XicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARXJVEBF0WBXFZwV6gCWEynbRDZyZh5qRQQt/EjQtF3Pom7nwbp20WWv1h4OM/5zDn/HEmuAHP+3Iqa+sbm1vV7drO7t7+gXt41DFprilr01SkuhcTwwRXrA0cBOtlmhEZC9aNx7fzenfCtOGpeoRpxkJJhoonnBKwVuS6wYRRfBcVgZYYUphFbt1reAvhv+CXUEelWpH7GQxSmkumgApiTN/3MggLooFTwWa1IDcsI3RMhqxvURHJTFgsNp/hM+sMcJJq+xTghftzoiDSmKmMbackMDKrtbn5X62fQ3IdFlxlOTBFlx8lubAn4nkMeMA1oyCmFgjV3O6K6YhoQsGGVbMh+Ksn/4XORcO3/HBZb96UcVTRCTpF58hHV6iJ7lELtRFFE/SEXtCrUzjPzpvzvmytOOXMMfol5+MbJByTVA==</latexit>

Gracias a la segunda Ley, sabemos que la part́ıcula P está siendo acelerada en la

dirección ~Ftot = ~F1 + ~F2 + ~F3.

Es posible apreciar que la Primera Ley de Newton es una consecuencia directa de

la segunda ley. Si no hay agentes actuando sobre la part́ıcula, entonces la aceleración

será cero, y por lo tanto el movimiento deberá ser rectiĺıneo y uniforme. Por otro lado,

también es posible que dos agentes distintos actúen de tal manera que sus influencias

se cancelen, dando como resultado ~Ftot = 0. En dicho caso, la primera ley de Newton

puede ser re-entendida como el resultado de que no haya una influencia neta sobre la

part́ıcula.

2.3 Tercera Ley de Newton

La segunda ley resulta un poco insatisfactoria. ¿Quiénes son los agentes de los

cuáles estamos hablando? Evidentemente, éstos pertenecen al mismo mundo al cual

pertenece la part́ıcula puntual de masa m y, por lo tanto, esperamos que estén con-

stituidos por part́ıculas sobre las cuales también pueden actuar fuerzas. Es decir, los

agentes también deben estar sujetos a la Segunda Ley de Newton. La Tercera Ley

de Newton se hace cargo de establecer una equivalencia entre los agentes que ejercen

una influencia, y las part́ıculas que reciben dicha influencia: Una part́ıcula también

es un agente, y puede influenciar a aquellos agentes que ejercen una fuerza sobre ella.

Veamos esto en detalle: Si una part́ıcula es un agente, entonces podemos referirnos
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a ella con la misma etiqueta i que estamos utilizando para referirnos a los agentes.

Por ejemplo, en la figura anterior, realmente hay cuatro agentes, siendo la part́ıcula el

cuarto agente. Luego, diremos que las fuerzas que ejercen los agente 1, 2 y 3 sobre la

part́ıcula (agente 4) son ~F14, ~F24 y ~F34. La siguiente figura muestra la nueva notación:

1
<latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit>

2
<latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit>

3
<latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit>

�F34
<latexit sha1_base64="dB3A+1X7lzTjhDiPM4Q+D1aVfAI=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu252WZt2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhPpCm</latexit><latexit sha1_base64="dB3A+1X7lzTjhDiPM4Q+D1aVfAI=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu252WZt2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhPpCm</latexit><latexit sha1_base64="dB3A+1X7lzTjhDiPM4Q+D1aVfAI=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu252WZt2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhPpCm</latexit><latexit sha1_base64="dB3A+1X7lzTjhDiPM4Q+D1aVfAI=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu252WZt2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhPpCm</latexit>

�F24<latexit sha1_base64="thwtBrWYlrXc/YITDoPvTyda8nw=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZrT7rlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfuJCl</latexit><latexit sha1_base64="thwtBrWYlrXc/YITDoPvTyda8nw=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZrT7rlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfuJCl</latexit><latexit sha1_base64="thwtBrWYlrXc/YITDoPvTyda8nw=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZrT7rlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfuJCl</latexit><latexit sha1_base64="thwtBrWYlrXc/YITDoPvTyda8nw=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZrT7rlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfuJCl</latexit>

�F14<latexit sha1_base64="Sn8iINjcYJ7/aKXqOm76TEyQhI0=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n3m1Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH14ykKQ=</latexit><latexit sha1_base64="Sn8iINjcYJ7/aKXqOm76TEyQhI0=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n3m1Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH14ykKQ=</latexit><latexit sha1_base64="Sn8iINjcYJ7/aKXqOm76TEyQhI0=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n3m1Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH14ykKQ=</latexit><latexit sha1_base64="Sn8iINjcYJ7/aKXqOm76TEyQhI0=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n3m1Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH14ykKQ=</latexit>

4
<latexit sha1_base64="In0mja7s0vvrhdchpy/C/Z4UrSI=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfyuMuA==</latexit><latexit sha1_base64="In0mja7s0vvrhdchpy/C/Z4UrSI=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfyuMuA==</latexit><latexit sha1_base64="In0mja7s0vvrhdchpy/C/Z4UrSI=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfyuMuA==</latexit><latexit sha1_base64="In0mja7s0vvrhdchpy/C/Z4UrSI=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfyuMuA==</latexit>

�F4,tot
<latexit sha1_base64="ufrwPTHb9uaCLG1AMNmTzc8M7VE=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpZrAILqQkUtBlURCXFewFmhAm00k7dCYJM5NCCfVV3LhQxK0P4s63cdpmoa0/DHz85xzmnD9MOVPacb6ttfWNza3t0k55d2//4NA+Om6rJJOEtkjCE9kNsaKcxbSlmea0m0qKRchpJxzdzuqdMZWKJfGjnqTUF3gQs4gRrI0V2BVvTAm6C3JPClS/QDrR08CuOjVnLrQKbgFVKNQM7C+vn5BM0FgTjpXquU6q/RxLzQin07KXKZpiMsID2jMYY0GVn8+Xn6Iz4/RRlEjzYo3m7u+JHAulJiI0nQLroVquzcz/ar1MR9d+zuI00zQmi4+ijJsT0SwJ1GeSEs0nBjCRzOyKyBBLTLTJq2xCcJdPXoX2Zc01/FCvNm6KOEpwAqdwDi5cQQPuoQktIDCBZ3iFN+vJerHerY9F65pVzFTgj6zPH2THk/I=</latexit><latexit sha1_base64="ufrwPTHb9uaCLG1AMNmTzc8M7VE=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpZrAILqQkUtBlURCXFewFmhAm00k7dCYJM5NCCfVV3LhQxK0P4s63cdpmoa0/DHz85xzmnD9MOVPacb6ttfWNza3t0k55d2//4NA+Om6rJJOEtkjCE9kNsaKcxbSlmea0m0qKRchpJxzdzuqdMZWKJfGjnqTUF3gQs4gRrI0V2BVvTAm6C3JPClS/QDrR08CuOjVnLrQKbgFVKNQM7C+vn5BM0FgTjpXquU6q/RxLzQin07KXKZpiMsID2jMYY0GVn8+Xn6Iz4/RRlEjzYo3m7u+JHAulJiI0nQLroVquzcz/ar1MR9d+zuI00zQmi4+ijJsT0SwJ1GeSEs0nBjCRzOyKyBBLTLTJq2xCcJdPXoX2Zc01/FCvNm6KOEpwAqdwDi5cQQPuoQktIDCBZ3iFN+vJerHerY9F65pVzFTgj6zPH2THk/I=</latexit><latexit sha1_base64="ufrwPTHb9uaCLG1AMNmTzc8M7VE=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpZrAILqQkUtBlURCXFewFmhAm00k7dCYJM5NCCfVV3LhQxK0P4s63cdpmoa0/DHz85xzmnD9MOVPacb6ttfWNza3t0k55d2//4NA+Om6rJJOEtkjCE9kNsaKcxbSlmea0m0qKRchpJxzdzuqdMZWKJfGjnqTUF3gQs4gRrI0V2BVvTAm6C3JPClS/QDrR08CuOjVnLrQKbgFVKNQM7C+vn5BM0FgTjpXquU6q/RxLzQin07KXKZpiMsID2jMYY0GVn8+Xn6Iz4/RRlEjzYo3m7u+JHAulJiI0nQLroVquzcz/ar1MR9d+zuI00zQmi4+ijJsT0SwJ1GeSEs0nBjCRzOyKyBBLTLTJq2xCcJdPXoX2Zc01/FCvNm6KOEpwAqdwDi5cQQPuoQktIDCBZ3iFN+vJerHerY9F65pVzFTgj6zPH2THk/I=</latexit><latexit sha1_base64="ufrwPTHb9uaCLG1AMNmTzc8M7VE=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpZrAILqQkUtBlURCXFewFmhAm00k7dCYJM5NCCfVV3LhQxK0P4s63cdpmoa0/DHz85xzmnD9MOVPacb6ttfWNza3t0k55d2//4NA+Om6rJJOEtkjCE9kNsaKcxbSlmea0m0qKRchpJxzdzuqdMZWKJfGjnqTUF3gQs4gRrI0V2BVvTAm6C3JPClS/QDrR08CuOjVnLrQKbgFVKNQM7C+vn5BM0FgTjpXquU6q/RxLzQin07KXKZpiMsID2jMYY0GVn8+Xn6Iz4/RRlEjzYo3m7u+JHAulJiI0nQLroVquzcz/ar1MR9d+zuI00zQmi4+ijJsT0SwJ1GeSEs0nBjCRzOyKyBBLTLTJq2xCcJdPXoX2Zc01/FCvNm6KOEpwAqdwDi5cQQPuoQktIDCBZ3iFN+vJerHerY9F65pVzFTgj6zPH2THk/I=</latexit>

En este momento, debiéramos sospechar que la part́ıcula 4 también puede afectar a

los agentes 1, 2 y 3. Es decir, también deben existir fuerzas ~F41, ~F42 y ~F43. ¿Pero

qué valores tienen estas fuerzas? La Tercera Ley de Newton nos entrega la siguiente

respuesta:

Tercera Ley de Newton: Las part́ıculas puntuales también son agentes que

pueden influenciar el movimiento de otras part́ıculas y/o agentes. Además, si

un agente i ejerce una fuerza ~Fij sobre otro agente j, entonces el agente j si-

multáneamente ejerce una fuerza ~Fji sobre i dada por

~Fji = �~Fij. (2.7)

Notemos que la magnitud de la fuerza ~Fji es idéntica a la de ~Fij. La única diferencia

entre ambos vectores es la dirección, que es opuesta. Es decir, todos los agentes tienen

el mismo estatus. Muchas veces se caracteriza a la tercera ley mediante la siguiente

afirmación: “toda acción tiene una reacción igual en magnitud, pero opuesta en

dirección”. Pero esta afirmación es engañosa, dado que da la falsa impresión de que

una de las fuerzas (aquella relacionada con la acción) es la causa de la segunda fuerza
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(aquella asociada a la reacción). Sin embargo la tercera ley no distingue entre ambas

fuerzas.

Volviendo a la situación de la figura anterior, ahora podemos complementar el

diagrama de fuerzas dibujando las fuerzas que la part́ıcula ejerce sobre los agentes 1,

2 y 3:

1
<latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit><latexit sha1_base64="qp47xzdgavbzDAujuQrfWObrWms=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEeqx6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjraY3KFfcqrsQWQcvhwrkagzKX/1hzNIIpWGCat3z3MT4GVWGM4GzUj/VmFA2oSPsWZQ0Qu1ni0Vn5MI6QxLGyj5pyML9PZHRSOtpFNjOiJqxXq3Nzf9qvdSEN37GZZIalGz5UZgKYmIyv5oMuUJmxNQCZYrbXQkbU0WZsdmUbAje6snr0L6qepab15X6bR5HEc7gHC7BgxrU4R4a0AIGCM/wCm/Oo/PivDsfy9aCk8+cwh85nz96n4y1</latexit>

2
<latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit><latexit sha1_base64="8sNiFq0D5hRC2VXjMYViBW2+H3k=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FSSIuix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoV2repabV5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfCOMtg==</latexit>

3
<latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="8oCQzlZIIKzuj8pEzJg/EuRRbEU=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSFfRY9OKxBfsBbSib7aRdu9mE3Y1QQn+BFw+KePUnefPfuG1z0NYXFh7emWFn3iARXBvX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqKXjVDFssljEqhNQjYJLbBpuBHYShTQKBLaD8d2s3n5CpXksH8wkQT+iQ8lDzqixVuOyX664VXcusgpeDhXIVe+Xv3qDmKURSsME1brruYnxM6oMZwKnpV6qMaFsTIfYtShphNrP5otOyZl1BiSMlX3SkLn7eyKjkdaTKLCdETUjvVybmf/VuqkJb/yMyyQ1KNniozAVxMRkdjUZcIXMiIkFyhS3uxI2oooyY7Mp2RC85ZNXoXVR9Sw3riq12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/kfP4AfaeMtw==</latexit>

�F34
<latexit sha1_base64="dB3A+1X7lzTjhDiPM4Q+D1aVfAI=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu252WZt2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhPpCm</latexit><latexit sha1_base64="dB3A+1X7lzTjhDiPM4Q+D1aVfAI=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu252WZt2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhPpCm</latexit><latexit sha1_base64="dB3A+1X7lzTjhDiPM4Q+D1aVfAI=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu252WZt2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhPpCm</latexit><latexit sha1_base64="dB3A+1X7lzTjhDiPM4Q+D1aVfAI=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu252WZt2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhPpCm</latexit>

�F24<latexit sha1_base64="thwtBrWYlrXc/YITDoPvTyda8nw=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZrT7rlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfuJCl</latexit><latexit sha1_base64="thwtBrWYlrXc/YITDoPvTyda8nw=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZrT7rlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfuJCl</latexit><latexit sha1_base64="thwtBrWYlrXc/YITDoPvTyda8nw=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZrT7rlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfuJCl</latexit><latexit sha1_base64="thwtBrWYlrXc/YITDoPvTyda8nw=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZrT7rlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfuJCl</latexit>

�F14<latexit sha1_base64="Sn8iINjcYJ7/aKXqOm76TEyQhI0=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n3m1Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH14ykKQ=</latexit><latexit sha1_base64="Sn8iINjcYJ7/aKXqOm76TEyQhI0=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n3m1Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH14ykKQ=</latexit><latexit sha1_base64="Sn8iINjcYJ7/aKXqOm76TEyQhI0=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n3m1Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH14ykKQ=</latexit><latexit sha1_base64="Sn8iINjcYJ7/aKXqOm76TEyQhI0=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n3m1Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH14ykKQ=</latexit>

4
<latexit sha1_base64="In0mja7s0vvrhdchpy/C/Z4UrSI=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfyuMuA==</latexit><latexit sha1_base64="In0mja7s0vvrhdchpy/C/Z4UrSI=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfyuMuA==</latexit><latexit sha1_base64="In0mja7s0vvrhdchpy/C/Z4UrSI=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfyuMuA==</latexit><latexit sha1_base64="In0mja7s0vvrhdchpy/C/Z4UrSI=">AAAB6HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSKeix6MVjC/YD2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVvHqWLYYrGIVTegGgWX2DLcCOwmCmkUCOwEk7t5vfOESvNYPphpgn5ER5KHnFFjrWZtUK64VXchsg5eDhXI1RiUv/rDmKURSsME1brnuYnxM6oMZwJnpX6qMaFsQkfYsyhphNrPFovOyIV1hiSMlX3SkIX7eyKjkdbTKLCdETVjvVqbm//VeqkJb/yMyyQ1KNnyozAVxMRkfjUZcoXMiKkFyhS3uxI2pooyY7Mp2RC81ZPXoX1V9Sw3a5X6bR5HEc7gHC7Bg2uowz00oAUMEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0FJ585hT9yPn8AfyuMuA==</latexit>

�F4,tot
<latexit sha1_base64="ufrwPTHb9uaCLG1AMNmTzc8M7VE=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpZrAILqQkUtBlURCXFewFmhAm00k7dCYJM5NCCfVV3LhQxK0P4s63cdpmoa0/DHz85xzmnD9MOVPacb6ttfWNza3t0k55d2//4NA+Om6rJJOEtkjCE9kNsaKcxbSlmea0m0qKRchpJxzdzuqdMZWKJfGjnqTUF3gQs4gRrI0V2BVvTAm6C3JPClS/QDrR08CuOjVnLrQKbgFVKNQM7C+vn5BM0FgTjpXquU6q/RxLzQin07KXKZpiMsID2jMYY0GVn8+Xn6Iz4/RRlEjzYo3m7u+JHAulJiI0nQLroVquzcz/ar1MR9d+zuI00zQmi4+ijJsT0SwJ1GeSEs0nBjCRzOyKyBBLTLTJq2xCcJdPXoX2Zc01/FCvNm6KOEpwAqdwDi5cQQPuoQktIDCBZ3iFN+vJerHerY9F65pVzFTgj6zPH2THk/I=</latexit><latexit sha1_base64="ufrwPTHb9uaCLG1AMNmTzc8M7VE=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpZrAILqQkUtBlURCXFewFmhAm00k7dCYJM5NCCfVV3LhQxK0P4s63cdpmoa0/DHz85xzmnD9MOVPacb6ttfWNza3t0k55d2//4NA+Om6rJJOEtkjCE9kNsaKcxbSlmea0m0qKRchpJxzdzuqdMZWKJfGjnqTUF3gQs4gRrI0V2BVvTAm6C3JPClS/QDrR08CuOjVnLrQKbgFVKNQM7C+vn5BM0FgTjpXquU6q/RxLzQin07KXKZpiMsID2jMYY0GVn8+Xn6Iz4/RRlEjzYo3m7u+JHAulJiI0nQLroVquzcz/ar1MR9d+zuI00zQmi4+ijJsT0SwJ1GeSEs0nBjCRzOyKyBBLTLTJq2xCcJdPXoX2Zc01/FCvNm6KOEpwAqdwDi5cQQPuoQktIDCBZ3iFN+vJerHerY9F65pVzFTgj6zPH2THk/I=</latexit><latexit sha1_base64="ufrwPTHb9uaCLG1AMNmTzc8M7VE=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpZrAILqQkUtBlURCXFewFmhAm00k7dCYJM5NCCfVV3LhQxK0P4s63cdpmoa0/DHz85xzmnD9MOVPacb6ttfWNza3t0k55d2//4NA+Om6rJJOEtkjCE9kNsaKcxbSlmea0m0qKRchpJxzdzuqdMZWKJfGjnqTUF3gQs4gRrI0V2BVvTAm6C3JPClS/QDrR08CuOjVnLrQKbgFVKNQM7C+vn5BM0FgTjpXquU6q/RxLzQin07KXKZpiMsID2jMYY0GVn8+Xn6Iz4/RRlEjzYo3m7u+JHAulJiI0nQLroVquzcz/ar1MR9d+zuI00zQmi4+ijJsT0SwJ1GeSEs0nBjCRzOyKyBBLTLTJq2xCcJdPXoX2Zc01/FCvNm6KOEpwAqdwDi5cQQPuoQktIDCBZ3iFN+vJerHerY9F65pVzFTgj6zPH2THk/I=</latexit><latexit sha1_base64="ufrwPTHb9uaCLG1AMNmTzc8M7VE=">AAAB/HicbZDLSsNAFIZPvNZ6i3bpZrAILqQkUtBlURCXFewFmhAm00k7dCYJM5NCCfVV3LhQxK0P4s63cdpmoa0/DHz85xzmnD9MOVPacb6ttfWNza3t0k55d2//4NA+Om6rJJOEtkjCE9kNsaKcxbSlmea0m0qKRchpJxzdzuqdMZWKJfGjnqTUF3gQs4gRrI0V2BVvTAm6C3JPClS/QDrR08CuOjVnLrQKbgFVKNQM7C+vn5BM0FgTjpXquU6q/RxLzQin07KXKZpiMsID2jMYY0GVn8+Xn6Iz4/RRlEjzYo3m7u+JHAulJiI0nQLroVquzcz/ar1MR9d+zuI00zQmi4+ijJsT0SwJ1GeSEs0nBjCRzOyKyBBLTLTJq2xCcJdPXoX2Zc01/FCvNm6KOEpwAqdwDi5cQQPuoQktIDCBZ3iFN+vJerHerY9F65pVzFTgj6zPH2THk/I=</latexit>

�F43
<latexit sha1_base64="rkAYgEz9b0MnxXvOCMYaUXnp11Y=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu25Wu5x2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhP5Cm</latexit><latexit sha1_base64="rkAYgEz9b0MnxXvOCMYaUXnp11Y=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu25Wu5x2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhP5Cm</latexit><latexit sha1_base64="rkAYgEz9b0MnxXvOCMYaUXnp11Y=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu25Wu5x2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhP5Cm</latexit><latexit sha1_base64="rkAYgEz9b0MnxXvOCMYaUXnp11Y=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2taDHoiAeK1hb2C4lm6ZtaDa7JLOFsvRnePGgiFd/jTf/jWm7B219IfDwzgyZecNECoOu++0U1tY3NreK26Wd3b39g/Lh0ZOJU814k8Uy1u2QGi6F4k0UKHk70ZxGoeStcHQ7q7fGXBsRq0ecJDyI6ECJvmAUreV3xpyRu25Wu5x2yxW36s5FVsHLoQK5Gt3yV6cXszTiCpmkxviem2CQUY2CST4tdVLDE8pGdMB9i4pG3ATZfOUpObNOj/RjbZ9CMnd/T2Q0MmYShbYzojg0y7WZ+V/NT7F/HWRCJSlyxRYf9VNJMCaz+0lPaM5QTixQpoXdlbAh1ZShTalkQ/CWT16Fp4uqZ/mhVqnf5HEU4QRO4Rw8uII63EMDmsAghmd4hTcHnRfn3flYtBacfOYY/sj5/AFhP5Cm</latexit>

�F41<latexit sha1_base64="wUWxsZv2nPamaayDGN4VcN/skZo=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n9W8Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH141kKQ=</latexit><latexit sha1_base64="wUWxsZv2nPamaayDGN4VcN/skZo=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n9W8Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH141kKQ=</latexit><latexit sha1_base64="wUWxsZv2nPamaayDGN4VcN/skZo=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n9W8Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH141kKQ=</latexit><latexit sha1_base64="wUWxsZv2nPamaayDGN4VcN/skZo=">AAAB8nicbZBNS8NAEIY39avWr6pHL4tF8FQSKeixKIjHCvYD2lA220m7dLMJu5NCCf0ZXjwo4tVf481/47bNQVtfWHh4Z4adeYNECoOu++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxScvEqebQ5LGMdSdgBqRQ0ESBEjqJBhYFEtrB+G5eb09AGxGrJ5wm4EdsqEQoOENrdXsT4PS+n9W8Wb9ccavuQnQdvBwqJFejX/7qDWKeRqCQS2ZM13MT9DOmUXAJs1IvNZAwPmZD6FpULALjZ4uVZ/TCOgMaxto+hXTh/p7IWGTMNApsZ8RwZFZrc/O/WjfF8MbPhEpSBMWXH4WppBjT+f10IDRwlFMLjGthd6V8xDTjaFMq2RC81ZPXoXVV9Sw/1ir12zyOIjkj5+SSeOSa1MkDaZAm4SQmz+SVvDnovDjvzseyteDkM6fkj5zPH141kKQ=</latexit>

�F42<latexit sha1_base64="wY0MuZBH5Tkm5gnY0i1PUn4SzBE=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZvTbrlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfupCl</latexit><latexit sha1_base64="wY0MuZBH5Tkm5gnY0i1PUn4SzBE=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZvTbrlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfupCl</latexit><latexit sha1_base64="wY0MuZBH5Tkm5gnY0i1PUn4SzBE=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZvTbrlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfupCl</latexit><latexit sha1_base64="wY0MuZBH5Tkm5gnY0i1PUn4SzBE=">AAAB8nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2S0GPRUE8VrC10C4lm2bb0Gx2SWYLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6QuDhnRky8waJFAZd99spbGxube8Ud0t7+weHR+Xjk7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeRPwfh2Xn+acG1ErB5xmnA/okMlQsEoWqvbm3BG7vpZvTbrlytu1V2IrIOXQwVyNfvlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvms1EsNTygb0yHvWlQ04sbPFivPyIV1BiSMtX0KycL9PZHRyJhpFNjOiOLIrNbm5n+1borhtZ8JlaTIFVt+FKaSYEzm95OB0JyhnFqgTAu7K2EjqilDm1LJhuCtnrwO7VrVs/xQrzRu8jiKcAbncAkeXEED7qEJLWAQwzO8wpuDzovz7nwsWwtOPnMKf+R8/gBfupCl</latexit>

Evidentemente, dado que los agentes deben estar constituido por part́ıculas, estarán

afectos a la segunda ley de Newton, y podrán sufrir aceleraciones. Sin embargo, para

saber cómo se aceleran, debemos conocer todas las otras fuerzas que actúan sobre

éstos.

2.4 La segunda ley de Newton como ecuación de movimiento

Como veremos a lo largo del resto de este curso, t́ıpicamente las fuerzas ~Fi son fun-

ciones de la posición ~r y la velocidad ~v de la part́ıcula. Es decir:

~Fi = ~Fi(~r,~v). (2.8)

Luego, la segunda ley de newton puede escribirse como:

d
2
~r

dt2
�

1

m

X

i

~Fi

✓
~r,

d~r

dt

◆
= 0, (2.9)

la que es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, que llamaremos ecuación

de movimiento. Si contamos con condiciones iniciales, por ejemplo la posición ~r(tini)
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y la velocidad ~v(tini) en cierto instante inicial, entonces seremos capaces de integrar

la ecuación (2.9), y obtener como solución la posición ~r(t) para todo tiempo. Esto

constituye una predicción de lo que hará la part́ıcula descrita por la segunda ley de

Newton.

Veamos un primer ejemplo básico de esto. Supongamos una part́ıcula P que en

t = t0 se encuentra en una posición conocida ~r0 y tiene velocidad conocida ~v0. Además,

supongamos que la fuerza total que actúa sobre ella viene dada por ~Ftot = ~F0, donde
~F0 es un vector constante. Luego, la segunda ley de Newton nos entrega la ecuación

diferencial:
d
2
~r

dt2
�

~F0

m
= 0. (2.10)

Esta ecuación puede ser resuelta primero para la velocidad. Notemos que la velocidad

satisface:
d~v

dt
=

~F0

m
. (2.11)

Si integramos ambos lados con respecto al tiempo, desde t = t0 hasta un tiempo

arbitrario t, vemos que: Z t

0

d~v

dt0
dt

0 =

Z t

0

~F0

m
dt

0
. (2.12)

Noten que le hemos puesto una etiqueta (0) a la variable de integración, para que

no se confunda con el tiempo t que aparece en el ĺımite de la integral. Ahora pode-

mos desarrollar ambos lados. En el lado izquierdo, podemos integrar de la siguiente

manera: Z t

t0

d~v

dt0
dt

0 =

Z ~v(t)

~v0

d~v = ~v(t) � ~v0. (2.13)

En el primer paso, simplemente usamos (d~v/dt0)dt0 = d~v. Pero este paso significa

que la nueva variable de integración es ni más ni menos que la velocidad, por lo que

ahora tenemos que procurar que los ĺımites de integración también sean velocidades.

El ĺımite inferior tendrá que ser la velocidad evaluada en t = t0, que es ~v0, mientras

que el ĺımite superior tendrá que ser la velocidad evaluada en t, que es ~v(t). En el

segundo paso, simplemente completamos la integral. Por otro lado, en el lado derecho

de (2.12) podemos proceder de la siguiente forma

Z t

0

~F0

m
dt

0 =
~F0

m

Z t

0

dt
0 = (t � t0)

~F0

m
, (2.14)
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donde, dado que ~F0 es un vector constante, hemos sacado ~F0/m del integrando.

Juntando los dos resultados previos, obtenemos:

~v(t) = ~v0 + (t � t0)
~F0

m
. (2.15)

Este resultado es consistente con la condición de que en t = t0 la velocidad es ~v0.

Ahora, la ecuación para ~r viene dada por

d~r

dt
= ~v0 + (t � t0)

~F0

m
. (2.16)

Procediendo de la misma forma a como lo hicimos con la velocidad, es directo com-

probar que la solución viene dada por

~r(t) = ~r0 + (t � t0)~v0 +
1

2
(t � t0)

2
~F0

m
. (2.17)

Por cierto, si la fuerza total es tal que ~F0 = 0, entonces ~r(t) = ~r0 + (t � t0)~v0, que

corresponde a un movimiento rectiĺıneo uniforme, en concordancia con la primera ley.

Un caso particular de una fuerza (aproximadamente) constante es aquella que re-

sulta de la atracción gravitacional que la Tierra ejerce sobre las part́ıculas masivas,

sobre su superficie. En dicho caso, la fuerza gravitacional adquiere la forma

~Fg = �mgk̂, (2.18)

donde m es la masa de la part́ıcula afectada por la atracción de la tierra, y g es

la constante de aceleración gravitacional dada por g ' 9.8. La combinación �k̂

indica que esta fuerza apunta hacia abajo. Luego, la posición de una part́ıcula libre,

sometida únicamente a la atracción gravitacional (sobre la superficie de la tierra),

viene dada por

~r(t) = ~r0 + (t � t0)~v0 �
1

2
(t � t0)

2
gk̂, (2.19)

que corresponde a un movimiento parabólico.

A partir de ahora, nos dedicaremos a estudiar los efectos de distintos tipos de

fuerzas sobre el movimiento de una o varias part́ıculas. Esto quiere decir, que nos

dedicaremos a resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con condi-

ciones iniciales conocidas. Como primer paso, investigaremos una clase básica de

fuerzas, conocidas como fuerzas de contacto, que son el resultado del contacto entre

la part́ıcula y otros agentes.
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2.5 Fuerzas normales

La fuerza normal, usualmente escrita como ~N , es una fuerza que surge como resultado

del contacto entre la part́ıcula estudiada y una superficie o una curva. La idea es que

una part́ıcula, al estar en contacto con una superficie (o curva), no puede atravesarla.

De esta forma, ~N debe ser tal que la part́ıcula respete la condición de no atravesar la

superficie (o curva). Veamos un ejemplo básico: Una part́ıcula de masa m sobre una

superficie inclinada en un ángulo ↵ con respecto al horizonte, tal como lo muestra la

siguiente figura:

�̂
<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

ı̂
<latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit>

x̂
<latexit sha1_base64="dx+X0iFl/Lh7pagvCIhLCYbhSqU=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5Rsmm1js8mSzIql9D948aCIV/+PN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1QKi77/7a2srq1vbBa2its7u3v7pYPDhtWZYbzOtNSmFVHLpVC8jgIlb6WG0ySSvBkNb6b15iM3Vmh1j6OUhwntKxELRtFZjc6AInnqlsp+xZ+JLEOQQxly1bqlr05PsyzhCpmk1rYDP8VwTA0KJvmk2MksTykb0j5vO1Q04TYcz7adkFPn9EisjXsKycz9PTGmibWjJHKdCcWBXaxNzf9q7Qzjq3AsVJohV2z+UZxJgppMTyc9YThDOXJAmRFuV8IG1FCGLqCiCyFYPHkZGueVwPHdRbl6ncdRgGM4gTMI4BKqcAs1qAODB3iGV3jztPfivXsf89YVL585gj/yPn8AQPqO5w==</latexit><latexit sha1_base64="dx+X0iFl/Lh7pagvCIhLCYbhSqU=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5Rsmm1js8mSzIql9D948aCIV/+PN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1QKi77/7a2srq1vbBa2its7u3v7pYPDhtWZYbzOtNSmFVHLpVC8jgIlb6WG0ySSvBkNb6b15iM3Vmh1j6OUhwntKxELRtFZjc6AInnqlsp+xZ+JLEOQQxly1bqlr05PsyzhCpmk1rYDP8VwTA0KJvmk2MksTykb0j5vO1Q04TYcz7adkFPn9EisjXsKycz9PTGmibWjJHKdCcWBXaxNzf9q7Qzjq3AsVJohV2z+UZxJgppMTyc9YThDOXJAmRFuV8IG1FCGLqCiCyFYPHkZGueVwPHdRbl6ncdRgGM4gTMI4BKqcAs1qAODB3iGV3jztPfivXsf89YVL585gj/yPn8AQPqO5w==</latexit><latexit sha1_base64="dx+X0iFl/Lh7pagvCIhLCYbhSqU=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5Rsmm1js8mSzIql9D948aCIV/+PN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1QKi77/7a2srq1vbBa2its7u3v7pYPDhtWZYbzOtNSmFVHLpVC8jgIlb6WG0ySSvBkNb6b15iM3Vmh1j6OUhwntKxELRtFZjc6AInnqlsp+xZ+JLEOQQxly1bqlr05PsyzhCpmk1rYDP8VwTA0KJvmk2MksTykb0j5vO1Q04TYcz7adkFPn9EisjXsKycz9PTGmibWjJHKdCcWBXaxNzf9q7Qzjq3AsVJohV2z+UZxJgppMTyc9YThDOXJAmRFuV8IG1FCGLqCiCyFYPHkZGueVwPHdRbl6ncdRgGM4gTMI4BKqcAs1qAODB3iGV3jztPfivXsf89YVL585gj/yPn8AQPqO5w==</latexit><latexit sha1_base64="dx+X0iFl/Lh7pagvCIhLCYbhSqU=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5Rsmm1js8mSzIql9D948aCIV/+PN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1QKi77/7a2srq1vbBa2its7u3v7pYPDhtWZYbzOtNSmFVHLpVC8jgIlb6WG0ySSvBkNb6b15iM3Vmh1j6OUhwntKxELRtFZjc6AInnqlsp+xZ+JLEOQQxly1bqlr05PsyzhCpmk1rYDP8VwTA0KJvmk2MksTykb0j5vO1Q04TYcz7adkFPn9EisjXsKycz9PTGmibWjJHKdCcWBXaxNzf9q7Qzjq3AsVJohV2z+UZxJgppMTyc9YThDOXJAmRFuV8IG1FCGLqCiCyFYPHkZGueVwPHdRbl6ncdRgGM4gTMI4BKqcAs1qAODB3iGV3jztPfivXsf89YVL585gj/yPn8AQPqO5w==</latexit>

ŷ
<latexit sha1_base64="G/3LHqKbiQId+2vBz8Ij814GL8E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtOu3WzC7kQIof/BiwdFvPp/vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5BIYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps41Yy3WCxj3Q2o4VIo3kKBkncTzWkUSN4JJrezeueJayNi9YBZwv2IjpQIBaNorXZ/TJFkg2rNrbtzkVXwCqhBoeag+tUfxiyNuEImqTE9z03Qz6lGwSSfVvqp4QllEzriPYuKRtz4+XzbKTmzzpCEsbZPIZm7vydyGhmTRYHtjCiOzXJtZv5X66UYXvu5UEmKXLHFR2EqCcZkdjoZCs0ZyswCZVrYXQkbU00Z2oAqNgRv+eRVaF/UPcv3l7XGTRFHGU7gFM7BgytowB00oQUMHuEZXuHNiZ0X5935WLSWnGLmGP7I+fwBQn6O6A==</latexit><latexit sha1_base64="G/3LHqKbiQId+2vBz8Ij814GL8E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtOu3WzC7kQIof/BiwdFvPp/vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5BIYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps41Yy3WCxj3Q2o4VIo3kKBkncTzWkUSN4JJrezeueJayNi9YBZwv2IjpQIBaNorXZ/TJFkg2rNrbtzkVXwCqhBoeag+tUfxiyNuEImqTE9z03Qz6lGwSSfVvqp4QllEzriPYuKRtz4+XzbKTmzzpCEsbZPIZm7vydyGhmTRYHtjCiOzXJtZv5X66UYXvu5UEmKXLHFR2EqCcZkdjoZCs0ZyswCZVrYXQkbU00Z2oAqNgRv+eRVaF/UPcv3l7XGTRFHGU7gFM7BgytowB00oQUMHuEZXuHNiZ0X5935WLSWnGLmGP7I+fwBQn6O6A==</latexit><latexit sha1_base64="G/3LHqKbiQId+2vBz8Ij814GL8E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtOu3WzC7kQIof/BiwdFvPp/vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5BIYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps41Yy3WCxj3Q2o4VIo3kKBkncTzWkUSN4JJrezeueJayNi9YBZwv2IjpQIBaNorXZ/TJFkg2rNrbtzkVXwCqhBoeag+tUfxiyNuEImqTE9z03Qz6lGwSSfVvqp4QllEzriPYuKRtz4+XzbKTmzzpCEsbZPIZm7vydyGhmTRYHtjCiOzXJtZv5X66UYXvu5UEmKXLHFR2EqCcZkdjoZCs0ZyswCZVrYXQkbU00Z2oAqNgRv+eRVaF/UPcv3l7XGTRFHGU7gFM7BgytowB00oQUMHuEZXuHNiZ0X5935WLSWnGLmGP7I+fwBQn6O6A==</latexit><latexit sha1_base64="G/3LHqKbiQId+2vBz8Ij814GL8E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtOu3WzC7kQIof/BiwdFvPp/vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5BIYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps41Yy3WCxj3Q2o4VIo3kKBkncTzWkUSN4JJrezeueJayNi9YBZwv2IjpQIBaNorXZ/TJFkg2rNrbtzkVXwCqhBoeag+tUfxiyNuEImqTE9z03Qz6lGwSSfVvqp4QllEzriPYuKRtz4+XzbKTmzzpCEsbZPIZm7vydyGhmTRYHtjCiOzXJtZv5X66UYXvu5UEmKXLHFR2EqCcZkdjoZCs0ZyswCZVrYXQkbU00Z2oAqNgRv+eRVaF/UPcv3l7XGTRFHGU7gFM7BgytowB00oQUMHuEZXuHNiZ0X5935WLSWnGLmGP7I+fwBQn6O6A==</latexit>�g

<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�mg�̂
<latexit sha1_base64="vojMTkLUyAWVEJ03sgTD9fFs2h4=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgxpKIoMuiG5cV7AOaUCbTSTt2JgkzN0qJ/RQ3LhRx65e482+ctFlo64GBwzn3cs+cIBFcg+N8W6WV1bX1jfJmZWt7Z3fPru63dZwqylo0FrHqBkQzwSPWAg6CdRPFiAwE6wTj69zvPDCleRzdwSRhviTDiIecEjBS366eYomH2BsRwN69JDDq2zWn7syAl4lbkBoq0OzbX94gpqlkEVBBtO65TgJ+RhRwKti04qWaJYSOyZD1DI2IZNrPZtGn+NgoAxzGyrwI8Ez9vZERqfVEBmYyD6cXvVz8z+ulEF76GY+SFFhE54fCVGCIcd4DHnDFKIiJIYQqbrJiOiKKUDBtVUwJ7uKXl0n7rO4afntea1wVdZTRITpCJ8hFF6iBblATtRBFj+gZvaI368l6sd6tj/loySp2DtAfWJ8/g+qS3w==</latexit><latexit sha1_base64="vojMTkLUyAWVEJ03sgTD9fFs2h4=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgxpKIoMuiG5cV7AOaUCbTSTt2JgkzN0qJ/RQ3LhRx65e482+ctFlo64GBwzn3cs+cIBFcg+N8W6WV1bX1jfJmZWt7Z3fPru63dZwqylo0FrHqBkQzwSPWAg6CdRPFiAwE6wTj69zvPDCleRzdwSRhviTDiIecEjBS366eYomH2BsRwN69JDDq2zWn7syAl4lbkBoq0OzbX94gpqlkEVBBtO65TgJ+RhRwKti04qWaJYSOyZD1DI2IZNrPZtGn+NgoAxzGyrwI8Ez9vZERqfVEBmYyD6cXvVz8z+ulEF76GY+SFFhE54fCVGCIcd4DHnDFKIiJIYQqbrJiOiKKUDBtVUwJ7uKXl0n7rO4afntea1wVdZTRITpCJ8hFF6iBblATtRBFj+gZvaI368l6sd6tj/loySp2DtAfWJ8/g+qS3w==</latexit><latexit sha1_base64="vojMTkLUyAWVEJ03sgTD9fFs2h4=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgxpKIoMuiG5cV7AOaUCbTSTt2JgkzN0qJ/RQ3LhRx65e482+ctFlo64GBwzn3cs+cIBFcg+N8W6WV1bX1jfJmZWt7Z3fPru63dZwqylo0FrHqBkQzwSPWAg6CdRPFiAwE6wTj69zvPDCleRzdwSRhviTDiIecEjBS366eYomH2BsRwN69JDDq2zWn7syAl4lbkBoq0OzbX94gpqlkEVBBtO65TgJ+RhRwKti04qWaJYSOyZD1DI2IZNrPZtGn+NgoAxzGyrwI8Ez9vZERqfVEBmYyD6cXvVz8z+ulEF76GY+SFFhE54fCVGCIcd4DHnDFKIiJIYQqbrJiOiKKUDBtVUwJ7uKXl0n7rO4afntea1wVdZTRITpCJ8hFF6iBblATtRBFj+gZvaI368l6sd6tj/loySp2DtAfWJ8/g+qS3w==</latexit><latexit sha1_base64="vojMTkLUyAWVEJ03sgTD9fFs2h4=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgxpKIoMuiG5cV7AOaUCbTSTt2JgkzN0qJ/RQ3LhRx65e482+ctFlo64GBwzn3cs+cIBFcg+N8W6WV1bX1jfJmZWt7Z3fPru63dZwqylo0FrHqBkQzwSPWAg6CdRPFiAwE6wTj69zvPDCleRzdwSRhviTDiIecEjBS366eYomH2BsRwN69JDDq2zWn7syAl4lbkBoq0OzbX94gpqlkEVBBtO65TgJ+RhRwKti04qWaJYSOyZD1DI2IZNrPZtGn+NgoAxzGyrwI8Ez9vZERqfVEBmYyD6cXvVz8z+ulEF76GY+SFFhE54fCVGCIcd4DHnDFKIiJIYQqbrJiOiKKUDBtVUwJ7uKXl0n7rO4afntea1wVdZTRITpCJ8hFF6iBblATtRBFj+gZvaI368l6sd6tj/loySp2DtAfWJ8/g+qS3w==</latexit>

Nŷ
<latexit sha1_base64="JuLKlY1Vdh84oufamm51HrWh3wc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKthaaEPZbDft0s0m7k6EEPonvHhQxKt/x5v/xm2bg7a+sPDwzgw78waJFAZd99sprayurW+UNytb2zu7e9X9g7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeQPwfh6Wn944tqIWN1jlnA/okMlQsEoWqtzS3ojiiTrV2tu3Z2JLINXQA0KNfvVr94gZmnEFTJJjel6boJ+TjUKJvmk0ksNTygb0yHvWlQ04sbPZ/tOyIl1BiSMtX0Kycz9PZHTyJgsCmxnRHFkFmtT879aN8Xw0s+FSlLkis0/ClNJMCbT48lAaM5QZhYo08LuStiIasrQRlSxIXiLJy9D+6zuWb47rzWuijjKcATHcAoeXEADbqAJLWAg4Rle4c15dF6cd+dj3lpyiplD+CPn8wc2BY9q</latexit><latexit sha1_base64="JuLKlY1Vdh84oufamm51HrWh3wc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKthaaEPZbDft0s0m7k6EEPonvHhQxKt/x5v/xm2bg7a+sPDwzgw78waJFAZd99sprayurW+UNytb2zu7e9X9g7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeQPwfh6Wn944tqIWN1jlnA/okMlQsEoWqtzS3ojiiTrV2tu3Z2JLINXQA0KNfvVr94gZmnEFTJJjel6boJ+TjUKJvmk0ksNTygb0yHvWlQ04sbPZ/tOyIl1BiSMtX0Kycz9PZHTyJgsCmxnRHFkFmtT879aN8Xw0s+FSlLkis0/ClNJMCbT48lAaM5QZhYo08LuStiIasrQRlSxIXiLJy9D+6zuWb47rzWuijjKcATHcAoeXEADbqAJLWAg4Rle4c15dF6cd+dj3lpyiplD+CPn8wc2BY9q</latexit><latexit sha1_base64="JuLKlY1Vdh84oufamm51HrWh3wc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKthaaEPZbDft0s0m7k6EEPonvHhQxKt/x5v/xm2bg7a+sPDwzgw78waJFAZd99sprayurW+UNytb2zu7e9X9g7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeQPwfh6Wn944tqIWN1jlnA/okMlQsEoWqtzS3ojiiTrV2tu3Z2JLINXQA0KNfvVr94gZmnEFTJJjel6boJ+TjUKJvmk0ksNTygb0yHvWlQ04sbPZ/tOyIl1BiSMtX0Kycz9PZHTyJgsCmxnRHFkFmtT879aN8Xw0s+FSlLkis0/ClNJMCbT48lAaM5QZhYo08LuStiIasrQRlSxIXiLJy9D+6zuWb47rzWuijjKcATHcAoeXEADbqAJLWAg4Rle4c15dF6cd+dj3lpyiplD+CPn8wc2BY9q</latexit><latexit sha1_base64="JuLKlY1Vdh84oufamm51HrWh3wc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKthaaEPZbDft0s0m7k6EEPonvHhQxKt/x5v/xm2bg7a+sPDwzgw78waJFAZd99sprayurW+UNytb2zu7e9X9g7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeQPwfh6Wn944tqIWN1jlnA/okMlQsEoWqtzS3ojiiTrV2tu3Z2JLINXQA0KNfvVr94gZmnEFTJJjel6boJ+TjUKJvmk0ksNTygb0yHvWlQ04sbPZ/tOyIl1BiSMtX0Kycz9PZHTyJgsCmxnRHFkFmtT879aN8Xw0s+FSlLkis0/ClNJMCbT48lAaM5QZhYo08LuStiIasrQRlSxIXiLJy9D+6zuWb47rzWuijjKcATHcAoeXEADbqAJLWAg4Rle4c15dF6cd+dj3lpyiplD+CPn8wc2BY9q</latexit>
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Para lidiar con este ejemplo, es conveniente introducir dos bases cartesianas: La base

{ı̂, |̂}, donde ı̂ apunta hacia la derecha, y |̂ apunta hacia arriba, y la base {x̂, ŷ},

donde x̂ apunta a lo largo del plano inclinado (en descenso), e ŷ es normal al plano.

La relación entre ambas bases es

ı̂ = cos↵ x̂+ sin↵ ŷ, (2.20)

|̂ = � sin↵ x̂+ cos↵ ŷ. (2.21)

Hay dos agentes ejerciendo influencias sobre la part́ıcula: La Tierra, que ejerce una

atracción gravitacional sobre la part́ıcula hacia abajo, y la superficie, que evita que la

part́ıcula la atraviese. Ambas ejercen sus influencias a través de fuerzas. La primera

lo hace mediante la fuerza
~Fg = �mg|̂. (2.22)

El segundo agente lo hace mediante una fuerza normal ~N , que debemos determinar.

Algo debiera ser claro: la superficie sólo es capaz de ejercer una influencia sobre la

part́ıcula en la dirección normal a śı misma. Es decir, la fuerza normal ~N debe ser
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paralela a ŷ:
~N = Nŷ. (2.23)

Aqúı N es la magnitud de ~N , cuyo valor aun no conocemos. En principio puede ser

positivo o negativo, por lo que debemos permanecer agnósticos a su valor hasta que

la segunda ley de Newton nos entregue un veredicto. Veamos cómo funciona esto.

Tomando en cuenta los dos agentes, la segunda ley de Newton tiene la forma:

m
d
2
~r

dt2
= �mg|̂+ ŷN. (2.24)

Para desarrollar esta ecuación, escribamos el vector posición en términos de la base

{x̂, ŷ}:

~r = xx̂+ yŷ. (2.25)

Notemos que y debe ser constante, ya que la part́ıcula descansa sobre la superficie.

En consecuencia, la velocidad y aceleración vienen dadas por

~v = ẋx̂, ~a = ẍx̂. (2.26)

Luego, la segunda ley de Newton se puede escribir como

mẍx̂ = �mg(� sin↵ x̂+ cos↵ ŷ) + ŷN, (2.27)

donde usamos (2.21) para expresar |̂ en términos de x̂ e ŷ. Dado que los elementos

de la base cartesiana son linealmente independientes, podemos re-escribir la ecuación

anterior (que es una relación vectorial) como una colección de dos ecuaciones escalares:

ẍ = g sin↵, (2.28)

0 = �mg cos↵ +N. (2.29)

La segunda ecuación nos informa que N = mg cos↵, con lo que hemos aprendido que

la fuerza normal viene dada por ~N = mg cos↵ ŷ. Por añadidura, la ecuación restante

es una ecuación diferencial de segundo orden que nos informa cómo se desliza la

part́ıcula a lo largo de la superficie. Al integrarla, podemos obtener una expresión

para x(t) como función del tiempo.

Como hemos visto, en el ejemplo anterior la fuerza normal viene determinada por

una restricción cinemática: No conocemos el valor a priori de la fuerza normal, pero śı

sabemos que debe actuar en la dirección normal a la superficie (dado que la superficie

evita que la part́ıcula la atraviese). Lo que finalmente determinó el valor de ~N fue el
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hecho de que impusimos la condición de que y fuese constante, lo que hicimos a través

de una relación cinemática (la velocidad y aceleración en (2.26)). Esto nos permite

avizorar cómo lidiar con fuerzas normales en general. Estas deben apuntar siempre

en direcciones normales a las superficies o curvas que restringen el movimiento de la

part́ıcula estudiada, y sus valores finales vendrán determinados por la segunda ley de

Newton, a través de restricciones cinemáticas.

Veamos un segundo ejemplo: Una part́ıcula confinada al interior de un cilindro

hueco de radio R. Supongamos que en t = 0 la part́ıcula se encuentra en el punto

más bajo del cilindro, y determinemos la velocidad inicial ~v0 mı́nima que debe tener

(hacia la derecha) para que la part́ıcula pueda llegar al punto más alto (ver figura):

ı̂
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<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

�
<latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit>

�v0
<latexit sha1_base64="U6xPrmiRZurQ0l4CTBr3J2gOUKc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtIu3WzS3U2hhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVPHqWLYYLGIVTugGgWX2DDcCGwnCmkUCGwFo/t5vTVBpXksn8w0QT+iA8lDzqixVrs7QUYmPbdXrrhVdyGyDl4OFchV75W/uv2YpRFKwwTVuuO5ifEzqgxnAmelbqoxoWxEB9ixKGmE2s8W+87IhXX6JIyVfdKQhft7IqOR1tMosJ0RNUO9Wpub/9U6qQlv/YzLJDUo2fKjMBXExGR+POlzhcyIqQXKFLe7EjakijJjIyrZELzVk9eheVX1LD9eV2p3eRxFOINzuAQPbqAGD1CHBjAQ8Ayv8OaMnRfn3flYthacfOYU/sj5/AFnAI+J</latexit><latexit sha1_base64="U6xPrmiRZurQ0l4CTBr3J2gOUKc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtIu3WzS3U2hhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVPHqWLYYLGIVTugGgWX2DDcCGwnCmkUCGwFo/t5vTVBpXksn8w0QT+iA8lDzqixVrs7QUYmPbdXrrhVdyGyDl4OFchV75W/uv2YpRFKwwTVuuO5ifEzqgxnAmelbqoxoWxEB9ixKGmE2s8W+87IhXX6JIyVfdKQhft7IqOR1tMosJ0RNUO9Wpub/9U6qQlv/YzLJDUo2fKjMBXExGR+POlzhcyIqQXKFLe7EjakijJjIyrZELzVk9eheVX1LD9eV2p3eRxFOINzuAQPbqAGD1CHBjAQ8Ayv8OaMnRfn3flYthacfOYU/sj5/AFnAI+J</latexit><latexit sha1_base64="U6xPrmiRZurQ0l4CTBr3J2gOUKc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtIu3WzS3U2hhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVPHqWLYYLGIVTugGgWX2DDcCGwnCmkUCGwFo/t5vTVBpXksn8w0QT+iA8lDzqixVrs7QUYmPbdXrrhVdyGyDl4OFchV75W/uv2YpRFKwwTVuuO5ifEzqgxnAmelbqoxoWxEB9ixKGmE2s8W+87IhXX6JIyVfdKQhft7IqOR1tMosJ0RNUO9Wpub/9U6qQlv/YzLJDUo2fKjMBXExGR+POlzhcyIqQXKFLe7EjakijJjIyrZELzVk9eheVX1LD9eV2p3eRxFOINzuAQPbqAGD1CHBjAQ8Ayv8OaMnRfn3flYthacfOYU/sj5/AFnAI+J</latexit><latexit sha1_base64="U6xPrmiRZurQ0l4CTBr3J2gOUKc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtIu3WzS3U2hhP4JLx4U8erf8ea/cdvmoK0vLDy8M8POvEEiuDau++0UNja3tneKu6W9/YPDo/LxSVPHqWLYYLGIVTugGgWX2DDcCGwnCmkUCGwFo/t5vTVBpXksn8w0QT+iA8lDzqixVrs7QUYmPbdXrrhVdyGyDl4OFchV75W/uv2YpRFKwwTVuuO5ifEzqgxnAmelbqoxoWxEB9ixKGmE2s8W+87IhXX6JIyVfdKQhft7IqOR1tMosJ0RNUO9Wpub/9U6qQlv/YzLJDUo2fKjMBXExGR+POlzhcyIqQXKFLe7EjakijJjIyrZELzVk9eheVX1LD9eV2p3eRxFOINzuAQPbqAGD1CHBjAQ8Ayv8OaMnRfn3flYthacfOYU/sj5/AFnAI+J</latexit>

�N
<latexit sha1_base64="ZAT6nowdPN3huLsS8jy/0kSn/tM=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKtgPaEPZbCft2k027G4KJfQ/ePGgiFf/jzf/jds2B219YeHhnRl25g0SwbVx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj5papophg0khVTugGgWPsWG4EdhOFNIoENgKRrezemuMSnMZP5pJgn5EBzEPOaPGWs3uGBm575UrbtWdi6yCl0MFctV75a9uX7I0wtgwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdizGNELtZ/Ntp+TMOn0SSmVfbMjc/T2R0UjrSRTYzoiaoV6uzcz/ap3UhNd+xuMkNRizxUdhKoiRZHY66XOFzIiJBcoUt7sSNqSKMmMDKtkQvOWTV6F5UfUsP1xWajd5HEU4gVM4Bw+uoAZ3UIcGMHiCZ3iFN0c6L86787FoLTj5zDH8kfP5AwL4jr4=</latexit><latexit sha1_base64="ZAT6nowdPN3huLsS8jy/0kSn/tM=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKtgPaEPZbCft2k027G4KJfQ/ePGgiFf/jzf/jds2B219YeHhnRl25g0SwbVx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj5papophg0khVTugGgWPsWG4EdhOFNIoENgKRrezemuMSnMZP5pJgn5EBzEPOaPGWs3uGBm575UrbtWdi6yCl0MFctV75a9uX7I0wtgwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdizGNELtZ/Ntp+TMOn0SSmVfbMjc/T2R0UjrSRTYzoiaoV6uzcz/ap3UhNd+xuMkNRizxUdhKoiRZHY66XOFzIiJBcoUt7sSNqSKMmMDKtkQvOWTV6F5UfUsP1xWajd5HEU4gVM4Bw+uoAZ3UIcGMHiCZ3iFN0c6L86787FoLTj5zDH8kfP5AwL4jr4=</latexit><latexit sha1_base64="ZAT6nowdPN3huLsS8jy/0kSn/tM=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKtgPaEPZbCft2k027G4KJfQ/ePGgiFf/jzf/jds2B219YeHhnRl25g0SwbVx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj5papophg0khVTugGgWPsWG4EdhOFNIoENgKRrezemuMSnMZP5pJgn5EBzEPOaPGWs3uGBm575UrbtWdi6yCl0MFctV75a9uX7I0wtgwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdizGNELtZ/Ntp+TMOn0SSmVfbMjc/T2R0UjrSRTYzoiaoV6uzcz/ap3UhNd+xuMkNRizxUdhKoiRZHY66XOFzIiJBcoUt7sSNqSKMmMDKtkQvOWTV6F5UfUsP1xWajd5HEU4gVM4Bw+uoAZ3UIcGMHiCZ3iFN0c6L86787FoLTj5zDH8kfP5AwL4jr4=</latexit><latexit sha1_base64="ZAT6nowdPN3huLsS8jy/0kSn/tM=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKtgPaEPZbCft2k027G4KJfQ/ePGgiFf/jzf/jds2B219YeHhnRl25g0SwbVx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj5papophg0khVTugGgWPsWG4EdhOFNIoENgKRrezemuMSnMZP5pJgn5EBzEPOaPGWs3uGBm575UrbtWdi6yCl0MFctV75a9uX7I0wtgwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdizGNELtZ/Ntp+TMOn0SSmVfbMjc/T2R0UjrSRTYzoiaoV6uzcz/ap3UhNd+xuMkNRizxUdhKoiRZHY66XOFzIiJBcoUt7sSNqSKMmMDKtkQvOWTV6F5UfUsP1xWajd5HEU4gVM4Bw+uoAZ3UIcGMHiCZ3iFN0c6L86787FoLTj5zDH8kfP5AwL4jr4=</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

mgı̂
<latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit>
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<latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit>

Para describir el movimiento de la part́ıcula, será útil trabajar con coordenadas

ciĺındricas, de tal forma que el ángulo � describa el ángulo de la part́ıcula con re-

specto a la vertical. Dado que la part́ıcula está confinada al interior del cilindro, ésta

siempre estará a una distancia R del centro. Luego, la posición de la part́ıcula vendrá

dada por

~r = R⇢̂. (2.30)

Notemos que al determinar que la distancia de la part́ıcula al centro es R, ya estamos

imponiendo una restricción cinemática (⇢ = R). De aqúı sigue que la velocidad y

aceleración vienen dadas por

~v = R�̇�̂, (2.31)

~a = R�̈�̂ � R�̇
2
⇢̂. (2.32)

Lo que resta, es identificar a los agentes, y escribir sus fuerzas asociadas. Estos son

la atracción gravitacional, con una fuerza ~Fg = mgı̂, y la superficie, con una normal
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~N = �N ⇢̂. Notemos que hemos insertado un signo negativo para escribir ~N con la

expectativa de que la fuerza normal apunte hacia el centro del cilindro. No estamos

obligados en forzar este signo, ya que la segunda ley de Newton determinará el valor

de N , el que podŕıa ser positivo o negativo. De cualquier forma, mantengamos el

signo negativo, y esperemos a ver dónde nos lleva el desarrollo. La segunda ley de

Newton tiene la forma:

m(R�̈�̂ � R�̇
2
⇢̂) = mgı̂ � N ⇢̂. (2.33)

Para proseguir, notemos que ı̂ = ⇢̂ cos� � �̂ sin�. Insertando esta relación en la

segunda ley de Newton, podemos deducir dos ecuaciones escalares, una para las com-

ponentes multiplicando ⇢̂, y otra para las componentes multiplicando �̂:

�mR�̇
2 = mg cos� � N, (2.34)

mR�̈ = �mg sin�. (2.35)

La primera ecuación, nos entrega la fuerza normal en términos de cantidades cinemáticas

N = mR�̇
2 + mg cos�. Mientras tanto, la segunda ecuación es una ecuación de

movimiento (corresponde a una ecuación diferencial de segundo orden) para el ángulo:

�̈+
g

R
sin� = 0. (2.36)

Para conocer N , debemos conocer �̇. Esto es posible a partir de (2.36). Si multipli-

camos la ecuación de movimiento por �̇ obtenemos

�̇�̈+
g

R
sin��̇ = 0. (2.37)

Notemos ahora que, gracias a la regla de la cadena, el primer término se puede re-

escribir como

�̇�̈ =
1

2

d

dt
(�̇2). (2.38)

Similarmente, el segundo término puede ser re-escrito como

g

R
sin��̇ = �

g

R

d

dt
cos�. (2.39)

Insertando estos resultados de regreso en (2.37), obtenemos

d

dt

✓
1

2
�̇
2
�

g

R
cos�

◆
= 0. (2.40)
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Esto quiere decir que el paréntesis es una constante:

1

2
�̇
2
�

g

R
cos� = C. (2.41)

Dado que C es una constante, para determinar su valor basta con evaluarla en

cualquier tiempo. Por ejemplo, sabemos que en t = 0, se cumplen � = 0 y R�̇ = v0.

Luego, sigue que

C =
1

2

v
2
0

R2
�

g

R
. (2.42)

Reemplazando este resultado de vuelta en (2.41) obtenemos la dependencia de �̇
2 en

�:

�̇
2 =

v
2
0

R2
+ 2

g

R
(cos� � 1) . (2.43)

Recordemos que hab́ıamos obtenido N = mR�̇
2+mg cos�, por lo que ahora podemos

escribir una expresión para N como función de �:

N(�) = m
v
2
0

R
+mg (3 cos� � 2) . (2.44)

Este resultado nos revela la fuerza que ejerce la superficie sobre la part́ıcula para

que se mantenga pegada al cilindro (para que no lo atraviese). Cuando N = 0, la

superficie interna deja de ejercer una fuerza, lo que significa que la part́ıcula comienza

a volar libremente (y las ecuaciones anteriores dejan de ser válidas, ya que ⇢ dejará

de ser R). Lo que deseamos conocer es el valor de v0 mı́nimo para que la part́ıcula

pueda llegar hasta el punto más alto del cilindro. Esto requiere que N � 0 desde

� = 0 hasta � = ⇡. Aplicando esta condición sobre N(�) encontramos que la rapidez

mı́nima es

v0 =
p

5Rg. (2.45)

2.6 Estrategia general para resolver problemas de dinámica

Habiendo introducido la fuerza normal, ya estamos en condiciones de delinear un

esquema general para resolver problemas de dinámica. La clave está en comenzar por

la cinemática. Dado un problema donde el objetivo es determinar las ecuaciones de

movimiento de una part́ıcula, los pasos a seguir son:

1. Elegir el sistema de coordinadas y las bases para describir la posición de la

part́ıcula involucrados en el problema.
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2. Determinar las restricciones cinemáticas, y calcular la velocidad y aceleración

de la part́ıcula.

3. Identificar los agentes que afectan el movimiento de la part́ıcula, y escribir las

fuerzas.

4. Escribir la segunda ley de Newton, y descomponer la ecuación vectorial en las

ecuaciones escalares correspondientes a las componentes de la base elegida.

5. Si es posible, resolver las ecuaciones.

Como ejemplo, consideremos el siguiente problema: Considere una part́ıcula de

masa m confinada a moverse a lo largo del interior de un tubo horizontal delgado, el

cual gira alrededor de un eje vertical con rapidez angular constante !0 (ver figura).

Si en t = 0 la part́ıcula se encuentra en reposo con respecto al tubo, y a una distancia

R0 del eje, determine su posición para todo t > 0.

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>
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m
<latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit>

Resolvamos el problema paso por paso:

Paso 1: Dado que la part́ıcula solo puede desplazarse a lo largo de un tubo que gira

en torno a un eje fijo, es natural elegir el origen del sistema en el extremo fijo del

tubo, y utilizar coordenadas (y la base) ciĺındricas para describir la posición de la

part́ıcula. Luego, la posición de la part́ıcula viene dada por

~r = ⇢⇢̂. (2.46)

Dado que la altura de la part́ıcula no cambia, estamos usando z = 0 por simplicidad.

La siguiente figura describe el uso de las coordenadas ciĺındricas para describir la

configuración del sistema:

47



�0
<latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="+aLuM7hBjfSpPGsoNqtXi57l3Ts=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIrsqMCLosunFZwV6kM5RMmumE5jIkZ4RS+hRuXCji1sdx59uYtrPQ1h8CH/85h5zzx5ngFnz/2yutrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjttW5oaxFtdCmGxPLBFesBRwE62aGERkL1olHt7N654kZy7V6gHHGIkmGiiecEnDWY5gSwKFJdb9a8+v+XHgVggJqqFCzX/0KB5rmkimggljbC/wMogkxwKlg00qYW5YROiJD1nOoiGQ2mswXnuIz5wxwoo17CvDc/T0xIdLasYxdpySQ2uXazPyv1sshuY4mXGU5MEUXHyW5wKDx7Ho84IZREGMHhBrudsU0JYZQcBlVXAjB8smr0L6oB47vL2uNmyKOMjpBp+gcBegKNdAdaqIWokiiZ/SK3jzjvXjv3seiteQVM8foj7zPH3+nkDI=</latexit><latexit sha1_base64="+aLuM7hBjfSpPGsoNqtXi57l3Ts=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIrsqMCLosunFZwV6kM5RMmumE5jIkZ4RS+hRuXCji1sdx59uYtrPQ1h8CH/85h5zzx5ngFnz/2yutrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjttW5oaxFtdCmGxPLBFesBRwE62aGERkL1olHt7N654kZy7V6gHHGIkmGiiecEnDWY5gSwKFJdb9a8+v+XHgVggJqqFCzX/0KB5rmkimggljbC/wMogkxwKlg00qYW5YROiJD1nOoiGQ2mswXnuIz5wxwoo17CvDc/T0xIdLasYxdpySQ2uXazPyv1sshuY4mXGU5MEUXHyW5wKDx7Ho84IZREGMHhBrudsU0JYZQcBlVXAjB8smr0L6oB47vL2uNmyKOMjpBp+gcBegKNdAdaqIWokiiZ/SK3jzjvXjv3seiteQVM8foj7zPH3+nkDI=</latexit><latexit sha1_base64="+aLuM7hBjfSpPGsoNqtXi57l3Ts=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIrsqMCLosunFZwV6kM5RMmumE5jIkZ4RS+hRuXCji1sdx59uYtrPQ1h8CH/85h5zzx5ngFnz/2yutrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjttW5oaxFtdCmGxPLBFesBRwE62aGERkL1olHt7N654kZy7V6gHHGIkmGiiecEnDWY5gSwKFJdb9a8+v+XHgVggJqqFCzX/0KB5rmkimggljbC/wMogkxwKlg00qYW5YROiJD1nOoiGQ2mswXnuIz5wxwoo17CvDc/T0xIdLasYxdpySQ2uXazPyv1sshuY4mXGU5MEUXHyW5wKDx7Ho84IZREGMHhBrudsU0JYZQcBlVXAjB8smr0L6oB47vL2uNmyKOMjpBp+gcBegKNdAdaqIWokiiZ/SK3jzjvXjv3seiteQVM8foj7zPH3+nkDI=</latexit><latexit sha1_base64="+aLuM7hBjfSpPGsoNqtXi57l3Ts=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIrsqMCLosunFZwV6kM5RMmumE5jIkZ4RS+hRuXCji1sdx59uYtrPQ1h8CH/85h5zzx5ngFnz/2yutrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjttW5oaxFtdCmGxPLBFesBRwE62aGERkL1olHt7N654kZy7V6gHHGIkmGiiecEnDWY5gSwKFJdb9a8+v+XHgVggJqqFCzX/0KB5rmkimggljbC/wMogkxwKlg00qYW5YROiJD1nOoiGQ2mswXnuIz5wxwoo17CvDc/T0xIdLasYxdpySQ2uXazPyv1sshuY4mXGU5MEUXHyW5wKDx7Ho84IZREGMHhBrudsU0JYZQcBlVXAjB8smr0L6oB47vL2uNmyKOMjpBp+gcBegKNdAdaqIWokiiZ/SK3jzjvXjv3seiteQVM8foj7zPH3+nkDI=</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit>

k̂
<latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit>

m
<latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�
<latexit sha1_base64="CpdYegJCW2yChGXxnPALpbxZvu0=">AAAB7HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrYW2qVk02wbmk2WZFYoS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYXAg/vzJCZN0qlsOj7315pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4eta3ODOMtpqU2nYhaLoXiLRQoeSc1nCaR5I/R+HZWf3zixgqtHnCS8jChQyViwSg6q9UzI0361Zpf9+ciqxAUUINCzX71qzfQLEu4Qiaptd3ATzHMqUHBJJ9WepnlKWVjOuRdh4om3Ib5fNkpOXPOgMTauKeQzN3fEzlNrJ0kketMKI7scm1m/lfrZhhfh7lQaYZcscVHcSYJajK7nAyE4QzlxAFlRrhdCRtRQxm6fCouhGD55FVoX9QDx/eXtcZNEUcZTuAUziGAK2jAHTShBQwEPMMrvHnKe/HevY9Fa8krZo7hj7zPH3a9jnE=</latexit><latexit sha1_base64="CpdYegJCW2yChGXxnPALpbxZvu0=">AAAB7HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrYW2qVk02wbmk2WZFYoS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYXAg/vzJCZN0qlsOj7315pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4eta3ODOMtpqU2nYhaLoXiLRQoeSc1nCaR5I/R+HZWf3zixgqtHnCS8jChQyViwSg6q9UzI0361Zpf9+ciqxAUUINCzX71qzfQLEu4Qiaptd3ATzHMqUHBJJ9WepnlKWVjOuRdh4om3Ib5fNkpOXPOgMTauKeQzN3fEzlNrJ0kketMKI7scm1m/lfrZhhfh7lQaYZcscVHcSYJajK7nAyE4QzlxAFlRrhdCRtRQxm6fCouhGD55FVoX9QDx/eXtcZNEUcZTuAUziGAK2jAHTShBQwEPMMrvHnKe/HevY9Fa8krZo7hj7zPH3a9jnE=</latexit><latexit sha1_base64="CpdYegJCW2yChGXxnPALpbxZvu0=">AAAB7HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrYW2qVk02wbmk2WZFYoS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYXAg/vzJCZN0qlsOj7315pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4eta3ODOMtpqU2nYhaLoXiLRQoeSc1nCaR5I/R+HZWf3zixgqtHnCS8jChQyViwSg6q9UzI0361Zpf9+ciqxAUUINCzX71qzfQLEu4Qiaptd3ATzHMqUHBJJ9WepnlKWVjOuRdh4om3Ib5fNkpOXPOgMTauKeQzN3fEzlNrJ0kketMKI7scm1m/lfrZhhfh7lQaYZcscVHcSYJajK7nAyE4QzlxAFlRrhdCRtRQxm6fCouhGD55FVoX9QDx/eXtcZNEUcZTuAUziGAK2jAHTShBQwEPMMrvHnKe/HevY9Fa8krZo7hj7zPH3a9jnE=</latexit><latexit sha1_base64="CpdYegJCW2yChGXxnPALpbxZvu0=">AAAB7HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrYW2qVk02wbmk2WZFYoS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYXAg/vzJCZN0qlsOj7315pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4eta3ODOMtpqU2nYhaLoXiLRQoeSc1nCaR5I/R+HZWf3zixgqtHnCS8jChQyViwSg6q9UzI0361Zpf9+ciqxAUUINCzX71qzfQLEu4Qiaptd3ATzHMqUHBJJ9WepnlKWVjOuRdh4om3Ib5fNkpOXPOgMTauKeQzN3fEzlNrJ0kketMKI7scm1m/lfrZhhfh7lQaYZcscVHcSYJajK7nAyE4QzlxAFlRrhdCRtRQxm6fCouhGD55FVoX9QDx/eXtcZNEUcZTuAUziGAK2jAHTShBQwEPMMrvHnKe/HevY9Fa8krZo7hj7zPH3a9jnE=</latexit>

�
<latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

ı̂
<latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit>

k̂
<latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit>

Paso 2: A partir de la expresión (2.46), vemos que la velocidad y la aceleración

vienen dadas por

~v = ⇢̇⇢̂+ ⇢�̇�̂, (2.47)

~a = (⇢̈ � ⇢�̇
2)⇢̂+ (2⇢̇�̇+ ⇢�̈)�̂. (2.48)

Sin embargo, notemos que el ángulo � crece de tal forma que �̇ = !0. Esto significa

que �̈ = 0. Luego, la velocidad y aceleración pueden ser re-escritas como

~v = ⇢̇⇢̂+ ⇢!0�̂, (2.49)

~a = (⇢̈ � ⇢!
2
0)⇢̂+ 2⇢̇ !0�̂. (2.50)

Incidentalmente, si usamos la definición de velocidad angular, es directo constatar

que ~! = !0k̂.

Paso 3: Identifiquemos los agentes afectando el movimiento de la part́ıcula. En

primer lugar, tenemos la fuerza gravitacional, que apunta en la dirección �k̂. Por lo

tanto, ésta tiene la forma
~Fg = �mgk̂. (2.51)

El segundo agente es el tubo, que mantiene a la part́ıcula confinada sobre una ĺınea

recta (aunque girando). En consecuencia, la fuerza normal debe ser un vector normal a

la recta, lo cual es equivalente a que ~N sea perpendicular a ⇢̂. ¿Pero en qué dirección?

Eso no lo sabremos hasta escribir la segunda ley de Newton, lo que haremos en el

paso 4. Por ahora, a lo único que podemos acertar es que ~N es perpendicular a ⇢̂, y

por lo tanto debe tener la forma

~N = N��̂+Nzk̂. (2.52)
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Por ahora, las componentes N� y Nz son incógnitas que parametrizan nuestra igno-

rancia. La siguiente figura muestra a las fuerzas actuando sobre la part́ıcula puntual:

�0
<latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="+aLuM7hBjfSpPGsoNqtXi57l3Ts=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIrsqMCLosunFZwV6kM5RMmumE5jIkZ4RS+hRuXCji1sdx59uYtrPQ1h8CH/85h5zzx5ngFnz/2yutrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjttW5oaxFtdCmGxPLBFesBRwE62aGERkL1olHt7N654kZy7V6gHHGIkmGiiecEnDWY5gSwKFJdb9a8+v+XHgVggJqqFCzX/0KB5rmkimggljbC/wMogkxwKlg00qYW5YROiJD1nOoiGQ2mswXnuIz5wxwoo17CvDc/T0xIdLasYxdpySQ2uXazPyv1sshuY4mXGU5MEUXHyW5wKDx7Ho84IZREGMHhBrudsU0JYZQcBlVXAjB8smr0L6oB47vL2uNmyKOMjpBp+gcBegKNdAdaqIWokiiZ/SK3jzjvXjv3seiteQVM8foj7zPH3+nkDI=</latexit><latexit sha1_base64="+aLuM7hBjfSpPGsoNqtXi57l3Ts=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIrsqMCLosunFZwV6kM5RMmumE5jIkZ4RS+hRuXCji1sdx59uYtrPQ1h8CH/85h5zzx5ngFnz/2yutrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjttW5oaxFtdCmGxPLBFesBRwE62aGERkL1olHt7N654kZy7V6gHHGIkmGiiecEnDWY5gSwKFJdb9a8+v+XHgVggJqqFCzX/0KB5rmkimggljbC/wMogkxwKlg00qYW5YROiJD1nOoiGQ2mswXnuIz5wxwoo17CvDc/T0xIdLasYxdpySQ2uXazPyv1sshuY4mXGU5MEUXHyW5wKDx7Ho84IZREGMHhBrudsU0JYZQcBlVXAjB8smr0L6oB47vL2uNmyKOMjpBp+gcBegKNdAdaqIWokiiZ/SK3jzjvXjv3seiteQVM8foj7zPH3+nkDI=</latexit><latexit sha1_base64="+aLuM7hBjfSpPGsoNqtXi57l3Ts=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIrsqMCLosunFZwV6kM5RMmumE5jIkZ4RS+hRuXCji1sdx59uYtrPQ1h8CH/85h5zzx5ngFnz/2yutrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjttW5oaxFtdCmGxPLBFesBRwE62aGERkL1olHt7N654kZy7V6gHHGIkmGiiecEnDWY5gSwKFJdb9a8+v+XHgVggJqqFCzX/0KB5rmkimggljbC/wMogkxwKlg00qYW5YROiJD1nOoiGQ2mswXnuIz5wxwoo17CvDc/T0xIdLasYxdpySQ2uXazPyv1sshuY4mXGU5MEUXHyW5wKDx7Ho84IZREGMHhBrudsU0JYZQcBlVXAjB8smr0L6oB47vL2uNmyKOMjpBp+gcBegKNdAdaqIWokiiZ/SK3jzjvXjv3seiteQVM8foj7zPH3+nkDI=</latexit><latexit sha1_base64="+aLuM7hBjfSpPGsoNqtXi57l3Ts=">AAAB8HicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIrsqMCLosunFZwV6kM5RMmumE5jIkZ4RS+hRuXCji1sdx59uYtrPQ1h8CH/85h5zzx5ngFnz/2yutrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjttW5oaxFtdCmGxPLBFesBRwE62aGERkL1olHt7N654kZy7V6gHHGIkmGiiecEnDWY5gSwKFJdb9a8+v+XHgVggJqqFCzX/0KB5rmkimggljbC/wMogkxwKlg00qYW5YROiJD1nOoiGQ2mswXnuIz5wxwoo17CvDc/T0xIdLasYxdpySQ2uXazPyv1sshuY4mXGU5MEUXHyW5wKDx7Ho84IZREGMHhBrudsU0JYZQcBlVXAjB8smr0L6oB47vL2uNmyKOMjpBp+gcBegKNdAdaqIWokiiZ/SK3jzjvXjv3seiteQVM8foj7zPH3+nkDI=</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit><latexit sha1_base64="A1O22qoNOterIHcY8TNuKCygZ7w=">AAAB8HicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2QJpTNdtMs3WzC7kQopb/CiwdFvPpzvPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5hJYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps014y3WCpT3Q2p4VIo3kKBknczzWkSSt4JR7ezeueJayNS9YDjjAcJHSoRCUbRWo9+TJH4WSz61Zpbd+ciq+AVUINCzX71yx+kLE+4QiapMT3PzTCYUI2CST6t+LnhGWUjOuQ9i4om3AST+cJTcmadAYlSbZ9CMnd/T0xoYsw4CW1nQjE2y7WZ+V+tl2N0HUyEynLkii0+inJJMCWz68lAaM5Qji1QpoXdlbCYasrQZlSxIXjLJ69C+6LuWb6/rDVuijjKcAKncA4eXEED7qAJLWCQwDO8wpujnRfn3flYtJacYuYY/sj5/AFzg5Aq</latexit>

k̂
<latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit>

m
<latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�
<latexit sha1_base64="CpdYegJCW2yChGXxnPALpbxZvu0=">AAAB7HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrYW2qVk02wbmk2WZFYoS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYXAg/vzJCZN0qlsOj7315pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4eta3ODOMtpqU2nYhaLoXiLRQoeSc1nCaR5I/R+HZWf3zixgqtHnCS8jChQyViwSg6q9UzI0361Zpf9+ciqxAUUINCzX71qzfQLEu4Qiaptd3ATzHMqUHBJJ9WepnlKWVjOuRdh4om3Ib5fNkpOXPOgMTauKeQzN3fEzlNrJ0kketMKI7scm1m/lfrZhhfh7lQaYZcscVHcSYJajK7nAyE4QzlxAFlRrhdCRtRQxm6fCouhGD55FVoX9QDx/eXtcZNEUcZTuAUziGAK2jAHTShBQwEPMMrvHnKe/HevY9Fa8krZo7hj7zPH3a9jnE=</latexit><latexit sha1_base64="CpdYegJCW2yChGXxnPALpbxZvu0=">AAAB7HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrYW2qVk02wbmk2WZFYoS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYXAg/vzJCZN0qlsOj7315pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4eta3ODOMtpqU2nYhaLoXiLRQoeSc1nCaR5I/R+HZWf3zixgqtHnCS8jChQyViwSg6q9UzI0361Zpf9+ciqxAUUINCzX71qzfQLEu4Qiaptd3ATzHMqUHBJJ9WepnlKWVjOuRdh4om3Ib5fNkpOXPOgMTauKeQzN3fEzlNrJ0kketMKI7scm1m/lfrZhhfh7lQaYZcscVHcSYJajK7nAyE4QzlxAFlRrhdCRtRQxm6fCouhGD55FVoX9QDx/eXtcZNEUcZTuAUziGAK2jAHTShBQwEPMMrvHnKe/HevY9Fa8krZo7hj7zPH3a9jnE=</latexit><latexit sha1_base64="CpdYegJCW2yChGXxnPALpbxZvu0=">AAAB7HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrYW2qVk02wbmk2WZFYoS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYXAg/vzJCZN0qlsOj7315pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4eta3ODOMtpqU2nYhaLoXiLRQoeSc1nCaR5I/R+HZWf3zixgqtHnCS8jChQyViwSg6q9UzI0361Zpf9+ciqxAUUINCzX71qzfQLEu4Qiaptd3ATzHMqUHBJJ9WepnlKWVjOuRdh4om3Ib5fNkpOXPOgMTauKeQzN3fEzlNrJ0kketMKI7scm1m/lfrZhhfh7lQaYZcscVHcSYJajK7nAyE4QzlxAFlRrhdCRtRQxm6fCouhGD55FVoX9QDx/eXtcZNEUcZTuAUziGAK2jAHTShBQwEPMMrvHnKe/HevY9Fa8krZo7hj7zPH3a9jnE=</latexit><latexit sha1_base64="CpdYegJCW2yChGXxnPALpbxZvu0=">AAAB7HicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCrYW2qVk02wbmk2WZFYoS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYXAg/vzJCZN0qlsOj7315pbX1jc6u8XdnZ3ds/qB4eta3ODOMtpqU2nYhaLoXiLRQoeSc1nCaR5I/R+HZWf3zixgqtHnCS8jChQyViwSg6q9UzI0361Zpf9+ciqxAUUINCzX71qzfQLEu4Qiaptd3ATzHMqUHBJJ9WepnlKWVjOuRdh4om3Ib5fNkpOXPOgMTauKeQzN3fEzlNrJ0kketMKI7scm1m/lfrZhhfh7lQaYZcscVHcSYJajK7nAyE4QzlxAFlRrhdCRtRQxm6fCouhGD55FVoX9QDx/eXtcZNEUcZTuAUziGAK2jAHTShBQwEPMMrvHnKe/HevY9Fa8krZo7hj7zPH3a9jnE=</latexit>

�
<latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

ı̂
<latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit>

k̂
<latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit><latexit sha1_base64="MJyThnKFklopy6PRXWSIJbn84M0=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk02wbm02WZFYopf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmlZnhvEG01KbdkQtl0LxBgqUvJ0aTpNI8lY0up3VW0/cWKHVA45THiZ0oEQsGEVnNbtDimTUK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+ZlnCFTJJre0EforhhBoUTPJpqZtZnlI2ogPecahowm04mW87JWfO6ZNYG/cUkrn7e2JCE2vHSeQ6E4pDu1ybmf/VOhnG1+FEqDRDrtjioziTBDWZnU76wnCGcuyAMiPcroQNqaEMXUAlF0KwfPIqNC+qgeP7y0rtJo+jCCdwCucQwBXU4A7q0AAGj/AMr/Dmae/Fe/c+Fq0FL585hj/yPn8ALUaO2g==</latexit>

�mgk̂
<latexit sha1_base64="13vol4NTAyQRn2Kn0O3X4ShNP1o=">AAAB83icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8GJJRNBj0YvHCvYDmlA22027dLMJuxOhhP4NLx4U8eqf8ea/cdvmoK0vLDy8M8PMvmEqhUHX/XZKa+sbm1vl7crO7t7+QfXwqG2STDPeYolMdDekhkuheAsFSt5NNadxKHknHN/N6p0nro1I1CNOUh7EdKhEJBhFa/kXJCZD4o8oknG/WnPr7lxkFbwCalCo2a9++YOEZTFXyCQ1pue5KQY51SiY5NOKnxmeUjamQ96zqGjMTZDPb56SM+sMSJRo+xSSuft7IqexMZM4tJ0xxZFZrs3M/2q9DKObIBcqzZArtlgUZZJgQmYBkIHQnKGcWKBMC3srYSOqKUMbU8WG4C1/eRXal3XP8sNVrXFbxFGGEziFc/DgGhpwD01oAYMUnuEV3pzMeXHenY9Fa8kpZo7hj5zPHy2+kHc=</latexit><latexit sha1_base64="13vol4NTAyQRn2Kn0O3X4ShNP1o=">AAAB83icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8GJJRNBj0YvHCvYDmlA22027dLMJuxOhhP4NLx4U8eqf8ea/cdvmoK0vLDy8M8PMvmEqhUHX/XZKa+sbm1vl7crO7t7+QfXwqG2STDPeYolMdDekhkuheAsFSt5NNadxKHknHN/N6p0nro1I1CNOUh7EdKhEJBhFa/kXJCZD4o8oknG/WnPr7lxkFbwCalCo2a9++YOEZTFXyCQ1pue5KQY51SiY5NOKnxmeUjamQ96zqGjMTZDPb56SM+sMSJRo+xSSuft7IqexMZM4tJ0xxZFZrs3M/2q9DKObIBcqzZArtlgUZZJgQmYBkIHQnKGcWKBMC3srYSOqKUMbU8WG4C1/eRXal3XP8sNVrXFbxFGGEziFc/DgGhpwD01oAYMUnuEV3pzMeXHenY9Fa8kpZo7hj5zPHy2+kHc=</latexit><latexit sha1_base64="13vol4NTAyQRn2Kn0O3X4ShNP1o=">AAAB83icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8GJJRNBj0YvHCvYDmlA22027dLMJuxOhhP4NLx4U8eqf8ea/cdvmoK0vLDy8M8PMvmEqhUHX/XZKa+sbm1vl7crO7t7+QfXwqG2STDPeYolMdDekhkuheAsFSt5NNadxKHknHN/N6p0nro1I1CNOUh7EdKhEJBhFa/kXJCZD4o8oknG/WnPr7lxkFbwCalCo2a9++YOEZTFXyCQ1pue5KQY51SiY5NOKnxmeUjamQ96zqGjMTZDPb56SM+sMSJRo+xSSuft7IqexMZM4tJ0xxZFZrs3M/2q9DKObIBcqzZArtlgUZZJgQmYBkIHQnKGcWKBMC3srYSOqKUMbU8WG4C1/eRXal3XP8sNVrXFbxFGGEziFc/DgGhpwD01oAYMUnuEV3pzMeXHenY9Fa8kpZo7hj5zPHy2+kHc=</latexit><latexit sha1_base64="13vol4NTAyQRn2Kn0O3X4ShNP1o=">AAAB83icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8GJJRNBj0YvHCvYDmlA22027dLMJuxOhhP4NLx4U8eqf8ea/cdvmoK0vLDy8M8PMvmEqhUHX/XZKa+sbm1vl7crO7t7+QfXwqG2STDPeYolMdDekhkuheAsFSt5NNadxKHknHN/N6p0nro1I1CNOUh7EdKhEJBhFa/kXJCZD4o8oknG/WnPr7lxkFbwCalCo2a9++YOEZTFXyCQ1pue5KQY51SiY5NOKnxmeUjamQ96zqGjMTZDPb56SM+sMSJRo+xSSuft7IqexMZM4tJ0xxZFZrs3M/2q9DKObIBcqzZArtlgUZZJgQmYBkIHQnKGcWKBMC3srYSOqKUMbU8WG4C1/eRXal3XP8sNVrXFbxFGGEziFc/DgGhpwD01oAYMUnuEV3pzMeXHenY9Fa8kpZo7hj5zPHy2+kHc=</latexit>

�N
<latexit sha1_base64="ZAT6nowdPN3huLsS8jy/0kSn/tM=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKtgPaEPZbCft2k027G4KJfQ/ePGgiFf/jzf/jds2B219YeHhnRl25g0SwbVx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj5papophg0khVTugGgWPsWG4EdhOFNIoENgKRrezemuMSnMZP5pJgn5EBzEPOaPGWs3uGBm575UrbtWdi6yCl0MFctV75a9uX7I0wtgwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdizGNELtZ/Ntp+TMOn0SSmVfbMjc/T2R0UjrSRTYzoiaoV6uzcz/ap3UhNd+xuMkNRizxUdhKoiRZHY66XOFzIiJBcoUt7sSNqSKMmMDKtkQvOWTV6F5UfUsP1xWajd5HEU4gVM4Bw+uoAZ3UIcGMHiCZ3iFN0c6L86787FoLTj5zDH8kfP5AwL4jr4=</latexit><latexit sha1_base64="ZAT6nowdPN3huLsS8jy/0kSn/tM=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKtgPaEPZbCft2k027G4KJfQ/ePGgiFf/jzf/jds2B219YeHhnRl25g0SwbVx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj5papophg0khVTugGgWPsWG4EdhOFNIoENgKRrezemuMSnMZP5pJgn5EBzEPOaPGWs3uGBm575UrbtWdi6yCl0MFctV75a9uX7I0wtgwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdizGNELtZ/Ntp+TMOn0SSmVfbMjc/T2R0UjrSRTYzoiaoV6uzcz/ap3UhNd+xuMkNRizxUdhKoiRZHY66XOFzIiJBcoUt7sSNqSKMmMDKtkQvOWTV6F5UfUsP1xWajd5HEU4gVM4Bw+uoAZ3UIcGMHiCZ3iFN0c6L86787FoLTj5zDH8kfP5AwL4jr4=</latexit><latexit sha1_base64="ZAT6nowdPN3huLsS8jy/0kSn/tM=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKtgPaEPZbCft2k027G4KJfQ/ePGgiFf/jzf/jds2B219YeHhnRl25g0SwbVx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj5papophg0khVTugGgWPsWG4EdhOFNIoENgKRrezemuMSnMZP5pJgn5EBzEPOaPGWs3uGBm575UrbtWdi6yCl0MFctV75a9uX7I0wtgwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdizGNELtZ/Ntp+TMOn0SSmVfbMjc/T2R0UjrSRTYzoiaoV6uzcz/ap3UhNd+xuMkNRizxUdhKoiRZHY66XOFzIiJBcoUt7sSNqSKMmMDKtkQvOWTV6F5UfUsP1xWajd5HEU4gVM4Bw+uoAZ3UIcGMHiCZ3iFN0c6L86787FoLTj5zDH8kfP5AwL4jr4=</latexit><latexit sha1_base64="ZAT6nowdPN3huLsS8jy/0kSn/tM=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKtgPaEPZbCft2k027G4KJfQ/ePGgiFf/jzf/jds2B219YeHhnRl25g0SwbVx3W+nsLa+sblV3C7t7O7tH5QPj5papophg0khVTugGgWPsWG4EdhOFNIoENgKRrezemuMSnMZP5pJgn5EBzEPOaPGWs3uGBm575UrbtWdi6yCl0MFctV75a9uX7I0wtgwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdizGNELtZ/Ntp+TMOn0SSmVfbMjc/T2R0UjrSRTYzoiaoV6uzcz/ap3UhNd+xuMkNRizxUdhKoiRZHY66XOFzIiJBcoUt7sSNqSKMmMDKtkQvOWTV6F5UfUsP1xWajd5HEU4gVM4Bw+uoAZ3UIcGMHiCZ3iFN0c6L86787FoLTj5zDH8kfP5AwL4jr4=</latexit>

Paso 4: Ya estamos listos para escribir la segunda ley de Newton. Juntando la

aceleración (2.50) con la fuerza de atracción gravitacional y la fuerza normal escrita

del paso anterior, encontramos:

m(⇢̈ � ⇢!
2
0)⇢̂+ 2m⇢̇ !0�̂ = �mgk̂ +N��̂+Nzk̂. (2.53)

Luego, dado que los elementos de las bases ⇢̂, �̂ y k̂ son linealmente independientes,

podemos deducir las siguientes tres ecuaciones escalares:

m(⇢̈ � ⇢!
2
0) = 0, (2.54)

2m⇢̇ !0 = N�, (2.55)

0 = �mg +Nz. (2.56)

Estas son las ecuaciones resultantes de la segunda ley. Una de ellas, la primera, es una

ecuación de movimiento consistente en una ecuación diferencial ordinaria de segundo

orden, lineal, y homogénea. Las otras dos son ecuaciones que revelan el valor de la

fuerza normal, cuyas componentes eran, hasta ahora, incógnitas:

N� = 2m⇢̇ !0, (2.57)

Nz = mg. (2.58)

Por cierto, para conocer exactamente N�, debemos conocer la rapidez ⇢̇ a lo largo

del tubo. Para ello, debemos resolver la ecuación restante, lo que haremos en el paso 5.
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Paso 5: No siempre es posible resolver una ecuación de movimiento de forma

anaĺıtica. En este caso, tenemos la fortuna de contar con una ecuación bastante

sencilla:

⇢̈ � !
2
0⇢ = 0. (2.59)

Además, contamos con las condiciones iniciales ⇢ = R0 y ⇢̇ = 0 (en t = 0 la part́ıcula

está en reposo con respecto al tubo). Una regla básica para resolver ecuaciones

diferenciales, es que el número de soluciones linealmente independientes debe ser igual

al orden de la ecuación. Por ejemplo, supongamos que contamos con dos soluciones

de (2.59), denotadas como u1(t) y u2(t). Entonces, dado que es una ecuación lineal,

podemos escribir la solución general como una combinación lineal de ambas soluciones

⇢(t) = Au1(t) + Bu2(t), (2.60)

donde A y B son constantes de integración, que vendrán determinadas por las condi-

ciones iniciales. Para encontrar u1 y u2, podemos simplemente adivinarlas. Cuando

los coeficientes de una ecuación diferencial ordinaria (y lineal) son constantes, en-

tonces podemos utilizar la siguiente adivinanza:

u(t) = e
�t
, (2.61)

donde � es una constante. Veamos quá pasa si reemplazamos esta adivinanza en

(2.59). Dado que u̇ = �u y ü = �
2
u, es directo constatar que

�
2 = !

2
0. (2.62)

Esto significa que tenemos dos soluciones para el parámetro �:

�1 = +!0, �2 = �!0. (2.63)

En consecuencia, tenemos dos soluciones distintas para u(t):

u1(t) = e
+!0t, u2(t) = e

�!0t. (2.64)

Ya no necesitamos buscar más soluciones, dado que sabemos que el número de solu-

ciones linealmente independientes debe ser 2. Luego, la solución general de (2.59)

viene dada por:

⇢(t) = Ae
+!0t +Be

�!0t. (2.65)

Como paso final, impongamos las condiciones iniciales. Para ello, debemos conocer

la rapidez ⇢̇, la cual, de acuerdo a (2.65), viene dada por

⇢̇(t) = !0Ae
+!0t � !0Be

�!0t. (2.66)
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En t = 0 tenemos ⇢̇ = 0. Por lo tanto, es directo ver que B = A. Usando este

resultado en (2.65), vemos que

⇢(t) = 2A cosh!0t. (2.67)

Finalmente, dado que ⇢ = R0 en t = 0, vemos que 2A = R0, de donde sigue que

⇢(t) = R0 cosh!0t, (2.68)

lo que revela que la part́ıcula continuará moviéndose a lo largo del tubo con una

rapidez cada vez mayor, hasta alcanzar el extremo del tubo. Este resultado, a su vez,

nos permite conocer el valor de N� como función del tiempo.

2.7 Tensión

La tensión (usualmente designada con ~T ) es otro tipo de fuerza de contacto, pero

que se ejerce a distancia, a través de cuerdas, varillas, u otros dispositivos similares.

En este caso, la cuerda o varilla es solo el medio a través del cual la influencia de

un agente se transmite. La regla básica, es que ~T debe apuntar a lo largo del medio

(cuerda o varilla). Revisemos el siguiente ejemplo clásico: el péndulo.

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�
<latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit>

m
<latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit>

ı̂
<latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

mgı̂
<latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit>

�T
<latexit sha1_base64="xYi9fnJ658oT7luEXNuOXYyBu+E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxQr+gDWWznbRrN9mwuymU0P/gxYMiXv0/3vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWmZKoZNJoVUnYBqFDzGpuFGYCdRSKNAYDsY38/r7QkqzWXcMNME/YgOYx5yRo21Wr0JMtLolytu1V2IrIOXQwVy1fvlr95AsjTC2DBBte56bmL8jCrDmcBZqZdqTCgb0yF2LcY0Qu1ni21n5MI6AxJKZV9syML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37G4yQ1GLPlR2EqiJFkfjoZcIXMiKkFyhS3uxI2oooyYwMq2RC81ZPXoXVV9Sw/Xldqd3kcRTiDc7gED26gBg9QhyYweIJneIU3RzovzrvzsWwtOPnMKfyR8/kDDBCOxA==</latexit><latexit sha1_base64="xYi9fnJ658oT7luEXNuOXYyBu+E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxQr+gDWWznbRrN9mwuymU0P/gxYMiXv0/3vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWmZKoZNJoVUnYBqFDzGpuFGYCdRSKNAYDsY38/r7QkqzWXcMNME/YgOYx5yRo21Wr0JMtLolytu1V2IrIOXQwVy1fvlr95AsjTC2DBBte56bmL8jCrDmcBZqZdqTCgb0yF2LcY0Qu1ni21n5MI6AxJKZV9syML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37G4yQ1GLPlR2EqiJFkfjoZcIXMiKkFyhS3uxI2oooyYwMq2RC81ZPXoXVV9Sw/Xldqd3kcRTiDc7gED26gBg9QhyYweIJneIU3RzovzrvzsWwtOPnMKfyR8/kDDBCOxA==</latexit><latexit sha1_base64="xYi9fnJ658oT7luEXNuOXYyBu+E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxQr+gDWWznbRrN9mwuymU0P/gxYMiXv0/3vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWmZKoZNJoVUnYBqFDzGpuFGYCdRSKNAYDsY38/r7QkqzWXcMNME/YgOYx5yRo21Wr0JMtLolytu1V2IrIOXQwVy1fvlr95AsjTC2DBBte56bmL8jCrDmcBZqZdqTCgb0yF2LcY0Qu1ni21n5MI6AxJKZV9syML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37G4yQ1GLPlR2EqiJFkfjoZcIXMiKkFyhS3uxI2oooyYwMq2RC81ZPXoXVV9Sw/Xldqd3kcRTiDc7gED26gBg9QhyYweIJneIU3RzovzrvzsWwtOPnMKfyR8/kDDBCOxA==</latexit><latexit sha1_base64="xYi9fnJ658oT7luEXNuOXYyBu+E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxQr+gDWWznbRrN9mwuymU0P/gxYMiXv0/3vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWmZKoZNJoVUnYBqFDzGpuFGYCdRSKNAYDsY38/r7QkqzWXcMNME/YgOYx5yRo21Wr0JMtLolytu1V2IrIOXQwVy1fvlr95AsjTC2DBBte56bmL8jCrDmcBZqZdqTCgb0yF2LcY0Qu1ni21n5MI6AxJKZV9syML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37G4yQ1GLPlR2EqiJFkfjoZcIXMiKkFyhS3uxI2oooyYwMq2RC81ZPXoXVV9Sw/Xldqd3kcRTiDc7gED26gBg9QhyYweIJneIU3RzovzrvzsWwtOPnMKfyR8/kDDBCOxA==</latexit>

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

En este ejemplo, los agentes afectando el movimiento de m son la Tierra (a través de

su atracción gravitacional) y el techo, que lo hace a través de la cuerda. En efecto,

hay una cuerda que une el techo, a partir del origen O, con la cuerda. La cuerda

transmite una fuerza, debida al techo, que llamaremos tensión (~T ). Si trabajamos

con coordenadas ciĺındricas, entonces la posición de la masa es (paso 1)

~r = L⇢̂, (2.69)
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donde L es el largo de la cuerda. Luego, la velocidad y la aceleración serán (paso 2)

~v = L�̇�̂, (2.70)

~a = L�̈�̂ � L�̇
2
⇢̂. (2.71)

Veamos ahora las fuerzas (paso 3). La fuerza gravitacional es ~Fg = mgı̂. Por su parte,

la fuerza que ejerce el techo sobre m es transmitida por la cuerda en forma de tensión

T̂ , que debe ser paralela a ⇢̂:
~T = T ⇢̂. (2.72)

Notemos que la expresión anterior parece estar en contradicción con la figura, donde

la tensión apunta desde la masa hacia el origen del sistema (en la dirección �⇢̂). Pero

esto no es aśı: la cantidad T es una incógnita, y su signo aún debe ser revelado por

la segunda ley de Newton. Escribamos ahora la segunda ley de Newton (paso 4):

m(L�̈�̂ � L�̇
2
⇢̂) = mg(cos�⇢̂ � sin��̂) + T ⇢̂, (2.73)

donde reemplazamos ı̂ = cos�⇢̂ � sin��̂ en la fuerza de gravedad. Ahora vemos que

las dos ecuaciones escalares son:

�mL�̇
2 = mg cos�+ T, (2.74)

mL�̈ = �mg sin�. (2.75)

Notemos que estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (2.34) y (2.35) obtenidas

para una part́ıcula al interior de un cilindro. En el presente problema, la tensión

cumple el mismo rol de la normal. En esta oportunidad, la ecuación (2.74) revela que

la incógnita T viene dada por

T = �mL�̇
2
� mg cos�, (2.76)

de donde se aprecia que, si � < ⇡/2, entonces necesariamente T es negativo, y ~T

apunta en el sentido contrario a ⇢̂ (tal como en la figura). Para finalizar, notemos

que la ecuación (2.75) puede ser re-escrita como la siguiente ecuación diferencial de

segundo orden:

�̈+
g

L
sin� = 0. (2.77)

2.8 Del péndulo al oscilador armónico

En nuestro análisis del péndulo, visto en la sección anterior, llegamos a la ecuación

de movimiento (2.77) que describe la evolución temporal del ángulo �. Consideremos
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el caso en que el péndulo oscila de tal forma que el ángulo � nunca se aleja mucho de

� = 0. Es decir, examinemos la situación � ⌧ ⇡. En tal caso, podemos aproximar

sin� ' �, y la ecuación adquiere la forma

�̈+ !
2
0� = 0, (2.78)

donde definimos !0 ⌘
p

g/L. Ya veremos qué rol cumple !0. Esta es la ecuación

de un oscilador armónico. Salvo un signo, ésta se parece mucho a la ecuación (2.59).

Para resolver esta ecuación, sigamos la misma estrategia empleada en dicha ocasión:

Busquemos soluciones u1(t) y u2(t) simplemente adivinándolas. Si las encontramos,

la solución general para � será:

�(t) = Au1(t) + Bu2(t), (2.79)

Al igual que con (2.59), utilicemos la siguiente adivinanza:

u(t) = e
�t
, (2.80)

donde � es una constante. Reemplazando esta expresión en (2.78), obtenemos

�
2 = �!

2
0. (2.81)

Dado que !0 es una constante real, vemos que la ecuación algebraica anterior implica

dos posibles valores para el parámetro �:

�1 = +i!0, �2 = �i!0. (2.82)

Esto, a su vez, implica dos soluciones distintas para u(t)

u1(t) = e
+i!0t, u2(t) = e

�i!0t. (2.83)

Luego, la solución general para el ángulo será:

�(t) = Ae
+i!0t +Be

�i!0t. (2.84)

Aqúı podŕıa incomodarnos la presencia del número imaginario i. Sabemos que el

ángulo �(t) debe ser una función real. Sin embargo, aún no hemos determinado

los valores de A y B, que dependen de las condiciones iniciales. Supongamos que

en tiempo t = t0, el péndulo tiene una configuración tal que el ángulo es �0, y su

derivada temporal es �̇0. Derivando (2.84) con respecto al tiempo, obtenemos

�̇(t) = i!0Ae
+i!0t � i!0Be

�i!0t. (2.85)
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Luego, imponiendo �(t0) = �0 y �̇(t0) = �̇0, obtenemos las siguientes dos ecuaciones

algebraicas:

Ae
+i!0t0 +Be

�i!0t0 = �0, (2.86)

i!0Ae
+i!0t0 � i!0Be

�i!0t0 = �̇0. (2.87)

Estas ecuaciones nos permiten concluir que

A =
1

2

✓
�0 +

1

i!0
�̇0

◆
e
�i!0t0 , (2.88)

B =
1

2

✓
�0 �

1

i!0
�̇0

◆
e
+i!0t0 . (2.89)

Para finalizar, si insertemos estas expresiones de vuelta en (2.84), obtenemos:

�(t) = �0 cos (!0(t � t0)) +
1

!0
�̇0 sin (!0(t � t0)) . (2.90)

Ahora śı, podemos estar satisfechos. La solución final satisface las condiciones ini-

ciales, y es es real, tal como debe ser. Notemos que la solución consiste en la combi-

nación lineal de un seno y un coseno. Esto implica que la solución es oscilatoria, tal

como lo muestra la siguiente figura (donde �̇0 = 0):

�(t)
<latexit sha1_base64="TxDmZa5hsu94eFQHquDW2q2fvBE=">AAAB7nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AI9VJ2RdBj0YvHCvYD2qVk07QNzWZDMiuUpT/CiwdFvPp7vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG2kpLPr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmzZJDeMNlsjEtCNquRSKN1Cg5G1tOI0jyVvR+G5Wbz1xY0WiHnGieRjToRIDwSg6q9XVI1HBi16p7Ff9ucgqBDmUIVe9V/rq9hOWxlwhk9TaTuBrDDNqUDDJp8VuarmmbEyHvONQ0ZjbMJuvOyXnzumTQWLcU0jm7u+JjMbWTuLIdcYUR3a5NjP/q3VSHNyEmVA6Ra7Y4qNBKgkmZHY76QvDGcqJA8qMcLsSNqKGMnQJFV0IwfLJq9C8rAaOH67Ktds8jgKcwhlUIIBrqME91KEBDMbwDK/w5mnvxXv3Phata14+cwJ/5H3+ALKMjyI=</latexit><latexit sha1_base64="TxDmZa5hsu94eFQHquDW2q2fvBE=">AAAB7nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AI9VJ2RdBj0YvHCvYD2qVk07QNzWZDMiuUpT/CiwdFvPp7vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG2kpLPr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmzZJDeMNlsjEtCNquRSKN1Cg5G1tOI0jyVvR+G5Wbz1xY0WiHnGieRjToRIDwSg6q9XVI1HBi16p7Ff9ucgqBDmUIVe9V/rq9hOWxlwhk9TaTuBrDDNqUDDJp8VuarmmbEyHvONQ0ZjbMJuvOyXnzumTQWLcU0jm7u+JjMbWTuLIdcYUR3a5NjP/q3VSHNyEmVA6Ra7Y4qNBKgkmZHY76QvDGcqJA8qMcLsSNqKGMnQJFV0IwfLJq9C8rAaOH67Ktds8jgKcwhlUIIBrqME91KEBDMbwDK/w5mnvxXv3Phata14+cwJ/5H3+ALKMjyI=</latexit><latexit sha1_base64="TxDmZa5hsu94eFQHquDW2q2fvBE=">AAAB7nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AI9VJ2RdBj0YvHCvYD2qVk07QNzWZDMiuUpT/CiwdFvPp7vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG2kpLPr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmzZJDeMNlsjEtCNquRSKN1Cg5G1tOI0jyVvR+G5Wbz1xY0WiHnGieRjToRIDwSg6q9XVI1HBi16p7Ff9ucgqBDmUIVe9V/rq9hOWxlwhk9TaTuBrDDNqUDDJp8VuarmmbEyHvONQ0ZjbMJuvOyXnzumTQWLcU0jm7u+JjMbWTuLIdcYUR3a5NjP/q3VSHNyEmVA6Ra7Y4qNBKgkmZHY76QvDGcqJA8qMcLsSNqKGMnQJFV0IwfLJq9C8rAaOH67Ktds8jgKcwhlUIIBrqME91KEBDMbwDK/w5mnvxXv3Phata14+cwJ/5H3+ALKMjyI=</latexit><latexit sha1_base64="TxDmZa5hsu94eFQHquDW2q2fvBE=">AAAB7nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AI9VJ2RdBj0YvHCvYD2qVk07QNzWZDMiuUpT/CiwdFvPp7vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG2kpLPr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmzZJDeMNlsjEtCNquRSKN1Cg5G1tOI0jyVvR+G5Wbz1xY0WiHnGieRjToRIDwSg6q9XVI1HBi16p7Ff9ucgqBDmUIVe9V/rq9hOWxlwhk9TaTuBrDDNqUDDJp8VuarmmbEyHvONQ0ZjbMJuvOyXnzumTQWLcU0jm7u+JjMbWTuLIdcYUR3a5NjP/q3VSHNyEmVA6Ra7Y4qNBKgkmZHY76QvDGcqJA8qMcLsSNqKGMnQJFV0IwfLJq9C8rAaOH67Ktds8jgKcwhlUIIBrqME91KEBDMbwDK/w5mnvxXv3Phata14+cwJ/5H3+ALKMjyI=</latexit>

�0t
<latexit sha1_base64="JdPAGMeNGvYDT+ShzC1E6gjnLTc=">AAAB8XicbZBNSwMxEIaz9avWr6pHL8EieCq7Iuix6MVjBfuB7VKy6WwbmmSXZFYopf/CiwdFvPpvvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjbJDIcGT2Ri2hGzIIWGBgqU0E4NMBVJaEWj21m99QTGikQ/4DiFULGBFrHgDJ312E0UDFjPp9grV/yqPxddhSCHCslV75W/uv2EZwo0csms7QR+iuGEGRRcwrTUzSykjI/YADoONVNgw8l84yk9c06fxolxTyOdu78nJkxZO1aR61QMh3a5NjP/q3UyjK/DidBphqD54qM4kxQTOjuf9oUBjnLsgHEj3K6UD5lhHF1IJRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPo0hOyCk5JwG5IjVyR+qkQTjR5Jm8kjfPei/eu/exaC14+cwx+SPv8wfoUpBm</latexit><latexit sha1_base64="JdPAGMeNGvYDT+ShzC1E6gjnLTc=">AAAB8XicbZBNSwMxEIaz9avWr6pHL8EieCq7Iuix6MVjBfuB7VKy6WwbmmSXZFYopf/CiwdFvPpvvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjbJDIcGT2Ri2hGzIIWGBgqU0E4NMBVJaEWj21m99QTGikQ/4DiFULGBFrHgDJ312E0UDFjPp9grV/yqPxddhSCHCslV75W/uv2EZwo0csms7QR+iuGEGRRcwrTUzSykjI/YADoONVNgw8l84yk9c06fxolxTyOdu78nJkxZO1aR61QMh3a5NjP/q3UyjK/DidBphqD54qM4kxQTOjuf9oUBjnLsgHEj3K6UD5lhHF1IJRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPo0hOyCk5JwG5IjVyR+qkQTjR5Jm8kjfPei/eu/exaC14+cwx+SPv8wfoUpBm</latexit><latexit sha1_base64="JdPAGMeNGvYDT+ShzC1E6gjnLTc=">AAAB8XicbZBNSwMxEIaz9avWr6pHL8EieCq7Iuix6MVjBfuB7VKy6WwbmmSXZFYopf/CiwdFvPpvvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjbJDIcGT2Ri2hGzIIWGBgqU0E4NMBVJaEWj21m99QTGikQ/4DiFULGBFrHgDJ312E0UDFjPp9grV/yqPxddhSCHCslV75W/uv2EZwo0csms7QR+iuGEGRRcwrTUzSykjI/YADoONVNgw8l84yk9c06fxolxTyOdu78nJkxZO1aR61QMh3a5NjP/q3UyjK/DidBphqD54qM4kxQTOjuf9oUBjnLsgHEj3K6UD5lhHF1IJRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPo0hOyCk5JwG5IjVyR+qkQTjR5Jm8kjfPei/eu/exaC14+cwx+SPv8wfoUpBm</latexit><latexit sha1_base64="JdPAGMeNGvYDT+ShzC1E6gjnLTc=">AAAB8XicbZBNSwMxEIaz9avWr6pHL8EieCq7Iuix6MVjBfuB7VKy6WwbmmSXZFYopf/CiwdFvPpvvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6VSWPT9b6+wtr6xuVXcLu3s7u0flA+PmjbJDIcGT2Ri2hGzIIWGBgqU0E4NMBVJaEWj21m99QTGikQ/4DiFULGBFrHgDJ312E0UDFjPp9grV/yqPxddhSCHCslV75W/uv2EZwo0csms7QR+iuGEGRRcwrTUzSykjI/YADoONVNgw8l84yk9c06fxolxTyOdu78nJkxZO1aR61QMh3a5NjP/q3UyjK/DidBphqD54qM4kxQTOjuf9oUBjnLsgHEj3K6UD5lhHF1IJRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPo0hOyCk5JwG5IjVyR+qkQTjR5Jm8kjfPei/eu/exaC14+cwx+SPv8wfoUpBm</latexit>

2.9 Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden

Para reforzar nuestra experiencia con ecuaciones diferenciales, veamos ahora el caso

de la siguiente ecuación diferencial ordinaria lineal de segundo orden:

ẍ+ 2�ẋ+ �x = f0, (2.91)
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donde �, � y f0 son constantes reales. El oscilador armónico visto en la sección

anterior es un caso particular de esta ecuación, con � = 0 y f0 = 0. A la configuración

estática en la cual ẍ = 0 y ẋ = 0 se le llama configuración de equilibrio estático, la

cual corresponde a

xe ⌘
f0

�
. (2.92)

Supongamos que sabemos que en t = t0 se cumple

x(t0) = x0, ẋ(t0) = ẋ0. (2.93)

Para resolver la ecuación (2.91) con condiciones iniciales (2.93), primero eliminemos

el término inhomogéneo f0, que aparece en el lado derecho. Para ello, escribamos

x(t) = xe+ y(t), donde xe es la coordenada que satisface el equilibrio estático. En tal

caso, es directo ver que la siguiente ecuación es satisfecha por la coordenada y:

ÿ + 2�ẏ + �y = 0. (2.94)

Esta es una ecuación homogénea, lo que significa que puede ser satisfecha por la

solución trivial y = 0. Lo importante es que esta ecuación es levemente más sencilla

que la anterior. Ahora podemos intentar resolverla mediante una adivinanza de la

forma:

u(t) = e
�t
. (2.95)

Esta adivinanza nos entrega la siguiente ecuación algebraica:

�
2 + 2�� + � = 0, (2.96)

la que tiene las siguientes dos soluciones:

�1 = �� +
p

�2 � �, �2 = �� �

p
�2 � �. (2.97)

De esta forma, las dos soluciones buscadas para la ecuación (2.94), son

u1(t) = e
��t

e

p
�2�� t

, u2(t) = e
��t

e

p
�2�� t

, (2.98)

lo que da la siguiente solución general para (2.94):

y(t) = Ae
��t

e

p
�2�� t +Be

��t
e
�

p
�2�� t

, (2.99)

donde A y B son constantes de integración. En consecuencia, recordando que x(t) =

y(t) + c0, con c0 = f0/�, vemos que la solución general para la ecuación inicial (2.91)

viene dada por

x(t) =
f0

�
+ Ae

��t
e

p
�2�� t +Be

��t
e
�

p
�2�� t

. (2.100)
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Como veremos más adelante, en situaciones relevantes para la mecánica, encon-

traremos que � > 0. Por otro lado, como ya hemos visto, � puede ser positivo o

negativo. Sin embargo, lo crucial para determinar la dependencia temporal de x(t)

es conocer el signo de la combinación �
2
� �. Veamos a continuación los dos casos

relevantes.

2.9.1 Caso �
2
> �

En este caso tenemos �
2
� � > 0, y por lo tanto e

p
�2��t y e

�

p
�2��t son funciones

reales. Para simplificar la notación, definamos

⌦ ⌘

p
�2 � �. (2.101)

Luego, la solución general del sistema es

x(t) = xe + Ae
�(��⌦)t +Be

�(�+⌦)t
. (2.102)

Además, la primera derivada con respecto al tiempo es:

ẋ(t) = �(� � ⌦)Ae�(��⌦)t
� (� + ⌦)Be

�(�+⌦)t
. (2.103)

Entonces, las condiciones iniciales (2.93) implican:

xe + Ae
�(��⌦)t0 +Be

�(�+⌦)t0 = x0, (2.104)

�(� � ⌦)Ae�(��⌦)t0 � (� + ⌦)Be
�(�+⌦)t0 = ẋ0. (2.105)

Estas ecuaciones pueden ser resueltas, para encontrar:

A =
1

2⌦
[ẋ0 + (� + ⌦) (x0 � xe)] e

+(��⌦)t0 , (2.106)

B = �
1

2⌦
[ẋ0 + (� � ⌦) (x0 � xe)] e

+(�+⌦)t0 . (2.107)

De esta forma, finalmente encontramos:

x(t) = xe + e
��(t�t0) (x0 � xe) cosh [⌦(t � t0)]

+
1

⌦
e
��(t�t0) [ẋ0 + � (x0 � xe)] sinh [⌦(t � t0)] . (2.108)
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2.9.2 Caso �
2
< �

En este caso tenemos �
2
� � < 0, y por lo tanto e

p
�2��t y e

�

p
�2��t son funciones

complejas. Para simplificar la notación, definamos

⌦ ⌘

p
� � �2. (2.109)

Luego, la solución general del sistema, y su primera derivada temporal, son

x(t) = xe + Ae
�(��i⌦)t +Be

�(�+i⌦)t
, (2.110)

ẋ(t) = �(� � ⌦)Ae�(��⌦)t
� (� + ⌦)Be

�(�+⌦)t
. (2.111)

Repitiendo los mismos pasos para el caso anterior, en esta oportunidad las condiciones

iniciales (2.93) implican:

xe + Ae
�(��i⌦)t0 +Be

�(�+i⌦)t0 = x0, (2.112)

�(� � i⌦)Ae�(��i⌦)t0 � (� + i⌦)Be
�(�+i⌦)t0 = ẋ0. (2.113)

De esta manera, podemos determinar que las constantes de integración A y B son

A =
1

2i⌦
[ẋ0 + (� + i⌦) (x0 � xe)] e

+(��i⌦)t0 , (2.114)

B = �
1

2i⌦
[ẋ0 + (� � i⌦) (x0 � xe)] e

+(�+i⌦)t0 , (2.115)

de donde la solución general es

x(t) = xe + e
��(t�t0) (x0 � xe) cos [⌦(t � t0)]

+
1

⌦
e
��(t�t0) [ẋ0 + � (x0 � xe)] sin [⌦(t � t0)] . (2.116)

Más adelante, volveremos a las soluciones (2.108) y (2.116) para analizar sistemas

concretos.

2.9.3 Caso �
2 = �

Para analiza este caso, podemos tomar el ĺımite ⌦ ! 0 de cualquiera de los dos casos

anteriores. Por ejemplo, en el ĺımite ⌦ ! 0, la ecuación (2.116) nos brinda

x(t) = xe + e
��(t�t0) (x0 � xe) + e

��(t�t0) [ẋ0 + � (x0 � xe)] (t � t0). (2.117)
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2.10 Problemas con dos part́ıculas

Como veremos, la estrategia descrita en la Sección 2.6 puede ser usada con cualquier

tipo de problema que involucre la segunda ley de Newton, incluso en situaciones donde

participan más de una part́ıcula. Para apreciar esto, veamos la siguiente variante del

problema analizado en la Sección 2.6, en donde ahora hay dos part́ıculas confinadas

al tubo, atadas por una cuerda inextensible de largo L (ver siguiente figura):

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�0
<latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit>

m1
<latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit>

m2
<latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit>O

<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

Determinemos las ecuaciones de movimiento para las masas siguiendo los mismos

pasos. Paso 1: En esta oportunidad, tenemos dos masas que considerar. Podemos

utilizar coordenadas ciĺındricas para los vectores posición de ambas masas:

~r1 = ⇢1⇢̂, (2.118)

~r2 = ⇢2⇢̂. (2.119)

Paso 2: Dado que las masas están conectadas mediante una cuerda inextensible,

debemos considerar la siguiente restricción cinemática:

⇢1 � ⇢2 = L. (2.120)

Luego, necesariamente se cumplen ⇢̇2 = ⇢̇1 y ⇢̈2 = ⇢̈1, de donde las velocidades y

aceleraciones de ambas masas son

~v1 = ⇢̇1⇢̂+ ⇢1!0�̂, (2.121)

~a1 = (⇢̈1 � ⇢1!
2
0)⇢̂+ 2⇢̇1 !0�̂, (2.122)

~v2 = ⇢̇1⇢̂+ (⇢1 � L)!0�̂, (2.123)

~a2 =
�
⇢̈1 � (⇢1 � L)!2

0

�
⇢̂+ 2⇢̇1 !0�̂. (2.124)
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Es decir, todas las cantidades cinemáticas relevantes pueden ser escritas en términos

de ⇢1 y sus derivadas. Paso 3: Ya estamos familiarizados con dos de los tres agentes

actuando sobre m1: la Tierra, con una fuerza ~Fg1 = �m1gk̂, el tubo, con una fuerza

normal ~N1 = N�,1�̂ + Nz,1k̂. El tercer agente es m2, quien lo hace a través de la

cuerda, en forma de tensión. Es decir, la fuerza que ejerce m2 sobre m1 tiene la

forma:
~F21 = �T ⇢̂, (2.125)

donde T es la tensión de la cuerda, que por ahora permanecerá como una incógnita.

Por otro lado, sobre la masa m2 actúan la fuerza de gravitacional ~Fg2 = �m2gk̂,

la normal ejercida por el tubo ~N2 = N�,2�̂ + Nz,2k̂, y la fuerza ~F12 ejercida por

m1, transmitida por la cuerda. Gracias a la tercera ley de Newton, sabemos que
~F12 = �~F21 y, por lo tanto, podemos escribir

~F12 = +T ⇢̂. (2.126)

Paso 4: Ahora debemos escribir la ley de Newton válida para cada masa. Reuniendo

los resultados de los pasos 2 y 3, vemos que las ecuaciones de movimiento para ambas

masas son

m1(⇢̈1 � ⇢1!
2
0)⇢̂+ 2m1⇢̇1 !0�̂ = �m1gk̂ +N�,1�̂+Nz,1k̂ � T ⇢̂, (2.127)

m2

�
⇢̈1 � (⇢1 � L)!2

0

�
⇢̂+ 2m2⇢̇1 !0�̂ = �m2gk̂ +N�,2�̂+Nz,2k̂ + T ⇢̂. (2.128)

Estas ecuaciones pueden ser descompuestas en 3 ecuaciones escalares cada una, dando

origen a la siguiente lista de ecuaciones:

m1(⇢̈1 � ⇢1!
2
0) = �T, (2.129)

2m1⇢̇1 !0 = N�,1, (2.130)

0 = �m1g +Nz,1, (2.131)

m2

�
⇢̈1 � (⇢1 � L)!2

0

�
= +T, (2.132)

2m2⇢̇1 !0 = N�,2, (2.133)

0 = �m2g +Nz,2. (2.134)

Las ecuaciones (2.130), (2.131), (2.133) y (2.134) nos entregan los valores de las

incógnitas N�,1, Nz,1, N�,2 y Nz,2. Mientras tanto, las ecuaciones (2.129) y (2.132)

pueden combinadas, dando como resultado las siguientes dos ecuaciones:

⇢̈1 � ⇢1!
2
0 = �

m2L

m1 +m2
!
2
0, (2.135)

T = L!
2
0

m1m2

m1 +m2
. (2.136)
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La primera ecuación, es una ecuación de movimiento para ⇢1, mientras que la se-

gunda ecuación, determina el valor de la tensión T de la cuerda, la que permanece

constante en el tiempo. Paso 5: Finalmente, debemos intentar resolver la ecuación

de movimiento (2.135). Para proceder, supongamos que en t = t0 las part́ıculas están

en reposo con respecto al tubo, y m1 está a una distancia ⇢0 del origen. Notemos que

(2.135) es un caso particular de la ecuación (2.91), con x = ⇢1, � = 0, � = �!
2
0 y

f0 = �m2L!
2
0/(m1 +m2). Luego, dado que � = �!

2
0 < 0, debemos usar la solución

(2.108) con x0 = ⇢0, ẋ0 = 0 y ⌦ = !0, la cual adquiere la forma

⇢(t) =
m2L

m1 +m2
+

✓
⇢0 �

m2L

(m1 +m2)

◆
cosh [!0(t � t0)] . (2.137)

Vemos que, efectivamente, se cumple ⇢(t0) = ⇢0.

2.11 Cuerdas dobladas (poleas)

En el ejemplo de la sección anterior la cuerda permanece extendida de forma recta.

Esto permitió utilizar la tercera ley de Newton ~F21 = �~F12 para determinar la influen-

cia mutua de las masas m1 y m2. Pero, ¿qué pasa si una cuerda se encuentra torcida?

Para responder a esta pregunta, consideremos el ejemplo de la siguiente figura, donde

se muestra un sistema estático compuesto por dos masas M > m, unidas por una

cuerda doblada mediante una polea:

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

Aqúı, la cuerda continúa siendo el medio a través del cual las masas se influencian

mutuamente, y la polea cumple el rol de redireccionar la transmisión de la fuerza

(en forma de tensión). Una forma de expresar la tercera ley de Newton con cierta

claridad es introduciendo un vector unitario t̂ tangente a la cuerda en cada punto de

ésta, tal como lo muestra la siguiente figura
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M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

t̂

<latexit sha1_base64="gTj1cfavulPuPWfbmbktg6vFCWk=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRYL9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AD7Iju8=</latexit>

t̂

<latexit sha1_base64="gTj1cfavulPuPWfbmbktg6vFCWk=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRYL9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AD7Iju8=</latexit>

t̂

<latexit sha1_base64="gTj1cfavulPuPWfbmbktg6vFCWk=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRYL9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AD7Iju8=</latexit>

t̂

<latexit sha1_base64="gTj1cfavulPuPWfbmbktg6vFCWk=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRYL9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AD7Iju8=</latexit>

Más aún, si solo nos enfocamos en la cuerda, y nos abstraemos de todo el resto,

podemos dibujar la situación anterior de tal forma que la cuerda aparezca estirada,

y el suelo, y todo el espacio alrededor de la cuerda aparece deformado:

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

m<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

t̂

<latexit sha1_base64="gTj1cfavulPuPWfbmbktg6vFCWk=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRYL9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AD7Iju8=</latexit>

t̂

<latexit sha1_base64="gTj1cfavulPuPWfbmbktg6vFCWk=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRYL9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AD7Iju8=</latexit>

t̂

<latexit sha1_base64="gTj1cfavulPuPWfbmbktg6vFCWk=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRYL9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AD7Iju8=</latexit>

t̂

<latexit sha1_base64="gTj1cfavulPuPWfbmbktg6vFCWk=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRYL9csWtunOQVeLlpAI5Gv3yV28QszTiCpmkxnQ9N0E/oxoFk3xa6qWGJ5SN6ZB3LVU04sbP5tdOyZlVBiSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFklr2Z+J/XTTG88jOhkhS5YotFYSoJxmT2OhkIzRnKiSWUaWFvJWxENWVoAyrZELzll1dJ66Lq1arX97VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtAEBo/wDK/w5sTOi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AD7Iju8=</latexit>

suelo

<latexit sha1_base64="uVEtyd1ADpNj6EVkQojz5WKMVJA=">AAAB8nicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKoN6CXjxGMA/YLGF20psMmccyMyuEJZ/hxYMiXv0ab/6Nk2QPmljQUFR1090Vp5wZ6/vfXmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61jco0hRZVXOluTAxwJqFlmeXQTTUQEXPoxOO7md95Am2Yko92kkIkyFCyhFFinRTmPS2wyYCrab9a8+v+HHiVBAWpoQLNfvWrN1A0EyAt5cSYMPBTG+VEW0Y5TCu9zEBK6JgMIXRUEgEmyucnT/GZUwY4UdqVtHiu/p7IiTBmImLXKYgdmWVvJv7nhZlNrqOcyTSzIOliUZJxbBWe/Y8HTAO1fOIIoZq5WzEdEU2odSlVXAjB8surpH1RDy7rNw+XtcZtEUcZnaBTdI4CdIUa6B41UQtRpNAzekVvnvVevHfvY9Fa8oqZY/QH3ucPhj2Rbw==</latexit>

�FMm

<latexit sha1_base64="HeBnpTBx1XwD1JgyfvMPmE9Mekw=">AAAB8nicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9mVgnorCuJFqGA/YLuUbJptQ7PJkmQLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6YODx3gwz88KEM21c99sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo5aWqSK0SSSXqhNiTTkTtGmY4bSTKIrjkNN2OLqd+e0xVZpJ8WQmCQ1iPBAsYgQbK/ndMSXorpc9xNNeueJW3TnQKvFyUoEcjV75q9uXJI2pMIRjrX3PTUyQYWUY4XRa6qaaJpiM8ID6lgocUx1k85On6MwqfRRJZUsYNFd/T2Q41noSh7Yzxmaol72Z+J/npya6CjImktRQQRaLopQjI9Hsf9RnihLDJ5Zgopi9FZEhVpgYm1LJhuAtv7xKWhdVr1a9fqxV6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ730IAmEJDwDK/w5hjnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AONVkQU=</latexit>

�FmM

<latexit sha1_base64="X4E+OUAptNhKBh+KEQuYBW0FD+w=">AAAB8nicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9mVgnorCuJFqGA/YLuUbJptQ7PJkmQLZenP8OJBEa/+Gm/+G9N2D9r6YODx3gwz88KEM21c99sprK1vbG4Vt0s7u3v7B+XDo5aWqSK0SSSXqhNiTTkTtGmY4bSTKIrjkNN2OLqd+e0xVZpJ8WQmCQ1iPBAsYgQbK/ndMSXorpfFD9NeueJW3TnQKvFyUoEcjV75q9uXJI2pMIRjrX3PTUyQYWUY4XRa6qaaJpiM8ID6lgocUx1k85On6MwqfRRJZUsYNFd/T2Q41noSh7Yzxmaol72Z+J/npya6CjImktRQQRaLopQjI9Hsf9RnihLDJ5Zgopi9FZEhVpgYm1LJhuAtv7xKWhdVr1a9fqxV6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ730IAmEJDwDK/w5hjnxXl3PhatBSefOYY/cD5/AON1kQU=</latexit>

En esta figura, la cuerda aparece recta, y el vector tangente siempre apunta en la

misma dirección (a lo largo de la cuerda). Ahora, la fuerza ~FMm que ejerce M sobre

m, a través de la cuerda es:
~FMm = �t̂ T, (2.138)

La tercera ley de Newton, nos dice que la fuerza que ejerce m sobre la masa M debe

tener la misma magnitud, pero el sentido inverso. Pero como el medio a través del

cual se transmite la fuerza es la cuerda, la tercera ley de Newton debe ser escrita en
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relación a este medio. Es decir:
~FmM = t̂ T. (2.139)

Luego, dado que en el lado izquierdo de la polea, el vector t̂ es igual a t̂izq = k̂,

mientras que en el lado derecho se cumple t̂der = �k̂, entonces vemos que

~FMm = ~FmM = +k̂ T. (2.140)

Pareciera que la tercera ley de Newton no se cumple, sin embargo, śı lo hace a través

de la cuerda. Dado que el sistema es estático, vemos que la segunda ley de Newton

para la masa M es:

0 = k̂N � k̂Mg + k̂ T, (2.141)

donde k̂N es la normal que el suelo ejerce sobre M . Por otro lado, la segunda ley de

Newton para la masa m es:

0 = �k̂mg + k̂ T. (2.142)

Luego, se deduce que la tensión de la cuerda es T = mg y, por lo tanto, la normal

que el suelo ejerce sobre M es N = (M � m)g. A partir de este resultado, es posible

ver que M > m es necesario para que el sistema permanezca estático.

Veamos ahora un problema más interesante involucrando una cuerda doblada:

Volvamos a considerar el problema de la Sección 2.10, pero esta vez, añadamos un

tubo vertical, conectado al tubo horizontal en el origen, y por el cual puede deslizar la

segunda masa m2 que permanece conectada a m1 mediante una cuerda inextensible

de largo L (ver siguiente figura).

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�0
<latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit><latexit sha1_base64="0z5QTkxpnqlVZk36HzONSMGESA8=">AAAB73icbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qVk09k2NNmsSVYopX/CiwdFvPp3vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY3KNMMGU0LpdkQNCp5gw3IrsJ1qpDIS2IpGt7N66wm14Sp5sOMUQ0kHCY85o9ZZ7a6SOKA9v1eu+FV/LrIKQQ4VyFXvlb+6fcUyiYllghrTCfzUhhOqLWcCp6VuZjClbEQH2HGYUIkmnMz3nZIz5/RJrLR7iSVz9/fEhEpjxjJynZLaoVmuzcz/ap3MxtfhhCdpZjFhi4/iTBCryOx40ucamRVjB5Rp7nYlbEg1ZdZFVHIhBMsnr0Lzoho4vr+s1G7yOIpwAqdwDgFcQQ3uoA4NYCDgGV7hzXv0Xrx372PRWvDymWP4I+/zB7gFj74=</latexit>

m1
<latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit><latexit sha1_base64="mHqP1zpHO9ooBX4wVlu9IFCQi+0=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHivYD2qVk09k2NMkuSVYopT/BiwdFvPqLvPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMG6WCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNU2SaYYNlohEtyNqUHCFDcutwHaqkcpIYCsa3c7qrSfUhifq0Y5TDCUdKB5zRq2zHmQv6JUrftWfi6xCkEMFctV75a9uP2GZRGWZoMZ0Aj+14YRqy5nAaambGUwpG9EBdhwqKtGEk/mqU3LmnD6JE+2esmTu/p6YUGnMWEauU1I7NMu1mflfrZPZ+DqccJVmFhVbfBRngtiEzO4mfa6RWTF2QJnmblfChlRTZl06JRdCsHzyKjQvqoHj+8tK7SaPowgncArnEMAV1OAO6tAABgN4hld484T34r17H4vWgpfPHMMfeZ8/+uGNlQ==</latexit>

m2
<latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit><latexit sha1_base64="MS7jbLZtl8m0N1n1G+TlRiU+n84=">AAAB6nicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInspuEfRY9OKxov2AdinZNNuGJtklmRVK6U/w4kERr/4ib/4b03YP2vpC4OGdGTLzRqkUFn3/21tb39jc2i7sFHf39g8OS0fHTZtkhvEGS2Ri2hG1XArNGyhQ8nZqOFWR5K1odDurt564sSLRjzhOeajoQItYMIrOelC9aq9U9iv+XGQVghzKkKveK311+wnLFNfIJLW2E/gphhNqUDDJp8VuZnlK2YgOeMehporbcDJfdUrOndMncWLc00jm7u+JCVXWjlXkOhXFoV2uzcz/ap0M4+twInSaIdds8VGcSYIJmd1N+sJwhnLsgDIj3K6EDamhDF06RRdCsHzyKjSrlcDx/WW5dpPHUYBTOIMLCOAKanAHdWgAgwE8wyu8edJ78d69j0XrmpfPnMAfeZ8//GWNlg==</latexit>

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>
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Determinemos la ecuación de movimiento para la posición de m1. Paso 1: Para la

masa m1, sigamos utilizando coordenadas ciĺındricas para escribir su vector posición:

~r1 = ⇢⇢̂. (2.143)

Para la masa m2, utilicemos un vector posición expresado con la ayuda de la coorde-

nada cartesiana z:

~r2 = zk̂. (2.144)

Paso 2: Dado que las masas están conectadas mediante una cuerda inextensible, si

m1 se aleja del origen, entonces m2 debe subir, y por el contrario, si m1 se acerca

del origen, entonces m2 debe bajar. Esto es capturado por la siguiente relación

(recordemos que z es negativo):

⇢ � z = L. (2.145)

Luego, necesariamente se cumple que ż = ⇢̇, de donde las velocidades y aceleraciones

de ambas masas son

~v1 = ⇢̇⇢̂+ ⇢!0�̂, (2.146)

~a1 = (⇢̈ � ⇢!
2
0)⇢̂+ 2⇢̇ !0�̂, (2.147)

~v2 = ⇢̇k̂, (2.148)

~a2 = ⇢̈k̂. (2.149)

Paso 3: Ahora debemos escribir la segunda ley de Newton válida para cada masa.

Comencemos con la masa m1. Ya sabemos que sobre m1 actúan la fuerza normal

ejercida por el tubo, que tiene la forma ~N = N��̂ + Nkk̂ y la fuerza gravitacional
~Fg1 = �m1gk̂. Adicionalmente, está la fuerza que m2 ejerce sobre m1 a través de la

cuerda, en forma de tensión. Esta tiene la forma:

~F21 = �T ⇢̂, (2.150)

donde T es la tensión de la cuerda, que por ahora permanecerá como una incógnita.

Por otro lado, sobre la masa m2 hay dos agentes actuando: La Tierra, a través de la

fuerza ~Fg2 = �m2gk̂, y la masa m1, que lo hace a través de la cuerda. De acuerdo a

la tercera ley de Newton, ésta debe tener la forma

~F12 = T k̂. (2.151)

(Efectivamente, si introducimos un vector tangencial t̂ a la cuerda, cuya dirección va

desde m2 a m1, entonces a lo largo del tubo vertical se cumple t̂ = k̂, mientras que
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a lo largo del tubo horizontal t̂ = r̂ho. De esta forma, vemos que la tercera ley de

Newton, a lo largo de la cuerda, corresponde a ~F21 = �T t̂ y ~F12 = T t̂).

Paso 4: Juntando todas las expresiones del paso anterior, vemos que las ecuaciones

de movimiento para m1 y m2 son:

m1(⇢̈ � ⇢!
2
0)⇢̂+ 2m⇢̇ !0�̂ = �m1gk̂ +N��̂+Nzk̂ � T ⇢̂, (2.152)

m2⇢̈k̂ = �m2gk̂ + T k̂. (2.153)

Luego, las ecuaciones escalares son

m1(⇢̈ � ⇢!
2
0) = �T, (2.154)

2m⇢̇ !0 = N�, (2.155)

0 = �m1g +Nz, (2.156)

m2⇢̈ = �m2g + T. (2.157)

A partir de estas ecuaciones, es inmediato ver que Nz = m1g y N� = 2m⇢̇ !0 (aunque

necesitamos determinar ⇢̇ para conocer N�). Juntando (2.154) y (2.157), es posible

deducir que:

⇢̈ �
m1!

2
0

m1 +m2
⇢ = �

m2

m1 +m2
g, (2.158)

T =
m1m2

m1 +m2
(!2

0⇢+ g). (2.159)

Notemos que dado que m1!
2
0/(m1 + m2) > 0, la solución de la ecuación (2.158)

necesariamente consistirá en una combinación lineal de senos y cosenos hiperbólicos.

Luego, si el sistema parte del reposo ⇢̇ = 0, entonces la segunda masa inevitablemente

golpeará el origen.
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2.12 Momento angular y torque

Es el momento de introducir dos herramientas nuevas: momento angular y torque.

Estos conceptos serán particularmente útiles para analizar el movimiento de sistemas

con muchas part́ıculas sin atender los detalles debido a las interacciones internas entre

los constituyentes del sistema. Por ahora, nos enfocaremos en sistemas simples.

El momento angular de una part́ıcula de masa m, con respecto a un punto P fijo,

se define como
~LP ⌘ m(~r � ~rP ) ⇥ ~v. (2.160)

Es inmediato ver que el momento angular con respecto al origen es ~LO ⌘ m~r ⇥ ~v.

Por otro lado, el torque ~⌧P,a debido a una fuerza ~Fa, con respecto al punto P fijo, se

define como

~⌧P,a ⌘ (~r � ~rP ) ⇥ ~Fa. (2.161)

Por otra parte, el torque total ~⌧P con respecto a un punto P fijo es simplemente el

torque debido a la fuerza total ~Ftot, y por lo tanto puede ser expresado como la suma

de todos los torques individuales:

~⌧P =
X

a

~⌧P,a. (2.162)

Es importante enfatizar que tanto el momento angular como el torque siempre se

definen con respecto a algún punto P , y por lo tanto debemos aclarar de qué punto

estamos hablando. Utilizando la regla de Leibniz, vemos que la derivada del momento

angular con respecto al tiempo viene dada por:

d

dt

~LP = m

✓
d

dt
~r

◆
⇥ ~v +m(~r � ~rP ) ⇥

d

dt
~v. (2.163)

Luego, dado que ~v = d~r/dt, el primer término es nulo (debido a que ~v⇥~v = 0), y por

lo tanto obtenemos
d

dt

~LP = m(~r � ~rP ) ⇥ ~a. (2.164)

Pero gracias a la segunda ley de Newton podemos reemplazar m~a = ~Ftot, de donde

obtenemos la siguiente relación entre momento angular y torque total:

d

dt

~LP = ~⌧P . (2.165)

Debemos reconocer que esta es una relación obtenida gracias a la segunda ley de

Newton. De hecho, puede ser pensada como una versión restringida de la segunda

ley de Newton, donde el producto cruz elimina cantidades perpendiculares a ~r � ~rP .
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2.12.1 Ejemplo

Veamos un ejemplo sencillo de la utilidad de haber introducido momento angular y

torque. Consideremos un péndulo ideal de largo L y masa m (ver siguiente figura).

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�
<latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit>

m
<latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit><latexit sha1_base64="M/Igs9pa/S+IQGf6QFykD3Bj0hw=">AAAB6HicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevHYgv2AdinZdNrGJtklyQpl6S/w4kERr/4kb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OmyZONcMGi0Ws2xE1KLjChuVWYDvRSGUksBWN72b11hNqw2P1YCcJhpIOFR9wRq2z6rJXKvsVfy6yCkEOZchV65W+uv2YpRKVZYIa0wn8xIYZ1ZYzgdNiNzWYUDamQ+w4VFSiCbP5olNy7pw+GcTaPWXJ3P09kVFpzERGrlNSOzLLtZn5X62T2sFNmHGVpBYVW3w0SAWxMZldTfpcI7Ni4oAyzd2uhI2opsy6bIouhGD55FVoXlYCx/WrcvU2j6MAp3AGFxDANVThHmrQAAYIz/AKb96j9+K9ex+L1jUvnzmBP/I+fwDVj4zx</latexit>

mgı̂
<latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit><latexit sha1_base64="nL1BOJGnZWj/brPm19uHJpTlEI0=">AAAB+HicbVDLSgMxFL3js9ZHR126CRbBVZkRQZdFNy4r2Ad0hpJJM21okhmSjFCHfokbF4q49VPc+Tdm2llo64HA4Zx7uScnSjnTxvO+nbX1jc2t7cpOdXdv/6DmHh51dJIpQtsk4YnqRVhTziRtG2Y47aWKYhFx2o0mt4XffaRKs0Q+mGlKQ4FHksWMYGOlgVsTaISCMTYoYAKb8cCtew1vDrRK/JLUoURr4H4Fw4RkgkpDONa673upCXOsDCOczqpBpmmKyQSPaN9SiQXVYT4PPkNnVhmiOFH2SYPm6u+NHAutpyKyk0U4vewV4n9ePzPxdZgzmWaGSrI4FGccmQQVLaAhU5QYPrUEE8VsVkTGWGFibFdVW4K//OVV0rlo+JbfX9abN2UdFTiBUzgHH66gCXfQgjYQyOAZXuHNeXJenHfnYzG65pQ7x/AHzucPvq+SfQ==</latexit>

�T
<latexit sha1_base64="xYi9fnJ658oT7luEXNuOXYyBu+E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxQr+gDWWznbRrN9mwuymU0P/gxYMiXv0/3vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWmZKoZNJoVUnYBqFDzGpuFGYCdRSKNAYDsY38/r7QkqzWXcMNME/YgOYx5yRo21Wr0JMtLolytu1V2IrIOXQwVy1fvlr95AsjTC2DBBte56bmL8jCrDmcBZqZdqTCgb0yF2LcY0Qu1ni21n5MI6AxJKZV9syML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37G4yQ1GLPlR2EqiJFkfjoZcIXMiKkFyhS3uxI2oooyYwMq2RC81ZPXoXVV9Sw/Xldqd3kcRTiDc7gED26gBg9QhyYweIJneIU3RzovzrvzsWwtOPnMKfyR8/kDDBCOxA==</latexit><latexit sha1_base64="xYi9fnJ658oT7luEXNuOXYyBu+E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxQr+gDWWznbRrN9mwuymU0P/gxYMiXv0/3vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWmZKoZNJoVUnYBqFDzGpuFGYCdRSKNAYDsY38/r7QkqzWXcMNME/YgOYx5yRo21Wr0JMtLolytu1V2IrIOXQwVy1fvlr95AsjTC2DBBte56bmL8jCrDmcBZqZdqTCgb0yF2LcY0Qu1ni21n5MI6AxJKZV9syML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37G4yQ1GLPlR2EqiJFkfjoZcIXMiKkFyhS3uxI2oooyYwMq2RC81ZPXoXVV9Sw/Xldqd3kcRTiDc7gED26gBg9QhyYweIJneIU3RzovzrvzsWwtOPnMKfyR8/kDDBCOxA==</latexit><latexit sha1_base64="xYi9fnJ658oT7luEXNuOXYyBu+E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxQr+gDWWznbRrN9mwuymU0P/gxYMiXv0/3vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWmZKoZNJoVUnYBqFDzGpuFGYCdRSKNAYDsY38/r7QkqzWXcMNME/YgOYx5yRo21Wr0JMtLolytu1V2IrIOXQwVy1fvlr95AsjTC2DBBte56bmL8jCrDmcBZqZdqTCgb0yF2LcY0Qu1ni21n5MI6AxJKZV9syML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37G4yQ1GLPlR2EqiJFkfjoZcIXMiKkFyhS3uxI2oooyYwMq2RC81ZPXoXVV9Sw/Xldqd3kcRTiDc7gED26gBg9QhyYweIJneIU3RzovzrvzsWwtOPnMKfyR8/kDDBCOxA==</latexit><latexit sha1_base64="xYi9fnJ658oT7luEXNuOXYyBu+E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxQr+gDWWznbRrN9mwuymU0P/gxYMiXv0/3vw3btsctPWFhYd3ZtiZN0gE18Z1v53CxubW9k5xt7S3f3B4VD4+aWmZKoZNJoVUnYBqFDzGpuFGYCdRSKNAYDsY38/r7QkqzWXcMNME/YgOYx5yRo21Wr0JMtLolytu1V2IrIOXQwVy1fvlr95AsjTC2DBBte56bmL8jCrDmcBZqZdqTCgb0yF2LcY0Qu1ni21n5MI6AxJKZV9syML9PZHRSOtpFNjOiJqRXq3Nzf9q3dSEt37G4yQ1GLPlR2EqiJFkfjoZcIXMiKkFyhS3uxI2oooyYwMq2RC81ZPXoXVV9Sw/Xldqd3kcRTiDc7gED26gBg9QhyYweIJneIU3RzovzrvzsWwtOPnMKfyR8/kDDBCOxA==</latexit>

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="k+l5+12WtqqoHBB1+TlVKgiO+TA=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMiqLuiG5cV7ANmhpJJM21oJhmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O5W19Y3Nrep2bWd3b/+gfnjUNSrTlHWoEkr3I2KY4JJ1gINg/VQzkkSC9aLJXeH3npg2XMlHmKYsTMhI8phTAlbygzEBHPCEwHhQb7hNdw68SrySNFCJ9qD+FQwVzRImgQpijO+5KYQ50cCpYLNakBmWEjohI+ZbKknCTJjPI8/wmVWGOFbaPgl4rv7eyElizDSJ7GQRzix7hfif52cQX4c5l2kGTNLFR3EmMChc3I+HXDMKYmoJoZrbrJiOiSYUbEs1W4K3fPIq6V40vcvmzcNlo3Vb1lFFJ+gUnSMPXaEWukdt1EEUKfSMXtGbA86L8+58LEYrTrlzjP7A+fwBBrSRHA==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="1SbFkvERXHw+yRKPKOimiMgNFng=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjNSUHdFNy4r2AfMDCWTZtrYTDIkd4Qy9DPcuFDErV/jzr8xbWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrTlLWpEkr3ImKY4JK1gYNgvVQzkkSCdaPx7czvPjFtuJIPMElZmJCh5DGnBKzkByMCOHhMCIz61Zpbd+fAq8QrSA0VaPWrX8FA0SxhEqggxviem0KYEw2cCjatBJlhKaFjMmS+pZIkzIT5PPIUn1llgGOl7ZOA5+rvjZwkxkySyE7Owpllbyb+5/kZxFdhzmWaAZN08VGcCQwKz+7HA64ZBTGxhFDNbVZMR0QTCralii3BWz55lXQu6l6jfn3fqDVvijrK6ASdonPkoUvURHeohdqIIoWe0St6c8B5cd6dj8VoySl2jtEfOJ8/CDyRHQ==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

La posición y velocidad de la masa m en coordenadas ciĺındricas vienen dadas por

~r = L⇢̂ y ~v = L�̇�̂. Luego, el momento angular del péndulo con respecto al origen es:

~LO = m(L⇢̂) ⇥ (L�̇�̂) = mL
2
�̇k̂. (2.166)

Por otro lado, las fuerzas actuando sobre la masa son la tensión ~T = �T ⇢̂ y la fuerza

de gravedad mgı̂. Luego, vemos que el torque debido a la tensión es nulo

~⌧O,T = (L⇢̂) ⇥ (�T ⇢̂) = 0, (2.167)

y solo debemos preocuparnos por el torque debido a la fuerza de gravedad, que viene

dado por:

~⌧O,g = (L⇢̂) ⇥ (mgı̂) = �mgL sin� k̂. (2.168)

Luego, utilizando la fórmula (2.165), obtenemos:

mL
2
�̈k̂ = �mgL sin� k̂, (2.169)

lo que nos conduce directamente a la ecuación de movimiento �̈ + (g/L) sin� =

0. Lo notable de este ejemplo es que no tuvimos que lidiar con la tensión. Al

escoger el origen como punto fijo a partir del cual calcular el momento angular y

el torque, decidimos, inadvertidamente, dejar fuera de nuestro análisis a la tensión
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~T . Debiera quedar claro que al contener un producto cruz, la ecuación (2.165) tiene

menos información que la segunda ley de Newton, pero en este caso fue la información

relevante para deducir la ecuación de movimiento del péndulo. Sin embargo, si nos

interesa conocer la tensión de la cuerda, más nos vale utilizar la segunda ley de Newton

en su versión original.

2.12.2 Momento angular y torque en sistemas con dos o más part́ıculas

Notemos que podemos definir el momento angular y torque para sistemas con dos o

más part́ıculas. El momento angular (con respecto a un punto P ) para un sistema

con dos part́ıculas de masas m1, m2, etc... se define como

~LP ⌘ ~L
1
P + ~L

2
P + · · · (2.170)

= m1(~r1 � ~rP ) ⇥ ~v1 +m2(~r2 � ~rP ) ⇥ ~v2 + · · · . (2.171)

De igual forma, el torque para (con respecto a un punto P ) para un sistema con dos

part́ıculas se define como

~LP ⌘ ~⌧
1
P + ~⌧

2
P + · · · (2.172)

=
X

a

~⌧
1
P,a +

X

a

~⌧
1
P,a + · · · (2.173)

=
X

a

(~r1 � ~rP ) ⇥ ~F
1
a +

X

a

(~r2 � ~rP ) ⇥ ~F
2
a + · · · . (2.174)

Dado que el momento angular y torque para cada part́ıcula a satisfacen d~L
a
P/dt = ⌧

a
P ,

sigue que el momento angular y torque del sistema completo satisface

d

dt

~LP = ~⌧P . (2.175)

2.13 Varillas ŕıgidas y torque

Una particularidad de las cuerdas es que estas están obligadas a doblarse, y por lo

tanto no son capaces de resistirse al movimiento en torno al eje que sostiene uno de

sus extremos. Las varillas ŕıgidas, en cambio, pueden sostenerse ŕıgidamente a partir

de sus extremos. Por ejemplo, la siguiente figura muestra una situación estática en

la cual una masa m es sostenida con la ayuda de una varilla de largo L y masa

despreciable inclinada en un ángulo ↵ con respecto al eje horizontal:
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�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�

<latexit sha1_base64="bZQ+Er1E07LJGye3M0VEPgsqG3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtq1m03Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCS5Z03AjWCdRDKNAsHYwvp357SemNI/lg5kkzI9wKHnIKRortXookhH2yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTUi/VLEE6xiHrWioxYtrP5tdOyZlVBiSMlS1pyFz9PZFhpPUkCmxnhGakl72Z+J/XTU145WdcJqlhki4WhakgJiaz18mAK0aNmFiCVHF7K6EjVEiNDahkQ/CWX14lrYuqV6te39cq9Zs8jiKcwCmcgweXUIc7aEATKDzCM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A49hjyQ=</latexit>

�Fmano

<latexit sha1_base64="cgUZdz94q2q9NcdpWgsRQCcbuCc=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgqiRSUHdFQVxWsA9oQphMp+3QeYSZSaXEfoobF4q49Uvc+TdO2yy09cCFwzn3cu89ccKoNp737RTW1jc2t4rbpZ3dvf0Dt3zY0jJVmDSxZFJ1YqQJo4I0DTWMdBJFEI8Zacejm5nfHhOlqRQPZpKQkKOBoH2KkbFS5JaDMcHwNsoCxSFHQk4jt+JVvTngKvFzUgE5GpH7FfQkTjkRBjOkddf3EhNmSBmKGZmWglSTBOERGpCupQJxosNsfvoUnlqlB/tS2RIGztXfExniWk94bDs5MkO97M3E/7xuavqXYUZFkhoi8GJRP2XQSDjLAfaoItiwiSUIK2pvhXiIFMLGplWyIfjLL6+S1nnVr1Wv7muV+nUeRxEcgxNwBnxwAergDjRAE2DwCJ7BK3hznpwX5935WLQWnHzmCPyB8/kD0hSTvg==</latexit>

�mg�̂

<latexit sha1_base64="n4j5RJr1zAhJ+65ZE6C5P/EZ5Ng=">AAAB+nicbVDLSsNAFL2pr1pfqS7dDBbBjSWRgrorunFZwT6gDWUynbRjJ5MwM1FK7Ke4caGIW7/EnX/jpM1CWw8MHM65l3vm+DFnSjvOt1VYWV1b3yhulra2d3b37PJ+S0WJJLRJIh7Jjo8V5UzQpmaa004sKQ59Ttv++Drz2w9UKhaJOz2JqRfioWABI1gbqW+XT1GIhqg3whr17kOsR3274lSdGdAycXNSgRyNvv3VG0QkCanQhGOluq4Tay/FUjPC6bTUSxSNMRnjIe0aKnBIlZfOok/RsVEGKIikeUKjmfp7I8WhUpPQN5NZOLXoZeJ/XjfRwYWXMhEnmgoyPxQkHOkIZT2gAZOUaD4xBBPJTFZERlhiok1bJVOCu/jlZdI6q7q16uVtrVK/yusowiEcwQm4cA51uIEGNIHAIzzDK7xZT9aL9W59zEcLVr5zAH9gff4Ah8iS6w==</latexit>

Las varillas, al contrario de las cuerdas (que están obligadas a doblarse), pueden

transmitir fuerzas perpendiculares a la ĺınea de la varilla. Por supuesto, las varillas

están compuestos por una infinidad de part́ıculas que se comunican entre śı para

lograr esta proeza. Pero para entender esto en detalle, tendremos que esperar hasta

la Sección 7.

La varilla de la figura anterior transmite una fuerza ~Fmano ejercida por la mano

sobre la masa m que debe ser tal que la masa permanezca estática. Dado que la otra

fuerza actuando sobrem es la fuerza de gravedad �mg|̂, se debe cumplir ~Fmano = mg|̂.

Notemos, por otro lado, que la fuerza ejercida por la mano puede ser descompuesta

a lo largo de la base ciĺındrica ⇢̂, �̂ definida de tal forma que ⇢̂ apunte desde el

contacto entre la mano y la varilla, hasta la masa m. La descomposición ~Fmano =
~Fmano,⇢ + ~Fmano,� en términos de la base ciĺındrica resulta ser:

~Fmano,⇢ = mg sin↵ ⇢̂, (2.176)
~Fmano,� = mg cos↵ �̂, (2.177)

El término ~Fmano,⇢ puede ser interpretado como una tensión, mientras que ~Fmano,� es

una fuerza que se ejerce contra el sentido de rotación del eje donde la mano sostiene

a la varilla.

El uso del torque nos permite entender con más detalle de qué manera se mantiene la

situación estática anterior. Pensemos ahora en la varilla y la masa m como un sistema

de muchas part́ıculas. Todas las part́ıculas de este sistema tienen masas despreciables,

con excepción de la última part́ıcula (en el extremo superior de la varilla) que tiene

masam. En esta perspectiva, la fuerza ~Fmano que la varilla transmite hasta la part́ıcula
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�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�

<latexit sha1_base64="bZQ+Er1E07LJGye3M0VEPgsqG3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtq1m03Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCS5Z03AjWCdRDKNAsHYwvp357SemNI/lg5kkzI9wKHnIKRortXookhH2yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTUi/VLEE6xiHrWioxYtrP5tdOyZlVBiSMlS1pyFz9PZFhpPUkCmxnhGakl72Z+J/XTU145WdcJqlhki4WhakgJiaz18mAK0aNmFiCVHF7K6EjVEiNDahkQ/CWX14lrYuqV6te39cq9Zs8jiKcwCmcgweXUIc7aEATKDzCM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A49hjyQ=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="bZQ+Er1E07LJGye3M0VEPgsqG3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtq1m03Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCS5Z03AjWCdRDKNAsHYwvp357SemNI/lg5kkzI9wKHnIKRortXookhH2yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTUi/VLEE6xiHrWioxYtrP5tdOyZlVBiSMlS1pyFz9PZFhpPUkCmxnhGakl72Z+J/XTU145WdcJqlhki4WhakgJiaz18mAK0aNmFiCVHF7K6EjVEiNDahkQ/CWX14lrYuqV6te39cq9Zs8jiKcwCmcgweXUIc7aEATKDzCM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A49hjyQ=</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="k+l5+12WtqqoHBB1+TlVKgiO+TA=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMiqLuiG5cV7ANmhpJJM21oJhmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O5W19Y3Nrep2bWd3b/+gfnjUNSrTlHWoEkr3I2KY4JJ1gINg/VQzkkSC9aLJXeH3npg2XMlHmKYsTMhI8phTAlbygzEBHPCEwHhQb7hNdw68SrySNFCJ9qD+FQwVzRImgQpijO+5KYQ50cCpYLNakBmWEjohI+ZbKknCTJjPI8/wmVWGOFbaPgl4rv7eyElizDSJ7GQRzix7hfif52cQX4c5l2kGTNLFR3EmMChc3I+HXDMKYmoJoZrbrJiOiSYUbEs1W4K3fPIq6V40vcvmzcNlo3Vb1lFFJ+gUnSMPXaEWukdt1EEUKfSMXtGbA86L8+58LEYrTrlzjP7A+fwBBrSRHA==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="1SbFkvERXHw+yRKPKOimiMgNFng=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjNSUHdFNy4r2AfMDCWTZtrYTDIkd4Qy9DPcuFDErV/jzr8xbWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrTlLWpEkr3ImKY4JK1gYNgvVQzkkSCdaPx7czvPjFtuJIPMElZmJCh5DGnBKzkByMCOHhMCIz61Zpbd+fAq8QrSA0VaPWrX8FA0SxhEqggxviem0KYEw2cCjatBJlhKaFjMmS+pZIkzIT5PPIUn1llgGOl7ZOA5+rvjZwkxkySyE7Owpllbyb+5/kZxFdhzmWaAZN08VGcCQwKz+7HA64ZBTGxhFDNbVZMR0QTCralii3BWz55lXQu6l6jfn3fqDVvijrK6ASdonPkoUvURHeohdqIIoWe0St6c8B5cd6dj8VoySl2jtEfOJ8/CDyRHQ==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�Fmano

<latexit sha1_base64="cgUZdz94q2q9NcdpWgsRQCcbuCc=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgqiRSUHdFQVxWsA9oQphMp+3QeYSZSaXEfoobF4q49Uvc+TdO2yy09cCFwzn3cu89ccKoNp737RTW1jc2t4rbpZ3dvf0Dt3zY0jJVmDSxZFJ1YqQJo4I0DTWMdBJFEI8Zacejm5nfHhOlqRQPZpKQkKOBoH2KkbFS5JaDMcHwNsoCxSFHQk4jt+JVvTngKvFzUgE5GpH7FfQkTjkRBjOkddf3EhNmSBmKGZmWglSTBOERGpCupQJxosNsfvoUnlqlB/tS2RIGztXfExniWk94bDs5MkO97M3E/7xuavqXYUZFkhoi8GJRP2XQSDjLAfaoItiwiSUIK2pvhXiIFMLGplWyIfjLL6+S1nnVr1Wv7muV+nUeRxEcgxNwBnxwAergDjRAE2DwCJ7BK3hznpwX5935WLQWnHzmCPyB8/kD0hSTvg==</latexit>

�Fmano,�

<latexit sha1_base64="v9mA/HEsF07W+/23xiLWG9Xh6H4=">AAACAnicbVDLSsNAFJ34rPUVdSVuBovgQkoiBXVXFMRlBfuAJoTJdNIOnZmEmUmhhODGX3HjQhG3foU7/8Zpm4W2HrhwOOde7r0nTBhV2nG+raXlldW19dJGeXNre2fX3ttvqTiVmDRxzGLZCZEijArS1FQz0kkkQTxkpB0ObyZ+e0SkorF40OOE+Bz1BY0oRtpIgX3ojQiGt0GWeZJDjkScn0EvGdA8sCtO1ZkCLhK3IBVQoBHYX14vxiknQmOGlOq6TqL9DElNMSN52UsVSRAeoj7pGioQJ8rPpi/k8MQoPRjF0pTQcKr+nsgQV2rMQ9PJkR6oeW8i/ud1Ux1d+hkVSaqJwLNFUcqgjuEkD9ijkmDNxoYgLKm5FeIBkghrk1rZhODOv7xIWudVt1a9uq9V6tdFHCVwBI7BKXDBBaiDO9AATYDBI3gGr+DNerJerHfrY9a6ZBUzB+APrM8flXiW7w==</latexit>

�Fmano,�

<latexit sha1_base64="P1SgJNTPUdZxn0sAG/938xPpDW4=">AAACAnicbVDLSsNAFJ34rPVVdSVuBovgQkoiBXVXFMRlBfuAJoTJdNIOnUeYmRRKKG78FTcuFHHrV7jzb5y2WWjrgQuHc+7l3nuihFFtXPfbWVpeWV1bL2wUN7e2d3ZLe/tNLVOFSQNLJlU7QpowKkjDUMNIO1EE8YiRVjS4mfitIVGaSvFgRgkJOOoJGlOMjJXC0qE/JBjehlnmKw45EnJ8Bn3Vl+OwVHYr7hRwkXg5KYMc9bD05XclTjkRBjOkdcdzExNkSBmKGRkX/VSTBOEB6pGOpQJxooNs+sIYnlilC2OpbAkDp+rviQxxrUc8sp0cmb6e9ybif14nNfFlkFGRpIYIPFsUpwwaCSd5wC5VBBs2sgRhRe2tEPeRQtjY1Io2BG/+5UXSPK941crVfbVcu87jKIAjcAxOgQcuQA3cgTpoAAwewTN4BW/Ok/PivDsfs9YlJ585AH/gfP4AoaSW9w==</latexit>

�mg�̂

<latexit sha1_base64="n4j5RJr1zAhJ+65ZE6C5P/EZ5Ng=">AAAB+nicbVDLSsNAFL2pr1pfqS7dDBbBjSWRgrorunFZwT6gDWUynbRjJ5MwM1FK7Ke4caGIW7/EnX/jpM1CWw8MHM65l3vm+DFnSjvOt1VYWV1b3yhulra2d3b37PJ+S0WJJLRJIh7Jjo8V5UzQpmaa004sKQ59Ttv++Drz2w9UKhaJOz2JqRfioWABI1gbqW+XT1GIhqg3whr17kOsR3274lSdGdAycXNSgRyNvv3VG0QkCanQhGOluq4Tay/FUjPC6bTUSxSNMRnjIe0aKnBIlZfOok/RsVEGKIikeUKjmfp7I8WhUpPQN5NZOLXoZeJ/XjfRwYWXMhEnmgoyPxQkHOkIZT2gAZOUaD4xBBPJTFZERlhiok1bJVOCu/jlZdI6q7q16uVtrVK/yusowiEcwQm4cA51uIEGNIHAIzzDK7xZT9aL9W59zEcLVr5zAH9gff4Ah8iS6w==</latexit>

es la fuerza que la última part́ıcula de la varilla ejerce sobre la masa m. Ubiquemos

el origen en el extremo inferior de la varilla, donde es sostenida por la mano. Las

fuerzas externas al sistema son la fuerza de gravedad

~Fgm = �mg(sin↵ ⇢̂+ cos↵ �̂), (2.178)

y la fuerza ~Fmano que los dedos de la mano ejercen en el extremo inferior (en el origen).

Luego, usando ⇢̂ ⇥ ⇢̂ = 0 y ⇢̂ ⇥ �̂ = k̂, vemos que el torque total viene dado por

~⌧O = �Lmg cos↵k̂ + ~⌧O,dedos. (2.179)

Por otro lado, dado que el sistema es estático, el momento angular es nulo, por lo

que debe cumplirse ~⌧O = 0. Esto significa que la fuerza que ejercen los dedos sobre

la varilla (o más exactamente, las part́ıculas que constituyen la varilla) deben ser tal

que:

~⌧O,dedos = Lmg cos↵k̂. (2.180)

Esto no es posible si todos los dedos ejercen fuerzas exactamente en el origen. Si aśı

fuera, dado que el origen está a una distancia nula del origen, tendŕıamos que llegar

a la conclusión que ~⌧O,dedos = 0. Luego, al menos uno de los dedos debe estar en

contacto con la varilla cierta distancia del origen. Un ejemplo de como lograr esto

viene representado por la siguiente figura:

En la figura, el dedo ı́ndice está en contacto con el extremo de la varilla (origen),

mientras que el pulgar está en contacto con la varilla a cierta distancia D del origen.

De esta forma, si el pulgar ejerce una fuerza ~Fpulg = Fpulg�̂ (perpendicular a la varilla),
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�

<latexit sha1_base64="bZQ+Er1E07LJGye3M0VEPgsqG3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtq1m03Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCS5Z03AjWCdRDKNAsHYwvp357SemNI/lg5kkzI9wKHnIKRortXookhH2yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTUi/VLEE6xiHrWioxYtrP5tdOyZlVBiSMlS1pyFz9PZFhpPUkCmxnhGakl72Z+J/XTU145WdcJqlhki4WhakgJiaz18mAK0aNmFiCVHF7K6EjVEiNDahkQ/CWX14lrYuqV6te39cq9Zs8jiKcwCmcgweXUIc7aEATKDzCM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A49hjyQ=</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="k+l5+12WtqqoHBB1+TlVKgiO+TA=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMiqLuiG5cV7ANmhpJJM21oJhmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O5W19Y3Nrep2bWd3b/+gfnjUNSrTlHWoEkr3I2KY4JJ1gINg/VQzkkSC9aLJXeH3npg2XMlHmKYsTMhI8phTAlbygzEBHPCEwHhQb7hNdw68SrySNFCJ9qD+FQwVzRImgQpijO+5KYQ50cCpYLNakBmWEjohI+ZbKknCTJjPI8/wmVWGOFbaPgl4rv7eyElizDSJ7GQRzix7hfif52cQX4c5l2kGTNLFR3EmMChc3I+HXDMKYmoJoZrbrJiOiSYUbEs1W4K3fPIq6V40vcvmzcNlo3Vb1lFFJ+gUnSMPXaEWukdt1EEUKfSMXtGbA86L8+58LEYrTrlzjP7A+fwBBrSRHA==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="1SbFkvERXHw+yRKPKOimiMgNFng=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjNSUHdFNy4r2AfMDCWTZtrYTDIkd4Qy9DPcuFDErV/jzr8xbWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrTlLWpEkr3ImKY4JK1gYNgvVQzkkSCdaPx7czvPjFtuJIPMElZmJCh5DGnBKzkByMCOHhMCIz61Zpbd+fAq8QrSA0VaPWrX8FA0SxhEqggxviem0KYEw2cCjatBJlhKaFjMmS+pZIkzIT5PPIUn1llgGOl7ZOA5+rvjZwkxkySyE7Owpllbyb+5/kZxFdhzmWaAZN08VGcCQwKz+7HA64ZBTGxhFDNbVZMR0QTCralii3BWz55lXQu6l6jfn3fqDVvijrK6ASdonPkoUvURHeohdqIIoWe0St6c8B5cd6dj8VoySl2jtEfOJ8/CDyRHQ==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

D

<latexit sha1_base64="G+7U8DtCIbBtkcIGlQUGe74J1u8=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0F9eAxAfOAZAmzk95kzOzsMjMrhJAv8OJBEa9+kjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdbye3tr6xuZXfLuzs7u0fFA+PmjpOFcMGi0Ws2gHVKLjEhuFGYDtRSKNAYCsY3c781hMqzWP5YMYJ+hEdSB5yRo2V6ne9Ysktu3OQVeJlpAQZar3iV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpoZtqTCgb0QF2LJU0Qu1P5odOyZlV+iSMlS1pyFz9PTGhkdbjKLCdETVDvezNxP+8TmrCK3/CZZIalGyxKEwFMTGZfU36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZsdkUbAje8surpHlR9irl63qlVL3J4sjDCZzCOXhwCVW4hxo0gAHCM7zCm/PovDjvzseiNedkM8fwB87nD5tJjNQ=</latexit>

vemos que

~⌧O,dedos = D⇢̂ ⇥ ~Findi = DFpulgk̂. (2.181)

Luego, a partir de (2.180), vemos que

Fpulg = (L/D)mg cos↵. (2.182)

Ahora, ¿cuál es la fuerza ~Findi que el dedo ı́ndice debe ejercer sobre la varilla? Para

descubrirlo, basta con notar que la fuerza externa total debe anularse F ext
tot = 0. Esto

implica que

~Findi = �
L

D
mg cos↵�̂+mg(sin↵ ⇢̂+ cos↵ �̂) = 0. (2.183)

Por supuesto, es posible constatar que ~Fmano = ~Findi + ~Fpulg.

2.13.1 Ejemplo

El siguiente ejemplo puede ayudarnos a entender cómo lidiar con fuerzas transmitidas

por varillas ŕıgidas en el caso en donde hay movimiento. Consideremos dos masas m

unidas a una varilla ŕıgida sin masa de largo 2D, tal como indica la siguiente figura.

La varilla de masa despreciable puede rotar libremente con respecto a una rótula fija

a la pared. Deduzcamos la ecuación de movimiento que debe respetar el ángulo �.

En coordenadas ciĺındricas, las posiciones de ambas masas son:

~r1 = D⇢̂, (2.184)

~r2 = 2D⇢̂. (2.185)
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<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="k+l5+12WtqqoHBB1+TlVKgiO+TA=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMiqLuiG5cV7ANmhpJJM21oJhmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O5W19Y3Nrep2bWd3b/+gfnjUNSrTlHWoEkr3I2KY4JJ1gINg/VQzkkSC9aLJXeH3npg2XMlHmKYsTMhI8phTAlbygzEBHPCEwHhQb7hNdw68SrySNFCJ9qD+FQwVzRImgQpijO+5KYQ50cCpYLNakBmWEjohI+ZbKknCTJjPI8/wmVWGOFbaPgl4rv7eyElizDSJ7GQRzix7hfif52cQX4c5l2kGTNLFR3EmMChc3I+HXDMKYmoJoZrbrJiOiSYUbEs1W4K3fPIq6V40vcvmzcNlo3Vb1lFFJ+gUnSMPXaEWukdt1EEUKfSMXtGbA86L8+58LEYrTrlzjP7A+fwBBrSRHA==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="1SbFkvERXHw+yRKPKOimiMgNFng=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjNSUHdFNy4r2AfMDCWTZtrYTDIkd4Qy9DPcuFDErV/jzr8xbWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrTlLWpEkr3ImKY4JK1gYNgvVQzkkSCdaPx7czvPjFtuJIPMElZmJCh5DGnBKzkByMCOHhMCIz61Zpbd+fAq8QrSA0VaPWrX8FA0SxhEqggxviem0KYEw2cCjatBJlhKaFjMmS+pZIkzIT5PPIUn1llgGOl7ZOA5+rvjZwkxkySyE7Owpllbyb+5/kZxFdhzmWaAZN08VGcCQwKz+7HA64ZBTGxhFDNbVZMR0QTCralii3BWz55lXQu6l6jfn3fqDVvijrK6ASdonPkoUvURHeohdqIIoWe0St6c8B5cd6dj8VoySl2jtEfOJ8/CDyRHQ==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Vsm0jAjRjcuBgLqbx9Xm8A6UREo=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu9mwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlRwA6777ZTW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRx6hMU9amSijdC4lhgiesDRwE66WaERkK1g3HtzO/+8S04Sp5gEnKAklGCY84JWClRz8mgH0dq0G15tbdOfAq8QpSQwVag+qXP1Q0kywBKogxfc9NIciJBk4Fm1b8zLCU0DEZsb6lCZHMBPn84Ck+s8oQR0rbSgDP1d8TOZHGTGRoOyWB2Cx7M/E/r59BdBXkPEkzYAldLIoygUHh2fd4yDWjICaWEKq5vRXTmGhCwWZUsSF4yy+vks5F3WvUr+8bteZNEUcZnaBTdI48dIma6A61UBtRJNEzekVvjnZenHfnY9FacoqZY/QHzucPg4WQPg==</latexit>

�̂

<latexit sha1_base64="Iy1ycJEWwOq70l8pKXw7TZqy0qU=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/ShLLZbpqlu5uwuxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzwpQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjk4yRWibJDxRvRBrypmkbcMMp71UUSxCTrvh+Hbmd5+o0iyRD2aS0kDgkWQRI9hY6dGPsUF+GrNBtebW3TnQKvEKUoMCrUH1yx8mJBNUGsKx1n3PTU2QY2UY4XRa8TNNU0zGeET7lkosqA7y+cFTdGaVIYoSZUsaNFd/T+RYaD0Roe0U2MR62ZuJ/3n9zERXQc5kmhkqyWJRlHFkEjT7Hg2ZosTwiSWYKGZvRSTGChNjM6rYELzll1dJ56LuNerX941a86aIowwncArn4MElNOEOWtAGAgKe4RXeHOW8OO/Ox6K15BQzx/AHzucPd2GQNg==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

Luego, las respectivas velocidades son:

~v1 = D�̇�̂, (2.186)

~v2 = 2D�̇�̂. (2.187)

A partir de estas cantidades cinemáticas, es posible ver que el momento angular del

sistema (la varilla más las dos masas) con respecto a la rótula (el origen) viene dado

por

~LO = m(D⇢̂) ⇥ (D�̇�̂) +m(2D⇢̂) ⇥ (2D�̇�̂), (2.188)

= 5D2
m�̇k̂, (2.189)

donde usamos ⇢̂ ⇥ �̂ = k̂. Por otro lado, las fuerzas externas que actúan sobre el

sistema son, respectivamente, la fuerza de gravedad actuando sobre la part́ıcula 1,

la fuerza de gravedad actuando sobre la part́ıcula 2, y la fuerza que la pared ejerce

sobre la varilla a través de la rótula:

~Fg,1 = mg(sin� �̂ � cos� ⇢̂), (2.190)
~Fg,2 = mg(sin� �̂ � cos� ⇢̂), (2.191)

~Fpared = F
⇢
pared⇢̂+ F

�
pared�̂. (2.192)

Con estas cantidades, podemos calcular el torque sobre el sistema con respecto al

origen:

~⌧O = Dmg⇢̂ ⇥ (sin� �̂ � cos� ⇢̂) + 2Dmg⇢̂ ⇥ (sin� �̂ � cos� ⇢̂) +~0 ⇥ ~Fpared,

= 3Dmg sin� k̂. (2.193)
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Luego, usando d~LO = ~⌧O, obtenemos:

�̈ �
3

5

g

D
sin� = 0. (2.194)

Notemos que al calcular el torque con respecto al origen, donde está la rótula,

perdemos información sobre la fuerza que la pared ejerce sobre la varilla. Sin em-

bargo, podemos reconstruir esta información al recordar que Mtot~aCM = ~Ftot. La

posición del centro de masa es ~rCM = (3/2)D⇢̂ y, por lo tanto, la aceleración es

~aCM = (3/2)D(�̈�̂� �̇
2
⇢̂). Luego, la segunda ley de Newton para el sistema completo

es:

2m
3

2
D(�̈�̂ � �̇

2
⇢̂) = 2mg(sin� �̂ � cos� ⇢̂) + F

⇢
pared⇢̂+ F

�
pared�̂. (2.195)

De esta manera, usando (2.194), obtenemos

F
⇢
pared = 2mg cos� � 3mD�̇

2
, (2.196)

F
�
pared = �

1

5
mg sin�. (2.197)

Aśı, vemos que la pared no solo ejerce una fuerza a lo largo de la ĺınea en la cual se

extiende la varilla, sino que también en la dirección perpendicular a la varilla. Dado

que F
�
pared es negativa, vemos que F

�
pared evita que la varilla se despegue de la pared.
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2.14 Ley de Hooke (resortes)

Muchos objetos, o sistemas, tienden a restituir su configuración inicial después de

ser deformados. Los resortes, por ejemplo, suelen tener un largo natural, y al ser

comprimidos o estirados, intentan volver a su largo natural. Para modelar el com-

portamiento de un resorte (u otros objetos elásticos) podemos usar la ley de Hooke,

que establece que la magnitud de la fuerza necesaria para deformar un resorte debe

ser proporcional al tamaño de la deformación. Para ser concretos, consideremos el

ejemplo de la siguiente figura: Un bloque de masa m sobre una superficie lisa unida

a una pared mediante un resorte.

D

<latexit sha1_base64="G+7U8DtCIbBtkcIGlQUGe74J1u8=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0F9eAxAfOAZAmzk95kzOzsMjMrhJAv8OJBEa9+kjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdbye3tr6xuZXfLuzs7u0fFA+PmjpOFcMGi0Ws2gHVKLjEhuFGYDtRSKNAYCsY3c781hMqzWP5YMYJ+hEdSB5yRo2V6ne9Ysktu3OQVeJlpAQZar3iV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpoZtqTCgb0QF2LJU0Qu1P5odOyZlV+iSMlS1pyFz9PTGhkdbjKLCdETVDvezNxP+8TmrCK3/CZZIalGyxKEwFMTGZfU36XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZsdkUbAje8surpHlR9irl63qlVL3J4sjDCZzCOXhwCVW4hxo0gAHCM7zCm/PovDjvzseiNedkM8fwB87nD5tJjNQ=</latexit>

D � |�x|

<latexit sha1_base64="VivqV/UzmfFQ8JB283ANcDHOHLo=">AAAB83icbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBiyWRgnor6sFjBfsBTSibzaZdutmE3YlY0v4NLx4U8eqf8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzz08E12Db31ZhZXVtfaO4Wdra3tndK+8ftHScKsqaNBax6vhEM8ElawIHwTqJYiTyBWv7w5up335kSvNYPsAoYV5E+pKHnBIwknt7NnYDJoDgp3GvXLGr9gx4mTg5qaAcjV75yw1imkZMAhVE665jJ+BlRAGngk1KbqpZQuiQ9FnXUEkipr1sdvMEnxglwGGsTEnAM/X3REYirUeRbzojAgO96E3F/7xuCuGll3GZpMAknS8KU4EhxtMAcMAVoyBGhhCquLkV0wFRhIKJqWRCcBZfXiat86pTq17d1yr16zyOIjpCx+gUOegC1dEdaqAmoihBz+gVvVmp9WK9Wx/z1oKVzxyiP7A+fwCN0pFl</latexit>

D + |�x|

<latexit sha1_base64="8VcBAFZCaYoozvSiqUQ+g058BFA=">AAAB83icbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBZBEEoiBfVW1IPHCvYDmlA2m027dLMJuxOxpP0bXjwo4tU/481/47bNQVsfDDzem2Fmnp8IrsG2v63Cyura+kZxs7S1vbO7V94/aOk4VZQ1aSxi1fGJZoJL1gQOgnUSxUjkC9b2hzdTv/3IlOaxfIBRwryI9CUPOSVgJPf2bOwGTADBT+NeuWJX7RnwMnFyUkE5Gr3ylxvENI2YBCqI1l3HTsDLiAJOBZuU3FSzhNAh6bOuoZJETHvZ7OYJPjFKgMNYmZKAZ+rviYxEWo8i33RGBAZ60ZuK/3ndFMJLL+MySYFJOl8UpgJDjKcB4IArRkGMDCFUcXMrpgOiCAUTU8mE4Cy+vExa51WnVr26r1Xq13kcRXSEjtEpctAFqqM71EBNRFGCntErerNS68V6tz7mrQUrnzlEf2B9/gCKtpFj</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="k+l5+12WtqqoHBB1+TlVKgiO+TA=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMiqLuiG5cV7ANmhpJJM21oJhmSO0IZ+hluXCji1q9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeKBXcgOt+O5W19Y3Nrep2bWd3b/+gfnjUNSrTlHWoEkr3I2KY4JJ1gINg/VQzkkSC9aLJXeH3npg2XMlHmKYsTMhI8phTAlbygzEBHPCEwHhQb7hNdw68SrySNFCJ9qD+FQwVzRImgQpijO+5KYQ50cCpYLNakBmWEjohI+ZbKknCTJjPI8/wmVWGOFbaPgl4rv7eyElizDSJ7GQRzix7hfif52cQX4c5l2kGTNLFR3EmMChc3I+HXDMKYmoJoZrbrJiOiSYUbEs1W4K3fPIq6V40vcvmzcNlo3Vb1lFFJ+gUnSMPXaEWukdt1EEUKfSMXtGbA86L8+58LEYrTrlzjP7A+fwBBrSRHA==</latexit>

Si medimos la posición del bloque con respecto a la pared a través de la coordenada

x, entonces el resorte estará en su configuración natural (es decir, aquella donde el

resorte no está deformado) cuando x = D. Supongamos que ejercemos una fuerza
~F sobre el bloque hacia la izquierda (es decir en la dirección �ı̂), de tal forma que

el resorte se comprima en una longitud |�x|. Luego, de acuerdo a la Ley de Hooke,

la magnitud necesaria de dicha fuerza para mantener el resorte comprimido en la

posición x = D� |�x| debe ser proporcional a |�x|. Es decir ||~F || / |�x|, o mejor aún
~F = �ı̂k|�x|, donde k es la constante elástica del resorte, que determina qué tan ŕıgido

o elástico es un resorte. Evidentemente, mientras mantenemos el resorte comprimido,

la pared ejerce una fuerza sobre el bloque a través del resorte. Llamemos a esta fuerza
~Fpb. Gracias a la tercera ley de Newton, sabemos que esta fuerza es ~Fk = k|�x|̂ı o,

usando �x = D � x:
~Fpb = �k(x � D)̂ı. (2.198)

Podemos repetir este análisis para el caso en que aplicamos una fuerza ~F con el

propósito de estirar el resorte una distancia |�x|. En tal caso la Ley de Hooke establece
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que la fuerza necesaria para mantener al resorte en la posición x = D + |�x| es
~F = ı̂k|�x|. Luego, la tercera ley de Newton nos revela que la pared ejerce una fuerza
~Fpb = �k|�x|̂ı sobre el bloque a través del resorte. Reemplazando |�x| = x � D,

vemos que nuevamente obtenemos (2.198).

La expresión (2.198) puede ser generalizada. Consideremos dos part́ıculas (o agentes)

ubicados en posiciones ~ri y ~rj, unidos a través de un resorte de largo natural D, y

constante elástica k, tal como lo muestra la siguiente figura:

O
<latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit><latexit sha1_base64="qCF+JkzX7i9eJO2blINcDgKyyyU=">AAAB8XicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF29WsLXYhvKy3bRLN5uwuxFK6L/w4kERr/4bb/4bN20O2jqwMMy8x86bIBFcG9f9dkorq2vrG+XNytb2zu5edf+greNUUdaisYhVJ0DNBJesZbgRrJMohlEg2EMwvs79hyemNI/lvZkkzI9wKHnIKRorPfYiNCOKgtz2qzW37s5AlolXkBoUaParX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTSi/VLEE6xiHrWioxYtrPZomn5MQqAxLGyj5pyEz9vZFhpPUkCuxknlAvern4n9dNTXjpZ1wmqWGSzj8KU0FMTPLzyYArRo2YWIJUcZuV0BEqpMaWVLEleIsnL5P2Wd2z/O681rgq6ijDERzDKXhwAQ24gSa0gIKEZ3iFN0c7L8678zEfLTnFziH8gfP5AxTWkIM=</latexit>

k

<latexit sha1_base64="ESqfkpoOzQTKxIV+zY20hF3GUbw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2VmuN+ueJW3TnIKvFyUoEcjX75qzeIWRqhNExQrbuemxg/o8pwJnBa6qUaE8rGdIhdSyWNUPvZ/NApObPKgISxsiUNmau/JzIaaT2JAtsZUTPSy95M/M/rpia88jMuk9SgZItFYSqIicnsazLgCpkRE0soU9zeStiIKsqMzaZkQ/CWX14l7YuqV6teN2uV+k0eRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/ANZljPs=</latexit>

�ri

<latexit sha1_base64="VZccWjOOy2zaMyZhgcUqNrI0sZM=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FLx4r2A9oQ9lsJ+3SzSbubgol9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWju5nfGqPSPJaPZpKgH9GB5CFn1Fip3R0jI6rHe+WKW3XnIKvEy0kFctR75a9uP2ZphNIwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdiyVNELtZ/N7p+TMKn0SxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8NrPuExSg5ItFoWpICYms+dJnytkRkwsoUxxeythQ6ooMzaikg3BW355lTQvqt5l9ebhslK7zeMowgmcwjl4cAU1uIc6NICBgGd4hTfnyXlx3p2PRWvByWeO4Q+czx+7Ko/K</latexit>

�rj

<latexit sha1_base64="R+xd7jP1OQevC6Etxl8RR7UMroI=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXiMYB6QLGF20puMmZ1dZ2YDIeQnvHhQxKu/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjho5TxbDOYhGrVkA1Ci6xbrgR2EoU0igQ2AyGtzO/OUKleSwfzDhBP6J9yUPOqLFSqzNCRlT3sVssuWV3DrJKvIyUIEOtW/zq9GKWRigNE1Trtucmxp9QZTgTOC10Uo0JZUPax7alkkao/cn83ik5s0qPhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqCXvZn4n9dOTXjlT7hMUoOSLRaFqSAmJrPnSY8rZEaMLaFMcXsrYQOqKDM2ooINwVt+eZU0LspepXx9XylVb7I48nACp3AOHlxCFe6gBnVgIOAZXuHNeXJenHfnY9Gac7KZY/gD5/MHvK6Pyw==</latexit>

n̂ij

<latexit sha1_base64="1Pq11002Mz0LdGCa9kO37n1k8TE=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVur0RRaL6mXic9ssVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufPCVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2f9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2pZEPwll9eJa2LqlerXt/XKvWbPI4inMApnIMHl1CHO2hAExjE8Ayv8Oag8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifP0U6kUU=</latexit>

Entonces, de acuerdo a la Ley de Hooke, la fuerza que la part́ıcula i ejerce sobre la

part́ıcula j será
~Fij = �k (||~ri � ~rj|| � D0) n̂ij, (2.199)

donde n̂ij es el vector unitario que apunta desde ~ri a ~rj:

n̂ij ⌘ �
~ri � ~rj

||~ri � ~rj||
. (2.200)

Notemos que, efectivamente, si ||~ri � ~rj|| > D0, el resorte es estirado, y la fuerza que

i ejerce sobre j es atractiva (hacia �n̂ij). En el caso contrario, ||~ri � ~rj|| < D0, el

resorte es contráıdo, y la fuerza que i ejerce sobre j es repulsiva (hacia +n̂ij).

Por último, notemos que los resortes son oscilatorios por naturaleza. En la config-

uración de la sección anterior (masa conectada a la pared a través de un resorte), si

desplazamos a la masa desde la posición x = D, y luego la liberamos, ésta empezará

a describir un movimiento que respeta la siguiente ecuación de movimiento:

ẍ+ !
2
0x = !

2
0D, (2.201)
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donde !0 ⌘
p

k/m. Si redefinimos y = x � D, vemos que recobramos la ecuación de

un oscilador armónico simple:

ÿ + !
2
0y = 0. (2.202)

Como ya hemos visto, las soluciones de esta ecuación son oscilatorias en torno a la

posición de equilibrio y = 0 (que corresponde a x = D).

2.15 Una segunda mirada al rol de las poleas

En realidad las poleas son agentes también (agentes encubiertos). En el primer ejem-

plo de la Sección 2.11, si consideramos a la polea como un tercer agente, entonces,

de acuerdo a la tercera ley de Newton, ésta ejerce una fuerza sobre las masas m y M

(en la dirección k̂) y éstas ejercen una fuerza sobre la polea con la misma magnitud,

pero en la dirección contraria (dirección �k̂). La polea es un dispositivo capaz de

mantener la cuerda con una tensión homogénea (T es la misma en cualquier punto de

la cuerda). Luego, las dos masas ejercen la misma fuerza sobre la polea en la dirección

�k̂ (ver siguiente figura).

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

Veamos el detalle: Los agentes que actúan sobre la masa M son la tierra (a través de

la fuerza de gravedad), el suelo (a través de una fuerza normal), y la polea (a través

de la cuerda del lado izquierdo de la polea, con tensión T ). De esta forma, la fuerza

total que actúa sobre M es:

~FM,tot = �Mgk̂ +Nk̂ + T k̂. (2.203)

Por su parte, los agentes que actúan sobre la masa m son la tierra (a través de la

fuerza de gravedad), y la polea (a través de la cuerda del lado derecha de la polea,
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con tensión T ). Luego, la fuerza total que actúa sobre m es:

~Fm,tot = �mgk̂ + T k̂. (2.204)

Finalmente los agentes que actúan sobre la polea son las dos masas, que lo hacen a

través de las cuerdas (ambas con tensión T ). De esta manera, la fuerza que ejercen

las masas sobre la polea es:

~Fmasas,polea = ~Fm,polea + ~FM,polea = �2T k̂. (2.205)

Como vemos, si incluimos a la polea como un tercer agente, la masas m y M no se

influencian directamente, sino que lo hacen a través de la polea.

Esta perspectiva nos permite lidiar con problemas interesantes donde la polea es

una componente dinámica del sistema. En el siguiente ejemplo, la polea tiene una

masa m2 y permanece conectada al techo mediante un resorte de constante elástica

k y largo natural D = 0. La masa m de la figura anterior ahora es m1.

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

k

<latexit sha1_base64="ESqfkpoOzQTKxIV+zY20hF3GUbw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ci6xZbgR2EkU0igQ+BCMb2f+wxMqzWN5byYJ+hEdSh5yRo2VmuN+ueJW3TnIKvFyUoEcjX75qzeIWRqhNExQrbuemxg/o8pwJnBa6qUaE8rGdIhdSyWNUPvZ/NApObPKgISxsiUNmau/JzIaaT2JAtsZUTPSy95M/M/rpia88jMuk9SgZItFYSqIicnsazLgCpkRE0soU9zeStiIKsqMzaZkQ/CWX14l7YuqV6teN2uV+k0eRxFO4BTOwYNLqMMdNKAFDBCe4RXenEfnxXl3PhatBSefOYY/cD5/ANZljPs=</latexit>

m1

<latexit sha1_base64="qHXsMYu3Q9ZwL1htq7AucZzMXL8=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKQb0VvXisaD+gXUo2zbahSXZJskJZ+hO8eFDEq7/Im//GtN2Dtj4YeLw3w8y8MBHcWM/7RoW19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjUMnGqKWvSWMS6ExLDBFesabkVrJNoRmQoWDsc38789hPThsfq0U4SFkgyVDzilFgnPci+3y9XvKo3B14lfk4qkKPRL3/1BjFNJVOWCmJM1/cSG2REW04Fm5Z6qWEJoWMyZF1HFZHMBNn81Ck+c8oAR7F2pSyeq78nMiKNmcjQdUpiR2bZm4n/ed3URldBxlWSWqboYlGUCmxjPPsbD7hm1IqJI4Rq7m7FdEQ0odalU3Ih+Msvr5LWRdWvVa/va5X6TR5HEU7gFM7Bh0uowx00oAkUhvAMr/CGBHpB7+hj0VpA+cwx/AH6/AH+v42h</latexit>

m2

<latexit sha1_base64="n17RP14j92ZAbTumBOZ4WvC2qUo=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyWgnorevFY0dZCu5Rsmm1Dk+ySZIWy9Cd48aCIV3+RN/+NabsHbX0w8Hhvhpl5YSK4sZ73jQpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCobeJUU9aisYh1JySGCa5Yy3IrWCfRjMhQsMdwfDPzH5+YNjxWD3aSsECSoeIRp8Q66V72a/1yxat6c+BV4uekAjma/fJXbxDTVDJlqSDGdH0vsUFGtOVUsGmplxqWEDomQ9Z1VBHJTJDNT53iM6cMcBRrV8riufp7IiPSmIkMXackdmSWvZn4n9dNbXQZZFwlqWWKLhZFqcA2xrO/8YBrRq2YOEKo5u5WTEdEE2pdOiUXgr/88ipp16p+vXp1V680rvM4inACp3AOPlxAA26hCS2gMIRneIU3JNALekcfi9YCymeO4Q/Q5w8AUo2i</latexit>

Establezcamos la ecuación de movimiento para la altura z de la masa m1, suponiendo

que la masaM no se despega del suelo (¿cuál es la condición para que esto no ocurra?).

Para ello, supongamos que el largo de la cuerda es L, y la altura del techo es h. Las

posiciones de m1 y m2, con respecto al suelo, son

~r1 = z1k̂, (2.206)

~r2 = z2k̂. (2.207)

Sin embargo, es posible ver que L = 2z2 � z1, y por lo tanto podemos escribir ambas

posiciones en términos de una sola coordenada

~r1 = z1k̂, (2.208)

~r2 =
1

2
(L+ z1)k̂. (2.209)
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Luego, las aceleraciones de ambas masas son

~a1 = z̈1k̂, (2.210)

~a2 =
1

2
z̈1k̂. (2.211)

Veamos ahora las fuerzas. Los agentes que actúan sobre m1 son la masa m2 (a

través de la cuerda) con una fuerza ~F21 = T k̂, y la Tierra (a través de su atracción

gravitacional) con una ~Fg1 = �m1gk̂. Sobre la masa M actúan el suelo, con una

fuerza normal ~N = Nk̂, la Tierra, con una fuerza de gravedad ~FgM = �Mgk̂ y la

masa m2 (a través de la cuerda) con una fuerza ~F2M = T k̂. Finalmente, sobre la polea

(de masa m2) actúan el techo (a través del resorte) con una fuerza ~Ftp = k(h�z2)k̂, la

Tierra, con una fuerza ~Fg2 = �m2gk̂ y las masasM ym1, ambas a través de la cuerda,

con fuerzas determinadas por la tercera ley de Newton ~F12 = �T k̂ y ~FM2 = �T k̂.

Luego las ecuaciones de movimiento debido a la segunda ley de Newton son

m1z̈1 = T � m1g, (2.212)

0 = N � Mg + T, (2.213)

m2
1

2
z̈1 = k


h �

1

2
(L+ z1)

�
� m2g � 2T. (2.214)

Juntando la primera y tercera ecuación, obtenemos la siguiente ecuación de movimiento:

z̈1 +
k

4m1 +m2
z1 =

k(2h � L)

4m1 +m2
�

4m1 + 2m2

4m1 +m2
g, (2.215)

la que corresponde a la ecuación de un oscilador armónico. ¿Cuál es la configuración

de equilibrio estático?

2.16 Fuerzas de roce estático

Hasta el momento hemos analizado situaciones donde las superficies son lisas, y por

lo tanto no oponen resistencia al movimiento de las masas a lo largo de ellas. Sin

embargo, gracias a la rugosidad de las superficies, el contacto entre un objeto con

éstas inevitablemente involucrará una resistencia al movimiento, que llamaremos roce,

y que se manifestará en forma de fuerza. Comencemos analizando la fuerza de roce

estático.

Notemos lo siguiente: al empujar un objeto de masa M en reposo sobre una su-

perficie horizontal, con una fuerza ~Fmano,M muy pequeña, éste no se moverá. Esto
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necesariamente se debe al contacto entre la superficie y el objeto en reposo (con re-

specto a la superficie). Luego, el objeto permanece en reposo debido a una fuerza ~Fe

que la superficie ejerce sobre el objeto, de igual magnitud pero dirección opuesta a la

fuerza aplicada por nosotros. Es decir ~Fe = �~Fmano,M (ver siguiente figura).

M

<latexit sha1_base64="42YeUaR3YqN2BFpjTevt1tpNDPk=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXgREjAPSJYwO+lNxszOLjOzQgj5Ai8eFPHqJ3nzb5wke9DEgoaiqpvuriARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPInXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZa9Svq5XStWbLI48nMApnIMHl1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCo7Yzd</latexit>

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

µe

<latexit sha1_base64="X+sB/NyWswGB/foSz+ac/UhQ0Cw=">AAAB8nicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKoN6CXjxGMA/YXcLspJMMmccyMyuEJZ/hxYMiXv0ab/6Nk2QPmljQUFR1092VpJwZ6/vfXmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61jco0hRZVXOluQgxwJqFlmeXQTTUQkXDoJOO7md95Am2Yko92kkIsyFCyAaPEOimMRNbLIy0wTHvVml/358CrJChIDRVo9qpfUV/RTIC0lBNjwsBPbZwTbRnlMK1EmYGU0DEZQuioJAJMnM9PnuIzp/TxQGlX0uK5+nsiJ8KYiUhcpyB2ZJa9mfifF2Z2cB3nTKaZBUkXiwYZx1bh2f+4zzRQyyeOEKqZuxXTEdGEWpdSxYUQLL+8StoX9eCyfvNwWWvcFnGU0Qk6RecoQFeoge5RE7UQRQo9o1f05lnvxXv3PhatJa+YOUZ/4H3+AEzXkUk=</latexit>

�Fmano,M

<latexit sha1_base64="uzS7ACF80/uVTohnocCaDwI4WJs=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXEhJpKDuioK4ESrYBzQhTKbTdujMJMxMCiXEjb/ixoUibv0Ld/6N0zYLbT1w4XDOvdx7TxgzqrTjfFuFpeWV1bXiemljc2t7x97da6ookZg0cMQi2Q6RIowK0tBUM9KOJUE8ZKQVDq8nfmtEpKKReNDjmPgc9QXtUYy0kQL7wBsRDG+CFKae5JAjEWWnEN5lgV12Ks4UcJG4OSmDHPXA/vK6EU44ERozpFTHdWLtp0hqihnJSl6iSIzwEPVJx1CBOFF+Ov0gg8dG6cJeJE0JDafq74kUcaXGPDSdHOmBmvcm4n9eJ9G9Cz+lIk40EXi2qJcwqCM4iQN2qSRYs7EhCEtqboV4gCTC2oRWMiG48y8vkuZZxa1WLu+r5dpVHkcRHIIjcAJccA5q4BbUQQNg8AiewSt4s56sF+vd+pi1Fqx8Zh/8gfX5A8bvldU=</latexit>

�Fe

<latexit sha1_base64="IUvIKGbALdGrhek8+JEVt8yhnGo=">AAAB9XicbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqeyKoN6KgnisYD+gu5ZsOtuGJtklyVbK0v/hxYMiXv0v3vw3pu0etPXBwOO9GWbmhQln2rjut1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHTR2nikKDxjxW7ZBo4ExCwzDDoZ0oICLk0AqHN1O/NQKlWSwfzDiBQJC+ZBGjxFjp0R8BxbfdzFcCw6RbrrhVdwa8TLycVFCOerf85fdimgqQhnKidcdzExNkRBlGOUxKfqohIXRI+tCxVBIBOshmV0/wiVV6OIqVLWnwTP09kRGh9ViEtlMQM9CL3lT8z+ukJroMMiaT1ICk80VRyrGJ8TQC3GMKqOFjSwhVzN6K6YAoQo0NqmRD8BZfXibNs6p3Xr26P6/UrvM4iugIHaNT5KELVEN3qI4aiCKFntErenOenBfn3fmYtxacfOYQ/YHz+QPsgJIp</latexit>

�N

<latexit sha1_base64="osbzCp8E2vB2L4KJlwo9GtMZ6Sc=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEUG9FL56kgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNXWcKoYNFotYtQOqUXCJDcONwHaikEaBwFYwupv5rTEqzWP5ZCYJ+hEdSB5yRo2VWt0xMvJAeuWKW3XnIKvEy0kFctR75a9uP2ZphNIwQbXueG5i/Iwqw5nAaambakwoG9EBdiyVNELtZ/Nzp+TMKn0SxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8NrPuExSg5ItFoWpICYms99JnytkRkwsoUxxeythQ6ooMzahkg3BW355lTQvqt5l9ebxslK7zeMowgmcwjl4cAU1uIc6NIDBCJ7hFd6cxHlx3p2PRWvByWeO4Q+czx9eTI70</latexit>

A la fuerza ~Fe que la superficie ejerce sobre el objeto la llamaremos fuerza de roce

estático. Para que el objeto comience a moverse, debemos aumentar la fuerza apli-

cada, y la magnitud de ésta deberá ser superior a cierto umbral ||~F
(max)
e ||. Natural-

mente, este umbral dependerá de qué tan intenso es el contacto entre la superficie y

el objeto. Pero recordemos que la intensidad de el contacto entre la superficie y el

objeto está capturada por la fuerza normal ~N . Por ejemplo, si la magnitud de la nor-

mal es cero (|| ~N || = 0), entonces no hay contacto entre la superficie y el objeto, y la

superficie no puede oponerse al movimiento causado al empujar al objeto. Luego, es

de esperar que ||~F
max
e || sea una función de || ~N || tal que ||~F

max
e || = 0 cuando || ~N || = 0.

Experimentalmente, es posible comprobar que la siguiente relación es suficientemente

buena para determinar ||~F
max
e || en términos de || ~N ||:

||~F
max
e || = µe||

~N ||, (2.216)

donde µe es el coeficiente de roce estático, que caracteriza el contacto entre la super-

ficie y el objeto.

Más generalmente, la fuerza de roce ejercida por la superficie sobre un objeto en

reposo en contacto con ella será siempre tangencial a la superficie, y se opondrá a

cualquier otra fuerza que pueda poner a dicho objeto en movimiento. Por ejemplo,

en la situación de la siguiente figura, contamos con un bloque de masa m en reposo

sobre un plano inclinado en un ángulo ↵.
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�̂
<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

ı̂
<latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit>

x̂
<latexit sha1_base64="dx+X0iFl/Lh7pagvCIhLCYbhSqU=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5Rsmm1js8mSzIql9D948aCIV/+PN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1QKi77/7a2srq1vbBa2its7u3v7pYPDhtWZYbzOtNSmFVHLpVC8jgIlb6WG0ySSvBkNb6b15iM3Vmh1j6OUhwntKxELRtFZjc6AInnqlsp+xZ+JLEOQQxly1bqlr05PsyzhCpmk1rYDP8VwTA0KJvmk2MksTykb0j5vO1Q04TYcz7adkFPn9EisjXsKycz9PTGmibWjJHKdCcWBXaxNzf9q7Qzjq3AsVJohV2z+UZxJgppMTyc9YThDOXJAmRFuV8IG1FCGLqCiCyFYPHkZGueVwPHdRbl6ncdRgGM4gTMI4BKqcAs1qAODB3iGV3jztPfivXsf89YVL585gj/yPn8AQPqO5w==</latexit><latexit sha1_base64="dx+X0iFl/Lh7pagvCIhLCYbhSqU=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5Rsmm1js8mSzIql9D948aCIV/+PN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1QKi77/7a2srq1vbBa2its7u3v7pYPDhtWZYbzOtNSmFVHLpVC8jgIlb6WG0ySSvBkNb6b15iM3Vmh1j6OUhwntKxELRtFZjc6AInnqlsp+xZ+JLEOQQxly1bqlr05PsyzhCpmk1rYDP8VwTA0KJvmk2MksTykb0j5vO1Q04TYcz7adkFPn9EisjXsKycz9PTGmibWjJHKdCcWBXaxNzf9q7Qzjq3AsVJohV2z+UZxJgppMTyc9YThDOXJAmRFuV8IG1FCGLqCiCyFYPHkZGueVwPHdRbl6ncdRgGM4gTMI4BKqcAs1qAODB3iGV3jztPfivXsf89YVL585gj/yPn8AQPqO5w==</latexit><latexit sha1_base64="dx+X0iFl/Lh7pagvCIhLCYbhSqU=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5Rsmm1js8mSzIql9D948aCIV/+PN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1QKi77/7a2srq1vbBa2its7u3v7pYPDhtWZYbzOtNSmFVHLpVC8jgIlb6WG0ySSvBkNb6b15iM3Vmh1j6OUhwntKxELRtFZjc6AInnqlsp+xZ+JLEOQQxly1bqlr05PsyzhCpmk1rYDP8VwTA0KJvmk2MksTykb0j5vO1Q04TYcz7adkFPn9EisjXsKycz9PTGmibWjJHKdCcWBXaxNzf9q7Qzjq3AsVJohV2z+UZxJgppMTyc9YThDOXJAmRFuV8IG1FCGLqCiCyFYPHkZGueVwPHdRbl6ncdRgGM4gTMI4BKqcAs1qAODB3iGV3jztPfivXsf89YVL585gj/yPn8AQPqO5w==</latexit><latexit sha1_base64="dx+X0iFl/Lh7pagvCIhLCYbhSqU=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5Rsmm1js8mSzIql9D948aCIV/+PN/+NabsHbX0h8PDODJl5o1QKi77/7a2srq1vbBa2its7u3v7pYPDhtWZYbzOtNSmFVHLpVC8jgIlb6WG0ySSvBkNb6b15iM3Vmh1j6OUhwntKxELRtFZjc6AInnqlsp+xZ+JLEOQQxly1bqlr05PsyzhCpmk1rYDP8VwTA0KJvmk2MksTykb0j5vO1Q04TYcz7adkFPn9EisjXsKycz9PTGmibWjJHKdCcWBXaxNzf9q7Qzjq3AsVJohV2z+UZxJgppMTyc9YThDOXJAmRFuV8IG1FCGLqCiCyFYPHkZGueVwPHdRbl6ncdRgGM4gTMI4BKqcAs1qAODB3iGV3jztPfivXsf89YVL585gj/yPn8AQPqO5w==</latexit>

ŷ
<latexit sha1_base64="G/3LHqKbiQId+2vBz8Ij814GL8E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtOu3WzC7kQIof/BiwdFvPp/vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5BIYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps41Yy3WCxj3Q2o4VIo3kKBkncTzWkUSN4JJrezeueJayNi9YBZwv2IjpQIBaNorXZ/TJFkg2rNrbtzkVXwCqhBoeag+tUfxiyNuEImqTE9z03Qz6lGwSSfVvqp4QllEzriPYuKRtz4+XzbKTmzzpCEsbZPIZm7vydyGhmTRYHtjCiOzXJtZv5X66UYXvu5UEmKXLHFR2EqCcZkdjoZCs0ZyswCZVrYXQkbU00Z2oAqNgRv+eRVaF/UPcv3l7XGTRFHGU7gFM7BgytowB00oQUMHuEZXuHNiZ0X5935WLSWnGLmGP7I+fwBQn6O6A==</latexit><latexit sha1_base64="G/3LHqKbiQId+2vBz8Ij814GL8E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtOu3WzC7kQIof/BiwdFvPp/vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5BIYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps41Yy3WCxj3Q2o4VIo3kKBkncTzWkUSN4JJrezeueJayNi9YBZwv2IjpQIBaNorXZ/TJFkg2rNrbtzkVXwCqhBoeag+tUfxiyNuEImqTE9z03Qz6lGwSSfVvqp4QllEzriPYuKRtz4+XzbKTmzzpCEsbZPIZm7vydyGhmTRYHtjCiOzXJtZv5X66UYXvu5UEmKXLHFR2EqCcZkdjoZCs0ZyswCZVrYXQkbU00Z2oAqNgRv+eRVaF/UPcv3l7XGTRFHGU7gFM7BgytowB00oQUMHuEZXuHNiZ0X5935WLSWnGLmGP7I+fwBQn6O6A==</latexit><latexit sha1_base64="G/3LHqKbiQId+2vBz8Ij814GL8E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtOu3WzC7kQIof/BiwdFvPp/vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5BIYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps41Yy3WCxj3Q2o4VIo3kKBkncTzWkUSN4JJrezeueJayNi9YBZwv2IjpQIBaNorXZ/TJFkg2rNrbtzkVXwCqhBoeag+tUfxiyNuEImqTE9z03Qz6lGwSSfVvqp4QllEzriPYuKRtz4+XzbKTmzzpCEsbZPIZm7vydyGhmTRYHtjCiOzXJtZv5X66UYXvu5UEmKXLHFR2EqCcZkdjoZCs0ZyswCZVrYXQkbU00Z2oAqNgRv+eRVaF/UPcv3l7XGTRFHGU7gFM7BgytowB00oQUMHuEZXuHNiZ0X5935WLSWnGLmGP7I+fwBQn6O6A==</latexit><latexit sha1_base64="G/3LHqKbiQId+2vBz8Ij814GL8E=">AAAB7XicbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OKxgv2ANpTNdtOu3WzC7kQIof/BiwdFvPp/vPlv3LY5aOsLCw/vzLAzb5BIYdB1v53S2vrG5lZ5u7Kzu7d/UD08aps41Yy3WCxj3Q2o4VIo3kKBkncTzWkUSN4JJrezeueJayNi9YBZwv2IjpQIBaNorXZ/TJFkg2rNrbtzkVXwCqhBoeag+tUfxiyNuEImqTE9z03Qz6lGwSSfVvqp4QllEzriPYuKRtz4+XzbKTmzzpCEsbZPIZm7vydyGhmTRYHtjCiOzXJtZv5X66UYXvu5UEmKXLHFR2EqCcZkdjoZCs0ZyswCZVrYXQkbU00Z2oAqNgRv+eRVaF/UPcv3l7XGTRFHGU7gFM7BgytowB00oQUMHuEZXuHNiZ0X5935WLSWnGLmGP7I+fwBQn6O6A==</latexit>�g

<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�mg�̂
<latexit sha1_base64="vojMTkLUyAWVEJ03sgTD9fFs2h4=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgxpKIoMuiG5cV7AOaUCbTSTt2JgkzN0qJ/RQ3LhRx65e482+ctFlo64GBwzn3cs+cIBFcg+N8W6WV1bX1jfJmZWt7Z3fPru63dZwqylo0FrHqBkQzwSPWAg6CdRPFiAwE6wTj69zvPDCleRzdwSRhviTDiIecEjBS366eYomH2BsRwN69JDDq2zWn7syAl4lbkBoq0OzbX94gpqlkEVBBtO65TgJ+RhRwKti04qWaJYSOyZD1DI2IZNrPZtGn+NgoAxzGyrwI8Ez9vZERqfVEBmYyD6cXvVz8z+ulEF76GY+SFFhE54fCVGCIcd4DHnDFKIiJIYQqbrJiOiKKUDBtVUwJ7uKXl0n7rO4afntea1wVdZTRITpCJ8hFF6iBblATtRBFj+gZvaI368l6sd6tj/loySp2DtAfWJ8/g+qS3w==</latexit><latexit sha1_base64="vojMTkLUyAWVEJ03sgTD9fFs2h4=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgxpKIoMuiG5cV7AOaUCbTSTt2JgkzN0qJ/RQ3LhRx65e482+ctFlo64GBwzn3cs+cIBFcg+N8W6WV1bX1jfJmZWt7Z3fPru63dZwqylo0FrHqBkQzwSPWAg6CdRPFiAwE6wTj69zvPDCleRzdwSRhviTDiIecEjBS366eYomH2BsRwN69JDDq2zWn7syAl4lbkBoq0OzbX94gpqlkEVBBtO65TgJ+RhRwKti04qWaJYSOyZD1DI2IZNrPZtGn+NgoAxzGyrwI8Ez9vZERqfVEBmYyD6cXvVz8z+ulEF76GY+SFFhE54fCVGCIcd4DHnDFKIiJIYQqbrJiOiKKUDBtVUwJ7uKXl0n7rO4afntea1wVdZTRITpCJ8hFF6iBblATtRBFj+gZvaI368l6sd6tj/loySp2DtAfWJ8/g+qS3w==</latexit><latexit sha1_base64="vojMTkLUyAWVEJ03sgTD9fFs2h4=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgxpKIoMuiG5cV7AOaUCbTSTt2JgkzN0qJ/RQ3LhRx65e482+ctFlo64GBwzn3cs+cIBFcg+N8W6WV1bX1jfJmZWt7Z3fPru63dZwqylo0FrHqBkQzwSPWAg6CdRPFiAwE6wTj69zvPDCleRzdwSRhviTDiIecEjBS366eYomH2BsRwN69JDDq2zWn7syAl4lbkBoq0OzbX94gpqlkEVBBtO65TgJ+RhRwKti04qWaJYSOyZD1DI2IZNrPZtGn+NgoAxzGyrwI8Ez9vZERqfVEBmYyD6cXvVz8z+ulEF76GY+SFFhE54fCVGCIcd4DHnDFKIiJIYQqbrJiOiKKUDBtVUwJ7uKXl0n7rO4afntea1wVdZTRITpCJ8hFF6iBblATtRBFj+gZvaI368l6sd6tj/loySp2DtAfWJ8/g+qS3w==</latexit><latexit sha1_base64="vojMTkLUyAWVEJ03sgTD9fFs2h4=">AAAB+nicbVDLSsNAFJ3UV62vVJduBovgxpKIoMuiG5cV7AOaUCbTSTt2JgkzN0qJ/RQ3LhRx65e482+ctFlo64GBwzn3cs+cIBFcg+N8W6WV1bX1jfJmZWt7Z3fPru63dZwqylo0FrHqBkQzwSPWAg6CdRPFiAwE6wTj69zvPDCleRzdwSRhviTDiIecEjBS366eYomH2BsRwN69JDDq2zWn7syAl4lbkBoq0OzbX94gpqlkEVBBtO65TgJ+RhRwKti04qWaJYSOyZD1DI2IZNrPZtGn+NgoAxzGyrwI8Ez9vZERqfVEBmYyD6cXvVz8z+ulEF76GY+SFFhE54fCVGCIcd4DHnDFKIiJIYQqbrJiOiKKUDBtVUwJ7uKXl0n7rO4afntea1wVdZTRITpCJ8hFF6iBblATtRBFj+gZvaI368l6sd6tj/loySp2DtAfWJ8/g+qS3w==</latexit>

Nŷ
<latexit sha1_base64="JuLKlY1Vdh84oufamm51HrWh3wc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKthaaEPZbDft0s0m7k6EEPonvHhQxKt/x5v/xm2bg7a+sPDwzgw78waJFAZd99sprayurW+UNytb2zu7e9X9g7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeQPwfh6Wn944tqIWN1jlnA/okMlQsEoWqtzS3ojiiTrV2tu3Z2JLINXQA0KNfvVr94gZmnEFTJJjel6boJ+TjUKJvmk0ksNTygb0yHvWlQ04sbPZ/tOyIl1BiSMtX0Kycz9PZHTyJgsCmxnRHFkFmtT879aN8Xw0s+FSlLkis0/ClNJMCbT48lAaM5QZhYo08LuStiIasrQRlSxIXiLJy9D+6zuWb47rzWuijjKcATHcAoeXEADbqAJLWAg4Rle4c15dF6cd+dj3lpyiplD+CPn8wc2BY9q</latexit><latexit sha1_base64="JuLKlY1Vdh84oufamm51HrWh3wc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKthaaEPZbDft0s0m7k6EEPonvHhQxKt/x5v/xm2bg7a+sPDwzgw78waJFAZd99sprayurW+UNytb2zu7e9X9g7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeQPwfh6Wn944tqIWN1jlnA/okMlQsEoWqtzS3ojiiTrV2tu3Z2JLINXQA0KNfvVr94gZmnEFTJJjel6boJ+TjUKJvmk0ksNTygb0yHvWlQ04sbPZ/tOyIl1BiSMtX0Kycz9PZHTyJgsCmxnRHFkFmtT879aN8Xw0s+FSlLkis0/ClNJMCbT48lAaM5QZhYo08LuStiIasrQRlSxIXiLJy9D+6zuWb47rzWuijjKcATHcAoeXEADbqAJLWAg4Rle4c15dF6cd+dj3lpyiplD+CPn8wc2BY9q</latexit><latexit sha1_base64="JuLKlY1Vdh84oufamm51HrWh3wc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKthaaEPZbDft0s0m7k6EEPonvHhQxKt/x5v/xm2bg7a+sPDwzgw78waJFAZd99sprayurW+UNytb2zu7e9X9g7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeQPwfh6Wn944tqIWN1jlnA/okMlQsEoWqtzS3ojiiTrV2tu3Z2JLINXQA0KNfvVr94gZmnEFTJJjel6boJ+TjUKJvmk0ksNTygb0yHvWlQ04sbPZ/tOyIl1BiSMtX0Kycz9PZHTyJgsCmxnRHFkFmtT879aN8Xw0s+FSlLkis0/ClNJMCbT48lAaM5QZhYo08LuStiIasrQRlSxIXiLJy9D+6zuWb47rzWuijjKcATHcAoeXEADbqAJLWAg4Rle4c15dF6cd+dj3lpyiplD+CPn8wc2BY9q</latexit><latexit sha1_base64="JuLKlY1Vdh84oufamm51HrWh3wc=">AAAB73icbZBNS8NAEIYn9avWr6pHL4tF8FQSEfRY9OJJKthaaEPZbDft0s0m7k6EEPonvHhQxKt/x5v/xm2bg7a+sPDwzgw78waJFAZd99sprayurW+UNytb2zu7e9X9g7aJU814i8Uy1p2AGi6F4i0UKHkn0ZxGgeQPwfh6Wn944tqIWN1jlnA/okMlQsEoWqtzS3ojiiTrV2tu3Z2JLINXQA0KNfvVr94gZmnEFTJJjel6boJ+TjUKJvmk0ksNTygb0yHvWlQ04sbPZ/tOyIl1BiSMtX0Kycz9PZHTyJgsCmxnRHFkFmtT879aN8Xw0s+FSlLkis0/ClNJMCbT48lAaM5QZhYo08LuStiIasrQRlSxIXiLJy9D+6zuWb47rzWuijjKcATHcAoeXEADbqAJLWAg4Rle4c15dF6cd+dj3lpyiplD+CPn8wc2BY9q</latexit>

�
<latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit>

�
<latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit>

�
<latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit><latexit sha1_base64="6EtSdgpKG2qhZbjGZ4j1QLtQzns=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn61etX1WPXoJF8FR2RdBj0YvHCvYD2qXMpmkbm02WJCuUpf/BiwdFvPp/vPlvTNs9aOsLgYd3ZsjMGyWCG+v7315hbX1jc6u4XdrZ3ds/KB8eNY1KNWUNqoTS7QgNE1yyhuVWsHaiGcaRYK1ofDurt56YNlzJBztJWBjjUPIBp2id1eyiSEbYK1f8qj8XWYUghwrkqvfKX92+omnMpKUCjekEfmLDDLXlVLBpqZsaliAd45B1HEqMmQmz+bZTcuacPhko7Z60ZO7+nsgwNmYSR64zRjsyy7WZ+V+tk9rBdZhxmaSWSbr4aJAKYhWZnU76XDNqxcQBUs3droSOUCO1LqCSCyFYPnkVmhfVwPH9ZaV2k8dRhBM4hXMI4ApqcAd1aACFR3iGV3jzlPfivXsfi9aCl88cwx95nz+Lg48Y</latexit>

µe

<latexit sha1_base64="X+sB/NyWswGB/foSz+ac/UhQ0Cw=">AAAB8nicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKoN6CXjxGMA/YXcLspJMMmccyMyuEJZ/hxYMiXv0ab/6Nk2QPmljQUFR1092VpJwZ6/vfXmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61jco0hRZVXOluQgxwJqFlmeXQTTUQkXDoJOO7md95Am2Yko92kkIsyFCyAaPEOimMRNbLIy0wTHvVml/358CrJChIDRVo9qpfUV/RTIC0lBNjwsBPbZwTbRnlMK1EmYGU0DEZQuioJAJMnM9PnuIzp/TxQGlX0uK5+nsiJ8KYiUhcpyB2ZJa9mfifF2Z2cB3nTKaZBUkXiwYZx1bh2f+4zzRQyyeOEKqZuxXTEdGEWpdSxYUQLL+8StoX9eCyfvNwWWvcFnGU0Qk6RecoQFeoge5RE7UQRQo9o1f05lnvxXv3PhatJa+YOUZ/4H3+AEzXkUk=</latexit>

�Fe

<latexit sha1_base64="IUvIKGbALdGrhek8+JEVt8yhnGo=">AAAB9XicbVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqeyKoN6KgnisYD+gu5ZsOtuGJtklyVbK0v/hxYMiXv0v3vw3pu0etPXBwOO9GWbmhQln2rjut1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHTR2nikKDxjxW7ZBo4ExCwzDDoZ0oICLk0AqHN1O/NQKlWSwfzDiBQJC+ZBGjxFjp0R8BxbfdzFcCw6RbrrhVdwa8TLycVFCOerf85fdimgqQhnKidcdzExNkRBlGOUxKfqohIXRI+tCxVBIBOshmV0/wiVV6OIqVLWnwTP09kRGh9ViEtlMQM9CL3lT8z+ukJroMMiaT1ICk80VRyrGJ8TQC3GMKqOFjSwhVzN6K6YAoQo0NqmRD8BZfXibNs6p3Xr26P6/UrvM4iugIHaNT5KELVEN3qI4aiCKFntErenOenBfn3fmYtxacfOYQ/YHz+QPsgJIp</latexit>

El suelo ejerce una fuerza normal ~N = Nŷ que evita que el bloque le traspase, pero

también ejerce una fuerza ~Fe = �Fex̂, tangencial a la superficie, que evita que el

bloque inicie el movimiento. Dado que el bloque está en reposo, la tercera segunda

ley de Newton adquiere la forma

0 = Nŷ � Fex̂ � mg|̂. (2.217)

Reemplazando | = cos↵ŷ � sin↵x̂, obtenemos

N = mg cos↵, (2.218)

Fe = mg sin↵. (2.219)

Luego, dado que ||~Fe||  ||~F
max
e || a partir de (2.216), es directo ver que

tan↵  µe. (2.220)

En consecuencia, existe un ángulo máximo ↵max = arctanµe para el cual el bloque

permanecerá en reposo sobre el plano. Esta relación nos provee de una forma de

determinar µe: Simplemente podemos inclinar el plano hasta que el bloque comience

a desplazarse.

2.17 Fuerzas de roce cinético

Evidentemente, una superficie ofrece resistencia al movimiento de un objeto en el

sentido opuesto a su movimiento. Esto lo hará a través de una fuerza con la dirección
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opuesta a la velocidad del objeto. Es decir

~Fc / �v̂ (2.221)

donde v̂ = ~v/||~v|| es el vector unitario que denota la dirección de la velocidad del

objeto en cuestión. Además, la magnitud de ~Fc debiera depender de qué tan intenso

es el contacto entre la superficie y el objeto. Esto significa la magnitud ||~Fc|| debe

ser una función de || ~N || tal que ||~Fc|| = 0 si || ~N || = 0. Similar al caso de la fuerza

máxima ||~F
max
e || (visto en la sección anterior), una expresión sencilla que cumple con

estas condiciones es:
~Fc = �µc || ~N || v̂, (2.222)

donde µc es el coeficiente de roce cinético. Notemos que necesariamente se debe

cumplir

µc  µe. (2.223)

Si no fuera aśı, tendŕıamos ||~Fc|| > ||~F
max
e ||, y en el mismo instante que el objeto

comenzara a moverse, el suelo ejerceŕıa de golpe una fuerza sobre éste aún mayor

que la que aplicaba durante el reposo (impidiendo su movimiento). Esto, de hecho,

lo corrobora la experiencia: Tan pronto somos capaces de poner en movimiento un

objeto pesado sobre una superficie, la resistencia de este al movimiento disminuye, y

podemos aplicar una fuerza menor a la inicial, para mantener el movimiento.

Veamos un primer ejemplo involucrando roce cinético. Consideremos el ejemplo

del plano inclinado de la Sección 2.16, y supongamos que el bloque se mueve en la

dirección x̂. Es decir v̂ = x̂. Luego, la segunda ley de Newton adquiere la forma:

mẍ x̂ = Nŷ � µc N x̂ � mg|̂. (2.224)

Como consecuencia, N = mg cos↵, y la ecuación de movimiento describiendo el

desplazamiento del bloque a lo largo del plano inclinado es:

ẍ = g(tan↵ � µc) cos↵. (2.225)

De este modo, si tan↵ < µc, entonces el bloque se frenará hasta llegar al reposo. De

otro modo, este continuará descendiendo por el plano.
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Veamos un segundo ejemplo. Consideremos un péndulo de largo L y masa m sobre

un plano inclinado en un ángulo ↵, tal como lo muestra la siguiente figura:

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�

<latexit sha1_base64="bZQ+Er1E07LJGye3M0VEPgsqG3E=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhjLZbtq1m03Y3Qgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCS5Z03AjWCdRDKNAsHYwvp357SemNI/lg5kkzI9wKHnIKRortXookhH2yxW36s5BVomXkwrkaPTLX71BTNOISUMFat313MT4GSrDqWDTUi/VLEE6xiHrWioxYtrP5tdOyZlVBiSMlS1pyFz9PZFhpPUkCmxnhGakl72Z+J/XTU145WdcJqlhki4WhakgJiaz18mAK0aNmFiCVHF7K6EjVEiNDahkQ/CWX14lrYuqV6te39cq9Zs8jiKcwCmcgweXUIc7aEATKDzCM7zCmxM7L86787FoLTj5zDH8gfP5A49hjyQ=</latexit>

µc

<latexit sha1_base64="x+cxKCOugzx1L6myZUyC4VJkzVI=">AAAB8nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoN6CXjxGMA/YXcLsZJIMmccyMyuEJZ/hxYMiXv0ab/6Nk2QPmljQUFR1092VpJwZ6/vfXmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61jco0oS2iuNLdBBvKmaQtyyyn3VRTLBJOO8n4buZ3nqg2TMlHO0lpLPBQsgEj2DopjETWyyMtEJn2qjW/7s+BVklQkBoUaPaqX1FfkUxQaQnHxoSBn9o4x9oywum0EmWGppiM8ZCGjkosqInz+clTdOaUPhoo7UpaNFd/T+RYGDMRiesU2I7MsjcT//PCzA6u45zJNLNUksWiQcaRVWj2P+ozTYnlE0cw0czdisgIa0ysS6niQgiWX14l7Yt6cFm/ebisNW6LOMpwAqdwDgFcQQPuoQktIKDgGV7hzbPei/fufSxaS14xcwx/4H3+AEnNkUc=</latexit>

ı̂
<latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit><latexit sha1_base64="ceHryc8WaJuW2N20lLaA68ZJN+s=">AAAB8nicbVBNS8NAFHypX7V+VT16WSyCp5KIoMeiF48VbC00oWy2m3bpJht2X4QS+jO8eFDEq7/Gm//GTZuDtg4sDDPvsfMmTKUw6LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco04x2mpNK9kBouRcI7KFDyXqo5jUPJH8PJbeE/PnFthEoecJryIKajRESCUbRS3x9TJL6IKY4H9YbbdOcgq8QrSQNKtAf1L3+oWBbzBJmkxvQ9N8UgpxoFk3xW8zPDU8omdMT7liY05ibI55Fn5MwqQxIpbV+CZK7+3shpbMw0Du1kEc4se4X4n9fPMLoOcpGkGfKELT6KMklQkeJ+MhSaM5RTSyjTwmYlbEw1ZWhbqtkSvOWTV0n3oulZfn/ZaN2UdVThBE7hHDy4ghbcQRs6wEDBM7zCm4POi/PufCxGK065cwx/4Hz+AALWkRA=</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit><latexit sha1_base64="+r/yHFJ7w4rlv9eT7SpEpKC2iRw=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjMi6LLoxmUF+4CZoWTSTBubSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVtfWNzq7pd29nd2z+oHx51jco0ZR2qhNL9iBgmuGQd4CBYP9WMJJFgvWhyW/i9J6YNV/IBpikLEzKSPOaUgJX8YEwAB48JgfGg3nCb7hx4lXglaaAS7UH9KxgqmiVMAhXEGN9zUwhzooFTwWa1IDMsJXRCRsy3VJKEmTCfR57hM6sMcay0fRLwXP29kZPEmGkS2ckinFn2CvE/z88gvg5zLtMMmKSLj+JMYFC4uB8PuWYUxNQSQjW3WTEdE00o2JZqtgRv+eRV0r1oepbfXzZaN2UdVXSCTtE58tAVaqE71EYdRJFCz+gVvTngvDjvzsditOKUO8foD5zPHwRekRE=</latexit>

k̂

<latexit sha1_base64="J9d2ZyAhONoPVrsoRR0bWkYWXgI=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsB/QhrLZbtq1m03YnQgl9D948aCIV/+PN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38789hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVWr0RRTLulytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKURV8gkNabruQn6GdUomOTTUi81PKFsTIe8a6miETd+Nr92Ss6sMiBhrG0pJHP190RGI2MmUWA7I4ojs+zNxP+8borhlZ8JlaTIFVssClNJMCaz18lAaM5QTiyhTAt7K2EjqilDG1DJhuAtv7xKWhdVr1a9vq9V6jd5HEU4gVM4Bw8uoQ530IAmMHiEZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzBzEkjuY=</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

Entre el plano y el péndulo hay un coeficiente de roce cinético µc. Supongamos que

el péndulo comienza desde el reposo con un ángulo � = 0, y determinemos el ángulo

�⇤ para el cual el péndulo se detiene (notemos que se debe cumplir tan↵ > µe para

que el péndulo comience a moverse desde el reposo).

Para proceder, describamos la posición del péndulo mediante coordenadas ciĺındricas

~r = L⇢̂. Luego, la velocidad y aceleración de la masa serán:

~v = L�̇�̂, (2.226)

~a = L(�̈�̂ � �̇
2
⇢̂) (2.227)

De aqúı vemos que v̂ = �̂. Por otro lado, las fuerzas actuando sobre la masa son

la normal ~N = Nk̂, la fuerza de gravedad ~Fg = mg (sin↵|̂ � cos↵k̂), la tensión de

la cuerda ~T = �T ⇢̂, y la fuerza de roce cinético ~Fc = �µc||
~N ||�̂. Por lo tanto, la

segunda ley de Newton nos entrega:

mL(�̈�̂ � �̇
2
⇢̂) = Nk̂ +mg (sin↵|̂ � cos↵k̂) � T ⇢̂ � µcN �̂. (2.228)

Dado que |̂ = cos��̂+ sin�⇢̂, finalmente obtenemos

mL(�̈�̂� �̇
2
⇢̂) = Nk̂+mg

⇣
sin↵(cos��̂+ sin�⇢̂) � cos↵k̂

⌘
� T ⇢̂� µcN �̂. (2.229)

Las tres ecuaciones escalares obtenidas a partir de esta ecuación vectorial son

mL�̈ = mg sin↵ cos� � µcN, (2.230)

T = mg sin↵ sin�+mL�̇
2
, (2.231)

N = mg cos↵. (2.232)
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Reemplazando N = mg cos↵ en la primera ecuación, obtenemos la siguiente ecuación

de movimiento

�̈ =
g

L
sin↵ cos� � µc

g

L
cos↵. (2.233)

Esta puede ser integrada una vez: Multiplicando la expresión anterior por �̇ y uti-

lizando d(�̇2)/dt = 2�̈�̇, obtenemos

d

dt

✓
1

2
�̇
2
�

g

L
sin↵ sin�+ µc

g

L
cos↵�

◆
= 0. (2.234)

Luego, se debe cumplir

1

2
�̇
2
�

g

L
sin↵ sin�+ µc

g

L
cos↵� = C, (2.235)

donde C es una constante de integración. Para determinar su valor basta evaluar la

expresión anterior para t = 0, donde � = 0 y �̇ = 0, con lo cual se obtiene C = 0.

Este paso nos permite encontrar que la velocidad angular del péndulo viene dada por

�̇
2 = 2

g

L
sin↵ sin� � 2µc

g

L
cos↵�. (2.236)

A parte de la situación inicial � = 0, la rapidez angular será cero cuando los dos

términos del lado derecho se anulen mutuamente. Esta cancelación permite calcular

el ángulo �⇤ a partir de la siguiente ecuación algebraica:

µc�⇤ = tan↵ sin�⇤, (2.237)

la que puede ser resuelta numéricamente.
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2.18 Fuerzas de roce viscoso

Consideremos ahora la resistencia ofrecida por un medio viscoso, como el aire o el

agua, sobre un objeto en movimiento inmerso en éste. El medio consiste en una in-

finitud de part́ıculas microscópicas (que no podemos ver a simple vista). Por lo tanto,

al estar en movimiento, el objeto debe abrirse paso desplazando estas part́ıculas, tal

como lo muestra la siguiente ilustración:

�v

<latexit sha1_base64="9NfJ28HfoR2lD2swKXe3fekQ6uU=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjxWsLXQhrLZTtq1m03Y3RRK6H/w4kERr/4fb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlo5TxbDJYhGrdkA1Ci6xabgR2E4U0igQ+BiMbmf+4xiV5rF8MJME/YgOJA85o8ZKre4YGRn3yhW36s5BVomXkwrkaPTKX91+zNIIpWGCat3x3MT4GVWGM4HTUjfVmFA2ogPsWCpphNrP5tdOyZlV+iSMlS1pyFz9PZHRSOtJFNjOiJqhXvZm4n9eJzXhlZ9xmaQGJVssClNBTExmr5M+V8iMmFhCmeL2VsKGVFFmbEAlG4K3/PIqaV1UvVr1+r5Wqd/kcRThBE7hHDy4hDrcQQOawOAJnuEV3pzYeXHenY9Fa8HJZ47hD5zPH0N2jvI=</latexit>

Al avanzar, las part́ıculas colisionan con el objeto, y con cada colisión el objeto

pierde velocidad (desacelera). Lo crucial está en notar que mientras más rápido

avanza el objeto, habrá un mayor número de colisiones por unidad de tiempo y,

por lo tanto, su velocidad disminuirá más rápidamente (una mayor desaceleración).

Macroscópicamente, todo esto debe traducirse en una fuerza de roce viscoso ~Fvis

ejercida por el medio, con una dirección opuesta a la velocidad de propagación de la

part́ıcula (es decir ~Fvis / �v̂), y con una magnitud tal que ||~Fvis|| = 0 si ⌫ ⌘ ||~v|| =

0, y que aumente en la medida que ⌫ crezca. El candidato más sencillo para ~Fvis

satisfaciendo estas condiciones es

~Fvis = �c~v, (2.238)

donde c > 0 es el coeficiente de roce viscoso. En general, esta fórmula falla para

velocidades grandes, y hay que considerar correcciones como ~Fvis = �c~v � ccorv̂⌫
2.

En este curso no nos preocuparemos por tales correcciones.

Veamos un primer ejemplo de una part́ıcula de masa m inmersa en un medio

viscoso con coeficiente de roce c, cayendo desde el reposo a partir de una altura h. En

dicho caso, podemos describir la posición de la part́ıcula a través del vector ~r = zk̂.

La fuerza de gravedad es ~Fg = �mgk̂ y la fuerza de roce viscoso actuando sobre
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la part́ıcula es ~Fvis = �cżk̂. Es directo comprobar que la ecuación de movimiento

describiendo tal situación es

z̈ +
c

m
ż + g = 0. (2.239)

Esta ecuación tiene la forma v̇ + cv/m + g = 0, donde v ⌘ ż, la que puede ser

resuelta por v = Ae
�ct

�
mg
c , donde A es una constante de integración. Inicialmente

la part́ıcula está en reposo. Por lo tanto, en t = 0 se debe cumplir A = mg/c, de

donde obtenemos

ż =
mg

c
(e�ct/m

� 1). (2.240)

Integrando este resultado, finalmente obtenemos

z(t) = h �
mg

c

h
t �

m

c
(1 � e

�ct/m)
i
. (2.241)

Notemos que para tiempos grandes (mucho mayores a m/c), la rapidez ⌫ = |ż| de

la part́ıcula tiende asintóticamente a una constante ⌫1 ⌘ mg/c, que se denomina la

velocidad ĺımite. Bajo condiciones normales, un paracaidista alcanza una velocidad

ĺımite de 55m/s.

2.19 Oscilador armónico amortiguado

Analicemos una instancia en la cual el roce viscoso juega un rol relevante. Consider-

emos una part́ıcula de masa m inmersa en un medio viscoso, conectada con el suelo

a través de un resorte de constante elástica k y largo natural D.

�g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="XGN1jUi08GfUy6JulkYD5xIylBc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJIQb0V9OCxov2ANpTNdtMu3WzC7kQooT/BiwdFvPqLvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxIpDLrut7Oyura+sVnYKm7v7O7tlw4OmyZONeMNFstYtwNquBSKN1Cg5O1EcxoFkreC0c3Ubz1xbUSsHnGccD+iAyVCwSha6WF0ftsrld2KOwNZJl5OypCj3it9dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySfFbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduqEnFqlT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMrPxMqSZErNl8UppJgTKZ/k77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2naINwVt8eZk0LypetXJ9Xy3XqnkcBTiGEzgDDy6hBndQhwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxsqNcQ==</latexit>

m

<latexit sha1_base64="Y/m7QO0Q9B60/d96H5fRVtLZZ5Q=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN4KXjy2YD+gDWWznbRrN5uwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto5TxbDFYhGrbkA1Ci6xZbgR2E0U0igQ2Akmd3O/84RK81g+mGmCfkRHkoecUWOlZjQoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX1atXbZq1Sr+VxFOEMzuESPLiGOtxDA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9lacPKZU/gD5/MH1TeM7w==</latexit>

k̂

<latexit sha1_base64="1QMKdPa8vW5a+vubOeq8mDeblm0=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0JqLeAF48RzAOSJcxOJsmY2ZllplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSqSw6Pvf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuWp0axhtMS23aEbVcCsUbKFDydmI4jSPJW9H4dua3nrixQqsHnCQ8jOlQiYFgFJ3U7I4oknGvVPYr/hxklQQ5KUOOeq/01e1rlsZcIZPU2k7gJxhm1KBgkk+L3dTyhLIxHfKOo4rG3IbZ/NopOXdKnwy0caWQzNXfExmNrZ3EkeuMKY7ssjcT//M6KQ6uw0yoJEWu2GLRIJUENZm9TvrCcIZy4ghlRrhbCRtRQxm6gIouhGD55VXSvKwE1crNfbVcq+ZxFOAUzuACAriCGtxBHRrA4BGe4RXePO29eO/ex6J1zctnTuAPvM8fLO6O2A==</latexit>

Escribamos la posición de la part́ıcula de la forma ~r = zk̂. Luego, las fuerzas actuando

sobre la part́ıcula son: la fuerza de gravedad es ~Fg = �mgk̂, la fuerza que ejerce el
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suelo a través del resorte ~Fsuelo = �k(z�D)k̂, y la fuerza de roce viscoso ~Fvis = �cżk̂.

Luego, la ecuación de movimiento proveniente de la segunda ley de Newton es:

z̈ +
c

m
ż +

k

m
z =

✓
k

m
D � g

◆
. (2.242)

Vemos que esta ecuación es idéntica a la ecuación (2.91), analizada en la Sección 2.9,

con las sustituciones � = c/2m, � = k/m y f0 = kD/m � g. Luego, vemos que la

configuración de equilibrio se logra cuando la masa está a una altura

ze = D � g
m

k
. (2.243)

Es decir, en equilibrio estático, la fuerza gravitacional mantiene el resorte comprimido.

Luego, siguiendo los métodos desarrollados en la Sección 2.9, podemos obtener solu-

ciones para los tres casos relevantes c2/4m2
< k/m, c2/4m2

> k/m y c
2
/4m2 = k/m.

2.19.1 Oscilador sub-amortiguado

Si c2/4m2
< k/m, la solución general de (2.242) adquiere la forma

z(t) = ze + e
��(t�t0) [(z0 � ze)] cos [⌦(t � t0)]

+
1

⌦
e
��(t�t0)

h
ż0 +

c

2m
(z0 � ze)

i
sin [⌦(t � t0)] , (2.244)

donde � = c/2m y ⌦ =
p

k/m � c2/4m2 > 0. Vemos que la part́ıcula oscila en torno

a ze pero, con el paso del tiempo, las amplitud de dichas oscilaciones se va atenuando.

2.19.2 Oscilador sobre-amortiguado

Si c2/4m2
> k/m, la solución general está dada por

z(t) = ze + e
��(t�t0) [(z0 � ze)] cosh [⌦(t � t0)]

+
1

⌦
e
��(t�t0) [ż0 + � (z0 � ze)] sinh [⌦(t � t0)] , (2.245)

donde � = c/2m y ⌦ =
p

c2/4m2 � k/m > 0. Dado que c
2m > ⌦ se tiene los dos

últimos términos del lado derecho convergen a 0, sin oscilaciones. Luego, en este caso,

el roce viscoso es lo suficientemente intenso como para evitar que hayan oscilaciones.
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2.19.3 Oscilador amortiguado cŕıtico

Si c2/4m2 = k/m, obtenemos el caso cŕıtico entre ambas soluciones anteriores. Este

viene dado por:

z(t) = xe + e
��(t�t0) (z0 � ze) + e

��(t�t0) [ż0 + � (z0 � ze)] (t � t0), (2.246)

donde � = c/2m. Notemos que en este caso el segundo término, además del factor

e
��(t�t0), tiene una dependencia lineal en el tiempo.

La siguiente figura muestra la función (z(x)� ze)/(z0 � ze) versus �t, para los tres

casos anteriores con la condición inicial ż0 = 0, y los valores k/m� �
2 = 100�2 (caso

sub-amortiguado), �2
�k/m = 0.5�2 (caso sobre-amortiguado), y �

2
�k/m = 0 (caso

cŕıtico).

sobre-amortiguado

<latexit sha1_base64="J+OqFJG/w9J98w1Psh/80VM+xPQ=">AAAB+nicbVDLSgMxFL3js9bXVJduglVwY5kpgroruHFZwT6gHUomzbShyWRIMkoZ+yluXCji1i9x59+YtrPQ1gMXDufcm9x7woQzbTzv21lZXVvf2CxsFbd3dvf23dJBU8tUEdogkkvVDrGmnMW0YZjhtJ0oikXIaSsc3Uz91gNVmsn43owTGgg8iFnECDZW6rklLUNFz7GQyrBBivuy55a9ijcDWiZ+TsqQo95zv7p9SVJBY0M41rrje4kJMmwfJJxOit1U0wSTER7QjqUxFlQH2Wz1CTq1Sh9FUtmKDZqpvycyLLQei9B2CmyGetGbiv95ndREV0HG4iQ1NCbzj6KUIyPRNAfUZ4oSw8eWYKKY3RWRIVaYGJtW0YbgL568TJrVin9Rub6rlmsneRwFOIJjOAMfLqEGt1CHBhB4hGd4hTfnyXlx3p2PeeuKk88cwh84nz+appQl</latexit>

sub-amortiguado

<latexit sha1_base64="LgwHoDgxNSK/c2i7tEkIya2o6VE=">AAAB+HicbVC7SgNBFJ2NrxgfWbW0GYyCjWE3CGoXsLGMYB6QLGF2djYZMo9lHkIM+RIbC0Vs/RQ7/8ZJsoUmHrhwOOfemXtPnDGqTRB8e4W19Y3NreJ2aWd3b7/sHxy2tLQKkyaWTKpOjDRhVJCmoYaRTqYI4jEj7Xh0O/Pbj0RpKsWDGWck4mggaEoxMk7q+2Vt4wvEpTJ0YFEi+34lqAZzwFUS5qQCcjT6/lcvkdhyIgxmSOtuGGQmmiD3IGZkWupZTTKER2hAuo4KxImOJvPFp/DMKQlMpXIlDJyrvycmiGs95rHr5MgM9bI3E//zutak19GEiswaIvDio9QyaCScpQATqgg2bOwIwoq6XSEeIoWwcVmVXAjh8smrpFWrhpfVm/tapX6ax1EEx+AEnIMQXIE6uAMN0AQYWPAMXsGb9+S9eO/ex6K14OUzR+APvM8fBtOTQA==</latexit>

z(t) � ze

z0 � ze

<latexit sha1_base64="FjxhX2xaGB1H+c4nQZQBzGDp3XQ=">AAACEXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0WIC0siBXVXcOOygn1AE8JkOmmHziRhZiK0Ib/gxl9x40IRt+7c+TdO2yxs64ELh3Pu5d57goRRqWz7xyitrW9sbpW3Kzu7e/sH5uFRW8apwKSFYxaLboAkYTQiLUUVI91EEMQDRjrB6Hbqdx6JkDSOHtQ4IR5Hg4iGFCOlJd+03FAgnE0sdQ4v4MTPXMEhyfNs4tsLgm9W7Zo9A1wlTkGqoEDTN7/dfoxTTiKFGZKy59iJ8jIkFMWM5BU3lSRBeIQGpKdphDiRXjb7KIdnWunDMBa6IgVn6t+JDHEpxzzQnRypoVz2puJ/Xi9V4bWX0ShJFYnwfFGYMqhiOI0H9qkgWLGxJggLqm+FeIh0REqHWNEhOMsvr5L2Zc2p127u69WGVcRRBifgFFjAAVegAe5AE7QABk/gBbyBd+PZeDU+jM95a8koZo7BAoyvX9lvnFk=</latexit>

�t

<latexit sha1_base64="FNDid+JCUcm096079fKFvRVvIdI=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LFbBU0mkoN4KXjxWsB/QhjLZbtqlu0nc3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epoqxJYxGrToCaCR6xpuFGsE6iGMpAsHYwvp357SemNI+jBzNJmC9xGPGQUzRW6vSGKCUS0y9X3Ko7B1klXk4qkKPRL3/1BjFNJYsMFah113MT42eoDKeCTUu9VLME6RiHrGtphJJpP5vfOyXnVhmQMFa2IkPm6u+JDKXWExnYTolmpJe9mfif101NeO1nPEpSwyK6WBSmgpiYzJ4nA64YNWJiCVLF7a2EjlAhNTaikg3BW355lbQuq16tenNfq9TP8jiKcAKncAEeXEEd7qABTaAg4Ble4c15dF6cd+dj0Vpw8plj+APn8wew4I+r</latexit>

cŕıtico

<latexit sha1_base64="lMos4xeF4ya9m0l4ERihv+aK0Q4=">AAAB9XicbZDLSsNAFIZPvNZ6q7p0M1gFVyUpgroruHFZwV6gDWUynbRDJ5kwc6KU0vdw40IRt76LOx/Cd3CaZqGtPwx8/Occzpk/SKQw6Lpfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsGpVqxhtMSaXbATVcipg3UKDk7URzGgWSt4LRzazeeuDaCBXf4zjhfkQHsQgFo2itATDQ8A0IwpLqlcpuxc1ElsHLoQy56r3SZ7evWBrxGJmkxnQ8N0F/QjUKJvm02E0NTygb0QHvWIxpxI0/ya6ekjPr9EmotH0xksz9PTGhkTHjKLCdEcWhWazNzP9qnRTDK38i4iRFHrP5ojCVBBWZRUD6QnOGcmyBMi3srYQNqaYMbVBFG4K3+OVlaFYr3kXl+q5arp3mcRTgGE7gHDy4hBrcQh0aWbxP8AKvzqPz7Lw57/PWFSefOYI/cj5+AGY0kGw=</latexit>

La ĺınea entrecortada muestra la envolvente del caso sub-amortiguado, dada por la

función e
��t

p
1 � �2/⌦2 con ⌦2 = k/m � �

2. Notemos que los tres casos comparten

el mismo coeficiente de roce a través del parámetro � = c/2m, pero difieren en su

valor del coeficiente de elasticidad k.

2.20 Sistemas con dos part́ıculas y masa reducida

Consideremos un sistema con dos part́ıculas 1 y 2 de masas m1 y m2 respectivamente.

La part́ıcula 2 ejerce una fuerza ~F21 sobre 1, y la part́ıcula 1 ejerce una fuerza ~F12 =
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�~F21 sobre 1. Sobre estas part́ıculas también pueden actuar fuerzas externas ~F
(ext)
1

y ~F
(ext)
2 . De acuerdo a la segunda ley de Newton, las ecuaciones de movimiento para

ambas part́ıculas son

m1
d
2

dt2
~r1 = ~F21 + ~F

(ext)
1 , (2.247)

m2
d
2

dt2
~r2 = �~F21 + ~F

(ext)
2 . (2.248)

Si ahora sumamos ambas ecuaciones, las fuerzas ~F21 y �~F21 se cancelan, y obtenemos

la ecuación

M
d
2

dt2
~rCM = ~F

(ext)
1 + ~F

(ext)
2 , (2.249)

donde hemos definido a la masa total M como M = m1 + m2, y a la posición de

centro de masa ~rCM como

~rCM ⌘
1

M
(m1~r1 +m2~r2) . (2.250)

Por otro lado, si multiplicamos (2.247) por 1/m1 y le restamos (2.248) multiplicada

por 1/m2, es posible obtener:

µ
d
2

dt2
�~r = ~F21 +

1

M

h
m2

~F
(ext)
1 � m2

~F
(ext)
2

i
(2.251)

donde hemos definido �~r ⌘ ~r1 � ~r2, y la masa reducida µ del sistema como

µ ⌘
m1m2

M
. (2.252)

Más adelante (Secciones 3.15 y 3.16) argumentaremos que la fuerza ~F21 que 2 ejerce

sobre 1 debe tener la forma
~F21 = f(�r)

�~r

�r
, (2.253)

donde �r ⌘ ||~r1 � ~r2||. Esto simplemente quiere decir que la fuerza entre 2 y 1 se

extiende a lo largo de la recta que contiene a ambas part́ıculas. Usando este resultado

en la ecuación 2.251 vemos que

µ
d
2

dt2
�~r = f(�r)

�~r

�r
+

1

M

h
m2

~F
(ext)
1 � m2

~F
(ext)
2

i
. (2.254)

Luego, en ausencia de fuerzas externas, vemos que �~r satisface una ecuación de

Newton para una part́ıcula de masa µ:

µ
d
2

dt2
�~r = f(�r)

�~r

�r
. (2.255)

87



2.20.1 Momento angular y torque en un sistema de dos part́ıculas

Definamos las posiciones ~⇢1 y ~⇢2 de las part́ıculas m1 y m2 con respecto al centro de

masas como

~⇢1 = ~r1 � ~rCM, ~⇢2 = ~r2 � ~rCM. (2.256)

Notemos que �~r = ~r1 � ~r2 = ~⇢1 � ~⇢2. Es directo ver que

~⇢1 =
µ

m1
�~r, ~⇢2 = �

µ

m2
�~r (2.257)

Esto significa que

m1~⇢1 +m2~⇢2 = 0. (2.258)

Ahora, el momento angular con respecto a un origen fijo O viene dado por

~LO = m1~r1 ⇥ ~v1 +m1~r2 ⇥ ~v2 (2.259)

= m1(~⇢1 + ~rCM) ⇥ (~̇⇢1 + ~vCM) +m2(~⇢2 + ~rCM) ⇥ (~̇⇢2 + ~vCM). (2.260)

Desarrollando esta relación, y usando la relación (2.258), es posible derivar el siguiente

resultado
~LO = ~L

CM
O

+ ~LCM, (2.261)

donde

~L
CM
O

⌘ M~rCM ⇥ ~vCM, (2.262)
~LCM ⌘ m1~⇢1 ⇥ ~̇⇢1 +m2~⇢2 ⇥ ~̇⇢2. (2.263)

Notemos que ~L
CM
O

es el momento angular con respecto a O de una part́ıcula de masa

M con posición ~rCM y velocidad ~vCM. Por otro lado, ~LCM es simplemente el momento

angular con respecto al centro de masas. Notablemente, podemos re-escribir

~LCM = µ�~r ⇥
d

dt
�~r. (2.264)

Por otro lado, el torque con respecto al origen viene dado por

~⌧O = ~r1 ⇥ (~F21 + ~F
(ext)
1 ) + ~r2 ⇥ (�~F12 + ~F

(ext)
2 ) (2.265)

= (~⇢1 + ~rCM) ⇥ (~F21 + ~F
(ext)
1 ) + (~⇢1 + ~rCM) ⇥ (�~F12 + ~F

(ext)
2 ). (2.266)

Desarrollando esta relación, y usando el hecho de que (~⇢1 � ~⇢2)⇥ ~F21 = 0 (puesto que
~F21 / �~r), es posible derivar el siguiente resultado:

~⌧O = ~⌧
CM
O

+ ~⌧CM, (2.267)
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donde

~⌧
CM
O

⌘ ~rCM ⇥ (~F (ext)
1 + ~F

(ext)
2 ), (2.268)

~⌧CM ⌘ ~⇢1 ⇥ ~F
(ext)
1 + ~⇢2 ⇥ ~F

(ext)
2 . (2.269)

Al igual que con el momento angular, podemos ver que ~⌧CM
O

es el torque con respecto

al origen debido a las fuerzas externas actuando sobre una part́ıcula en la posición

~rCM. Por otro lado, ~⌧CM es el torque total con respecto al centro de masas. Gracias

a la ley de Newton (2.249) es directo ver que

d

dt

~L
CM
O

= ~⌧
CM
O

. (2.270)

Luego, dado que d~LO/dt = ~⌧O, es posible constatar que

d

dt

~LCM = ~⌧CM. (2.271)

Si no hay fuerzas externas, sigue inmediatamente que

~LCM = µ�~r ⇥
d

dt
�~r = constante. (2.272)

2.20.2 Ejemplo: Segunda ley de Kepler

Veamos una aplicación importante del concepto de masa reducida. La ley universal

de la gravitación de Newton establece que la fuerza (de gravedad) que ejerce una

masa m2 sobre una masa m1 es:

~F21 = �
GNm1m2

||~r1 � ~r2||
2

~r1 � ~r2

||~r1 � ~r2||
, (2.273)

donde GN es la constante de Newton. El signo � implica que la fuerza entre ambos

cuerpos es atractiva. Dado que ~F21 / �~r podemos usar el resultado de la discusión

anterior, y por lo tanto ~LCM = µ�~r ⇥
d
dt�~r es un vector constante.

Ahora, el área dS barrida por el vector �~r entre t y t+ dt es

dS =
1

2
||�~r(t) ⇥ �~r(t+ dt)||. (2.274)

Pero �~r(t+ dt) = �~r(t) + d
dt�~r(t)dt+ · · · . Luego, es posible ver que dS viene dado

por

dS =
1

2
||�~r(t) ⇥

d

dt
�~r(t)||dt. (2.275)
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Sin embargo, dado que ||~LCM|| es constante, vemos que

dS

dt
= constante. (2.276)

De aqúı sigue que el área S21 barrida entre dos tiempos t1 y t2, es proporcional a

t2 � t1:

S21 / t2 � t1, (2.277)

que es la segunda ley de Kepler.
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