2 Dinamica de la particula puntual

En las secciones previas, nos hemos esforzado de describir el movimiento de particulas
puntuales, sin preocuparnos por sus causas. A continuacion, formularemos las tres
leyes de Newton, que nos indicardan cémo un agente es capaz de afectar el movimiento
de una particula.

2.1 Primera Ley de Newton

Comencemos con una pequena reflexiéon: Imaginémonos ante un espacio sin objetos.
Solo hay espacio, el cual se extiende hacia el infinito en todas las direcciones. ;Cudl
es nuestra posicién? Habitualmente respondemos a esta pregunta ayudandonos de
una referencia: estoy sentado 5 metros hacia el Oeste de la entrada del Departamento
de Fisica, etc. Sin embargo, enfrentados a un espacio vacio, no podemos entregar
puntos de referencias para indicar nuestra posicién. Quizas, esto es indicativo de
que simplemente no existen los puntos de referencia fundamentales (por ejemplo, el
centro del universo), y de que tampoco existen las direcciones privilegiadas (Norte,
Sur, etc.). Por lo contrario, nuestra posicién es necesariamente relativa a algin otro
objeto que habita el espacio (y vice versa, la posicién de dicho objeto serd relativa a
noSotros).

Pensemos ahora en la siguiente pregunta: ;Cudl es nuestra velocidad? Si hemos
aceptado que los puntos de referencia fundamentales y direcciones privilegiadas no
existen, sera igualmente dificil responder a esta pregunta. De hecho, nos veremos
obligados a abandonar la nocién de que pueda existir un objeto fundamentalmente
en reposo. Nuestra velocidad, y la velocidad de cualquier objeto necesariamente debe
ser definida con respecto a la ubicacién de otros objetos.

Ahora estaremos tentados en preguntarnos por nuestra aceleracién. La idea de la
primera ley de Newton es que no podamos responder a esta pregunta de la misma
manera en que lo hicimos con la posicién y la velocidad. Si un objeto esté siendo
acelerado, s debe ser posible responder de manera fundamental cudl es la aceleracién
sufrida por el objeto.

Para proceder, sera ttil introducir el concepto de sistema de referencia inercial.
Este consiste en un sistema que no esta siendo acelerado. ;Acelerado con respecto
a qué? Eso no importa. Basta con aceptar la existencia de un solo sistema inercial,
y automaticamente habran infinitos sistemas inerciales distintos, cada uno con una
velocidad constante con respecto al primer sistema inercial. Dado que la velocidad
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y la posicion no pueden ser conceptos fundamentales, ningin sistema inercial es mas
especial que otro. Diremos que un observador es un observador inercial si éste esta
en reposos con respecto a un sistema de referencia inercial. Una vez que nos hayamos
puesto de acuerdo en que existe una clase entera de sistemas inerciales, podemos
enunciar la primera Ley de Newton:

Primera Ley de Newton: Si una particula puntual no esta bajo la influencia de
ninglin agente, ésta se mantendra en un movimiento con velocidad constante con
respecto a un sistema de referencia inercial.

En otras palabras, si no hay agentes actuando sobre una particula, su movimiento
estara caracterizado por

a=0. (2.1)
Esta ley es consistente con la idea de que no existen ni posiciones ni velocidades
fundamentales. Por ejemplo, si un observador inercial constata que una particula se
mantiene un movimiento rectilineo uniforme con respecto a él, entonces todo obser-
vador inercial concluird lo mismo. De igual forma, si una particula se acelera con
respecto a un sistema inercial, lo hara con respecto a todos.

2.2 Segunda Ley de Newton

. Qué pasa si un agente si ejerce una influencia sobre una particula puntual? En tal
caso es posible que la particula sufra una aceleracién. Para cuantificar la influencia de
un agente, serd necesario introducir el concepto de fuerza. La fuerza es un vector que
nos indicard con qué magnitud, y en qué direccion, un agente afecta el movimiento
de una particula. La idea de introducir dicho vector consiste en modificar la ecuacién
(2.1), que es vélida cuando no hay agentes interviniendo. Para ser concretos, digamos
que un agente esta afectando el movimiento de una particula P dada de tal forma
que la aceleracion @ no es cero. Entonces, podemos aseverar que este agente ejerce
una fuerza f tal que

a=7f. (2.2)
. Qué pasa si hay mas agentes? Acertaremos a que la influencia de cada agente
es aditiva. Es decir, si existiesen N agentes actuando sobre la particula P, estos
afectaran el movimiento de la particula de la siguiente manera

= Zf (2.3)

=1
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En realidad, esta relacién nos provee de una definicién de como identificar un agente
i dado: Es quien actia sobre P mediante una fuerza f; a través de (2.3).

Sin embargo, la relacién (2.3) adolece de un problema. En el lado izquierdo ten-
emos informacién sobre el movimiento (cinemética) de la particula (con respecto a
un sistema inercial), mientras que en el lado derecho tenemos informacién sobre el
agente. ;Qué hay de las propiedades intrinsecas de la particula? Un agente dado,
actuando de la misma forma sobre dos objetos distintos, podria tener como conse-
cuencia aceleraciones distintas. Por ejemplo, no es lo mismo empujar un refrigerador
a que empujar una tostadora, aun cuando ambos estén sobre una pista de patinaje
de hielo. Para solucionar este problema, corrijamos (2.3) introduciendo una cantidad
escalar m, que llamaremos masa inercial, que sea independiente de la cinematica de
la particula y de las propiedades de los agentes que actien sobre esta:

N
ma = Z i (2.4)
i=1

Aqui, m es una propiedad intrinseca de la particula que, como veremos, nos revela

l

qué tan facil o dificil es influir en el movimiento de una particula. Por otro lado, F,
es la fuerza que ejerce el agente 7. La masa de una particula se mide en unidades de
gramos, mientras que la fuerza ejercida por un agente se mide en Newtons (N). Un
Newton equivale a un Kg m/s?. Ya estamos en condiciones de enunciar la segunda
ley de Newton:

Segunda Ley de Newton: Las particulas puntuales tienen una propiedad
intrinseca m llamada masa inercial. Un agente ¢ dado puede afectar el movimiento
de una particula de masa m mediante la accién de una fuerza ﬁz El movimiento
de dicha particula estarda determinada por la siguiente ecuacion

ma = Fyy, (2.5)

donde F’tot es la fuerza total, dada por:

N

Fow=) F. (2.6)
=1

Para lidiar con esta ley habitualmente dibujaremos diagramas de fuerza. Estos son
diagramas donde representaremos la fuerza que cada agente ejerce sobre la particula
a partir de la posicién de ésta. Por ejemplo, en la siguiente figura tenemos tres fuerzas
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debido a tres agentes 1, 2 y 3 actuando sobre una particula puntual:

Fs
QD)
ol L
; Ftot P
P F
=

3

Gracias a la segunda Ley, sabemos que la particula P estda siendo acelerada en la
direccién Fioy = ﬁl + Fy + ﬁ3.

Es posible apreciar que la Primera Ley de Newton es una consecuencia directa de
la segunda ley. Si no hay agentes actuando sobre la particula, entonces la aceleracion
serd cero, y por lo tanto el movimiento deberd ser rectilineo y uniforme. Por otro lado,
también es posible que dos agentes distintos actien de tal manera que sus influencias
se cancelen, dando como resultado F;Ot = 0. En dicho caso, la primera ley de Newton
puede ser re-entendida como el resultado de que no haya una influencia neta sobre la
particula.

2.3 Tercera Ley de Newton

La segunda ley resulta un poco insatisfactoria. ;Quiénes son los agentes de los
cuales estamos hablando? Evidentemente, éstos pertenecen al mismo mundo al cual
pertenece la particula puntual de masa m y, por lo tanto, esperamos que estén con-
stituidos por particulas sobre las cuales también pueden actuar fuerzas. Es decir, los
agentes también deben estar sujetos a la Segunda Ley de Newton. La Tercera Ley
de Newton se hace cargo de establecer una equivalencia entre los agentes que ejercen
una influencia, y las particulas que reciben dicha influencia: Una particula también
es un agente, y puede influenciar a aquellos agentes que ejercen una fuerza sobre ella.

Veamos esto en detalle: Si una particula es un agente, entonces podemos referirnos

37



a ella con la misma etiqueta ¢ que estamos utilizando para referirnos a los agentes.
Por ejemplo, en la figura anterior, realmente hay cuatro agentes, siendo la particula el
cuarto agente. Luego, diremos que las fuerzas que ejercen los agente 1, 2 y 3 sobre la
particula (agente 4) son ﬁ14, F;; y ﬁ34. La siguiente figura muestra la nueva notacion:

En este momento, debiéramos sospechar que la particula 4 también puede afectar a
los agentes 1, 2 y 3. Es decir, también deben existir fuerzas F’:n, ﬁ42 y ﬁ43. . Pero
qué valores tienen estas fuerzas? La Tercera Ley de Newton nos entrega la siguiente
respuesta:

Tercera Ley de Newton: Las particulas puntuales también son agentes que
pueden influenciar el movimiento de otras particulas y/o agentes. Ademds, si
un agente ¢ ejerce una fuerza Fj; sobre otro agente j, entonces el agente j si-

multaneamente ejerce una fuerza F’ﬂ sobre 7 dada por
Fji = —F;. (2.7)

Notemos que la magnitud de la fuerza ﬁﬂ es idéntica a la de }7’2] La tinica diferencia

entre ambos vectores es la direccion, que es opuesta. Es decir, todos los agentes tienen
el mismo estatus. Muchas veces se caracteriza a la tercera ley mediante la siguiente
afirmacién: “toda accién tiene una reaccién igual en magnitud, pero opuesta en
direccién”. Pero esta afirmacién es enganosa, dado que da la falsa impresion de que
una de las fuerzas (aquella relacionada con la accién) es la causa de la segunda fuerza
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(aquella asociada a la reaccién). Sin embargo la tercera ley no distingue entre ambas
fuerzas.

Volviendo a la situacién de la figura anterior, ahora podemos complementar el
diagrama de fuerzas dibujando las fuerzas que la particula ejerce sobre los agentes 1,
2y 3

Evidentemente, dado que los agentes deben estar constituido por particulas, estaran
afectos a la segunda ley de Newton, y podran sufrir aceleraciones. Sin embargo, para
saber como se aceleran, debemos conocer todas las otras fuerzas que actian sobre
éstos.

2.4 La segunda ley de Newton como ecuacion de movimiento

—

Como veremos a lo largo del resto de este curso, tipicamente las fuerzas F; son fun-
ciones de la posicion 7y la velocidad ¢ de la particula. Es decir:

Luego, la segunda ley de newton puede escribirse como:

EF 1 = [ dF
SR (rE) <o, 2.
a2 m s (T dt) 0 (2.9)

la que es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, que llamaremos ecuaciéon
de movimiento. Si contamos con condiciones iniciales, por ejemplo la posicién 7(t;,;)
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y la velocidad v(t;,;) en cierto instante inicial, entonces seremos capaces de integrar
la ecuacion (2.9), y obtener como solucién la posicion 7(t) para todo tiempo. Esto
constituye una prediccion de lo que hara la particula descrita por la segunda ley de
Newton.

Veamos un primer ejemplo basico de esto. Supongamos una particula P que en
t = ty se encuentra en una posicion conocida 7y y tiene velocidad conocida vy. Ademas,
supongamos que la fuerza total que actia sobre ella viene dada por ﬁtot = ﬁo, donde
F}, es un vector constante. Luego, la segunda ley de Newton nos entrega la ecuacion

diferencial: .
a*r  F
— ——=0. 2.10
dt2  m ( )
Esta ecuacion puede ser resuelta primero para la velocidad. Notemos que la velocidad
satisface: .
dv  Fy
— = — 2.11
dt m ( )

Si integramos ambos lados con respecto al tiempo, desde ¢t = t; hasta un tiempo
arbitrario ¢, vemos que:

tF
/ @dt’ Eodt (2.12)

Noten que le hemos puesto una etiqueta (/ ) a la variable de integracion, para que

no se confunda con el tiempo t que aparece en el limite de la integral. Ahora pode-
mos desarrollar ambos lados. En el lado izquierdo, podemos integrar de la siguiente

(t)

En el primer paso, simplemente usamos (dﬁ /dt')dl' = dv. Pero este paso significa

manera:

que la nueva variable de integracion es ni mas ni menos que la velocidad, por lo que
ahora tenemos que procurar que los limites de integracién también sean velocidades.
El limite inferior tendré que ser la velocidad evaluada en t = ¢, que es ¥, mientras
que el limite superior tendra que ser la velocidad evaluada en t, que es ¥(t). En el
segundo paso, simplemente completamos la integral. Por otro lado, en el lado derecho
de (2.12) podemos proceder de la siguiente forma

tF Fy [ F,
Dt =2 dr = (t—ty) =2, (2.14)
0 m m Jo m
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donde, dado que Fy es un vector constante, hemos sacado F, /m del integrando.
Juntando los dos resultados previos, obtenemos:
F,
F(t) = o + (t — to) =, (2.15)
m
Este resultado es consistente con la condicién de que en t = ¢, la velocidad es vj.
Ahora, la ecuacién para 7 viene dada por
dr Fy

o =T (E—to) (2.16)

Procediendo de la misma forma a como lo hicimos con la velocidad, es directo com-
probar que la solucién viene dada por

L L1 F
F(t) = 7y + (t — to) Ty 4+ = (t — to)>—. (2.17)
2 m
Por cierto, si la fuerza total es tal que F, = 0, entonces 7(t) = 7o + (t — to)Uo, que

corresponde a un movimiento rectilineo uniforme, en concordancia con la primera ley.

Un caso particular de una fuerza (aproximadamente) constante es aquella que re-
sulta de la atraccion gravitacional que la Tierra ejerce sobre las particulas masivas,
sobre su superficie. En dicho caso, la fuerza gravitacional adquiere la forma

Fy, = —mgk, (2.18)

donde m es la masa de la particula afectada por la atraccién de la tierra, y g es
la constante de aceleracion gravitacional dada por g ~ 9.8. La combinacién —k
indica que esta fuerza apunta hacia abajo. Luego, la posicién de una particula libre,
sometida dnicamente a la atraccién gravitacional (sobre la superficie de la tierra),
viene dada por

~

4 . L1
F(t) = o+ (t — to)Tp — 5(t — o) gk, (2.19)

que corresponde a un movimiento parabdlico.

A partir de ahora, nos dedicaremos a estudiar los efectos de distintos tipos de
fuerzas sobre el movimiento de una o varias particulas. Esto quiere decir, que nos
dedicaremos a resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con condi-
ciones iniciales conocidas. Como primer paso, investigaremos una clase basica de
fuerzas, conocidas como fuerzas de contacto, que son el resultado del contacto entre
la particula y otros agentes.
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2.5 Fuerzas normales

La fuerza normal, usualmente escrita como N , es una fuerza que surge como resultado
del contacto entre la particula estudiada y una superficie o una curva. La idea es que
una particula, al estar en contacto con una superficie (o curva), no puede atravesarla.
De esta forma, N debe ser tal que la particula respete la condicién de no atravesar la
superficie (o curva). Veamos un ejemplo basico: Una particula de masa m sobre una
superficie inclinada en un angulo « con respecto al horizonte, tal como lo muestra la
siguiente figura:

gl MY
)
Ny Q 4

—mgj 5

Para lidiar con este ejemplo, es conveniente introducir dos bases cartesianas: La base
{2,j}, donde 7 apunta hacia la derecha, y j apunta hacia arriba, y la base {Z,3},
donde  apunta a lo largo del plano inclinado (en descenso), e § es normal al plano.
La relacién entre ambas bases es

! =cosaZ+sinay, (2.20)

j= —sinaZ+ cosay. (2.21)

Hay dos agentes ejerciendo influencias sobre la particula: La Tierra, que ejerce una
atraccion gravitacional sobre la particula hacia abajo, y la superficie, que evita que la
particula la atraviese. Ambas ejercen sus influencias a través de fuerzas. La primera
lo hace mediante la fuerza

E, = —mgj. (2.22)
El segundo agente lo hace mediante una fuerza normal N , que debemos determinar.
Algo debiera ser claro: la superficie solo es capaz de ejercer una influencia sobre la

particula en la direccién normal a si misma. Es decir, la fuerza normal N debe ser
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paralela a ¢:
N = Nj. (2.23)

Aqui N es la magnitud de N, cuyo valor aun no conocemos. En principio puede ser
positivo o negativo, por lo que debemos permanecer agnosticos a su valor hasta que
la segunda ley de Newton nos entregue un veredicto. Veamos como funciona esto.
Tomando en cuenta los dos agentes, la segunda ley de Newton tiene la forma:

d*r

Para desarrollar esta ecuacion, escribamos el vector posicion en términos de la base
{z,9}:

=T+ yy. (2.25)
Notemos que y debe ser constante, ya que la particula descansa sobre la superficie.
En consecuencia, la velocidad y aceleracion vienen dadas por

U= I, a=iz. (2.26)
Luego, la segunda ley de Newton se puede escribir como
mii = —mg(—sinaz + cosa ) + yN, (2.27)

donde usamos (2.21) para expresar j en términos de Z e §. Dado que los elementos
de la base cartesiana son linealmente independientes, podemos re-escribir la ecuacién
anterior (que es una relacién vectorial) como una coleccion de dos ecuaciones escalares:

¥ = gsina, (2.28)
0 = —mgcosa+ N. (2.29)

La segunda ecuacion nos informa que N = mg cos a, con lo que hemos aprendido que
la fuerza normal viene dada por N = mg cos ag. Por anadidura, la ecuacion restante
es una ecuacién diferencial de segundo orden que nos informa cémo se desliza la
particula a lo largo de la superficie. Al integrarla, podemos obtener una expresién
para z(t) como funcién del tiempo.

Como hemos visto, en el ejemplo anterior la fuerza normal viene determinada por
una restriccion cinemdtica: No conocemos el valor a priori de la fuerza normal, pero si
sabemos que debe actuar en la direccién normal a la superficie (dado que la superficie
evita que la particula la atraviese). Lo que finalmente determiné el valor de N fue el
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hecho de que impusimos la condiciéon de que y fuese constante, lo que hicimos a través
de una relacién cinemética (la velocidad y aceleracién en (2.26)). Esto nos permite
avizorar cémo lidiar con fuerzas normales en general. Estas deben apuntar siempre
en direcciones normales a las superficies o curvas que restringen el movimiento de la
particula estudiada, y sus valores finales vendran determinados por la segunda ley de
Newton, a través de restricciones cinematicas.

Veamos un segundo ejemplo: Una particula confinada al interior de un cilindro
hueco de radio R. Supongamos que en t = 0 la particula se encuentra en el punto
mas bajo del cilindro, y determinemos la velocidad inicial ¥y minima que debe tener
(hacia la derecha) para que la particula pueda llegar al punto mas alto (ver figura):

J

Para describir el movimiento de la particula, serd ttil trabajar con coordenadas
cilindricas, de tal forma que el dngulo ¢ describa el angulo de la particula con re-
specto a la vertical. Dado que la particula estd confinada al interior del cilindro, ésta
siempre estard a una distancia R del centro. Luego, la posicion de la particula vendra
dada por

7= Rp. (2.30)

Notemos que al determinar que la distancia de la particula al centro es R, ya estamos
imponiendo una restricciéon cinemética (p = R). De aqui sigue que la velocidad y
aceleracion vienen dadas por

Ro, (2.31)
Ro¢ — R$*p. (2.32)

0l

a

Lo que resta, es identificar a los agentes, y escribir sus fuerzas asociadas. Estos son
la atraccién gravitacional, con una fuerza F, = mgi, y la superficie, con una normal
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N=-N p. Notemos que hemos insertado un signo negativo para escribir N con la
expectativa de que la fuerza normal apunte hacia el centro del cilindro. No estamos
obligados en forzar este signo, ya que la segunda ley de Newton determinara el valor
de N, el que podria ser positivo o negativo. De cualquier forma, mantengamos el
signo negativo, y esperemos a ver dénde nos lleva el desarrollo. La segunda ley de
Newton tiene la forma:

m(Ro¢p — Rp*p) = mgi — Np. (2.33)

Para proseguir, notemos que 2 = pcos¢ — ggsin ¢. Insertando esta relacién en la
segunda ley de Newton, podemos deducir dos ecuaciones escalares, una para las com-
ponentes multiplicando p, y otra para las componentes multiplicando ¢:

—mR$?* = mgcosd — N, (2.34)
mR¢ = —mgsin ¢. (2.35)

La primera ecuacion, nos entrega la fuerza normal en términos de cantidades cineméticas
N = mR¢?* + mgcos¢. Mientras tanto, la segunda ecuacién es una ecuacién de
movimiento (corresponde a una ecuacién diferencial de segundo orden) para el dngulo:

¢+ }%sin¢ = 0. (2.36)

Para conocer N, debemos conocer ¢. Esto es posible a partir de (2.36). Si multipli-
camos la ecuacién de movimiento por ¢ obtenemos

o0 + %Sin ¢p = 0. (2.37)

Notemos ahora que, gracias a la regla de la cadena, el primer término se puede re-
escribir como

o 1d
=—— ) 2.38
06 = 52 (6) (2.38)
Similarmente, el segundo término puede ser re-escrito como
. d
%sin o) = _%E COS ¢. (2.39)

Insertando estos resultados de regreso en (2.37), obtenemos

% (%gbz — %cos qb) =0. (2.40)
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Esto quiere decir que el paréntesis es una constante:

1y g
—¢° — =cosp = C. 2.41
S6% = 2 cos g (2.41)
Dado que C' es una constante, para determinar su valor basta con evaluarla en
cualquier tiempo. Por ejemplo, sabemos que en t = 0, se cumplen ¢ =0y R¢ = vp.
Luego, sigue que

1o g
=-—— — =, 2.42
2R? R (242)
Reemplazando este resultado de vuelta en (2.41) obtenemos la dependencia de $? en
¢: )
3 = % + 2% (cos¢p—1). (2.43)

Recordemos que habiamos obtenido N = mRéﬁQ +mg cos ¢, por lo que ahora podemos
escribir una expresion para N como funcién de ¢:

2

N(¢) = m%) +mg (3cosp — 2). (2.44)
Este resultado nos revela la fuerza que ejerce la superficie sobre la particula para
que se mantenga pegada al cilindro (para que no lo atraviese). Cuando N = 0, la
superficie interna deja de ejercer una fuerza, lo que significa que la particula comienza
a volar libremente (y las ecuaciones anteriores dejan de ser vélidas, ya que p dejard
de ser R). Lo que deseamos conocer es el valor de vy minimo para que la particula
pueda llegar hasta el punto mas alto del cilindro. Esto requiere que N > 0 desde
¢ = 0 hasta ¢ = 7. Aplicando esta condicién sobre N(¢) encontramos que la rapidez
minima es

vo = \/BRy. (2.45)

2.6 Estrategia general para resolver problemas de dinamica

Habiendo introducido la fuerza normal, ya estamos en condiciones de delinear un
esquema general para resolver problemas de dindmica. La clave estd en comenzar por
la cinematica. Dado un problema donde el objetivo es determinar las ecuaciones de
movimiento de una particula, los pasos a seguir son:

1. Elegir el sistema de coordinadas y las bases para describir la posicion de la
particula involucrados en el problema.
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2. Determinar las restricciones cinematicas, y calcular la velocidad y aceleracion
de la particula.

3. Identificar los agentes que afectan el movimiento de la particula, y escribir las
fuerzas.

4. Escribir la segunda ley de Newton, y descomponer la ecuacién vectorial en las
ecuaciones escalares correspondientes a las componentes de la base elegida.

5. Si es posible, resolver las ecuaciones.

Como ejemplo, consideremos el siguiente problema: Considere una particula de
masa m confinada a moverse a lo largo del interior de un tubo horizontal delgado, el
cual gira alrededor de un eje vertical con rapidez angular constante wy (ver figura).
Sien t = 0 la particula se encuentra en reposo con respecto al tubo, y a una distancia
Ry del eje, determine su posicion para todo ¢ > 0.

7l

wo

Resolvamos el problema paso por paso:

Paso 1: Dado que la particula solo puede desplazarse a lo largo de un tubo que gira
en torno a un eje fijo, es natural elegir el origen del sistema en el extremo fijo del
tubo, y utilizar coordenadas (y la base) cilindricas para describir la posicién de la
particula. Luego, la posiciéon de la particula viene dada por

7= pp. (2.46)

Dado que la altura de la particula no cambia, estamos usando z = 0 por simplicidad.
La siguiente figura describe el uso de las coordenadas cilindricas para describir la
configuracion del sistema:
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Paso 2: A partir de la expresion (2.46), vemos que la velocidad y la aceleracién
vienen dadas por

7= pp+ pq}q& o (2.47)
i = (p— pd*)p+ (260 + pd)o. (2.48)

Sin embargo, notemos que el dngulo ¢ crece de tal forma que ¢ = wy. Esto significa
que ¢ = 0. Luego, la velocidad y aceleracién pueden ser re-escritas como

7= pp+ pwod, (2.49)
@ = (j— pwy)p + 2pwoo. (250)

Incidentalmente, si usamos la definicion de velocidad angular, es directo constatar
que W = wok.

Paso 3: Identifiquemos los agentes afectando el movimiento de la particula. En
primer lugar, tenemos la fuerza gravitacional, que apunta en la direccion —k. Por lo
tanto, ésta tiene la forma

F, = —mgk. (2.51)
El segundo agente es el tubo, que mantiene a la particula confinada sobre una linea
recta (aunque girando). En consecuencia, la fuerza normal debe ser un vector normal a
la recta, lo cual es equivalente a que N sea perpendicular a p. ;Pero en qué direccion?
Eso no lo sabremos hasta escribir la segunda ley de Newton, lo que haremos en el
paso 4. Por ahora, a lo inico que podemos acertar es que N es perpendicular a p, y
por lo tanto debe tener la forma

N = Ny6 + N.k. (2.52)
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Por ahora, las componentes N4 y N, son incégnitas que parametrizan nuestra igno-
rancia. La siguiente figura muestra a las fuerzas actuando sobre la particula puntual:

gl

>

Paso 4: Ya estamos listos para escribir la segunda ley de Newton. Juntando la
aceleracién (2.50) con la fuerza de atraccién gravitacional y la fuerza normal escrita
del paso anterior, encontramos:

m(p — pwg)ﬁ+2mpwogz§ = —mgi€+N¢¢E+Nzi€- (2.53)

Luego, dado que los elementos de las bases p, $ y k son linealmente independientes,
podemos deducir las siguientes tres ecuaciones escalares:

i — k) =0, (2.54)
2mpwy = Ny, (2.55)
0=—mg+ N.. (2.56)

Estas son las ecuaciones resultantes de la segunda ley. Una de ellas, la primera, es una
ecuacion de movimiento consistente en una ecuacion diferencial ordinaria de segundo
orden, lineal, y homogénea. Las otras dos son ecuaciones que revelan el valor de la
fuerza normal, cuyas componentes eran, hasta ahora, incognitas:

N¢ = QmPWO, (257)
N, = mg. (2.58)

Por cierto, para conocer exactamente Ny, debemos conocer la rapidez p a lo largo
del tubo. Para ello, debemos resolver la ecuacién restante, lo que haremos en el paso 5.
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Paso 5: No siempre es posible resolver una ecuacién de movimiento de forma
analitica. En este caso, tenemos la fortuna de contar con una ecuacién bastante
sencilla:

p—wip=0. (2.59)

Ademds, contamos con las condiciones iniciales p = Ry y p =0 (en ¢t = 0 la particula
estd en reposo con respecto al tubo). Una regla béasica para resolver ecuaciones
diferenciales, es que el nimero de soluciones linealmente independientes debe ser igual
al orden de la ecuacién. Por ejemplo, supongamos que contamos con dos soluciones
de (2.59), denotadas como wu;(t) y us(t). Entonces, dado que es una ecuacion lineal,
podemos escribir la solucién general como una combinacién lineal de ambas soluciones

p(t) = Auy(t) + Bua(t), (2.60)

donde A y B son constantes de integracion, que vendran determinadas por las condi-
ciones iniciales. Para encontrar u, y us, podemos simplemente adivinarlas. Cuando
los coeficientes de una ecuacién diferencial ordinaria (y lineal) son constantes, en-
tonces podemos utilizar la siguiente adivinanza:

u(t) = e, (2.61)

donde (B es una constante. Veamos qua pasa si reemplazamos esta adivinanza en
(2.59). Dado que @ = Bu y ii = 3?u, es directo constatar que

B2 =up. (2.62)
Esto significa que tenemos dos soluciones para el parametro [:
B1 = +wo, P2 = —wo. (2.63)
En consecuencia, tenemos dos soluciones distintas para u(t):
up (t) = et uy(t) = e 0", (2.64)

Ya no necesitamos buscar mas soluciones, dado que sabemos que el nimero de solu-
ciones linealmente independientes debe ser 2. Luego, la solucién general de (2.59)

viene dada por:
p(t) = Aett + Be ", (2.65)

Como paso final, impongamos las condiciones iniciales. Para ello, debemos conocer
la rapidez p, la cual, de acuerdo a (2.65), viene dada por

p(t) = woAeT! — woBe 0!, (2.66)
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En t = 0 tenemos p = 0. Por lo tanto, es directo ver que B = A. Usando este
resultado en (2.65), vemos que

p(t) = 2A cosh wyt. (2.67)
Finalmente, dado que p = Ry en t = 0, vemos que 24 = Ry, de donde sigue que
p(t) = Ry cosh wyt, (2.68)

lo que revela que la particula continuara moviéndose a lo largo del tubo con una
rapidez cada vez mayor, hasta alcanzar el extremo del tubo. Este resultado, a su vez,
nos permite conocer el valor de Ny como funcién del tiempo.

2.7 Tension

La tensién (usualmente designada con f) es otro tipo de fuerza de contacto, pero
que se ejerce a distancia, a través de cuerdas, varillas, u otros dispositivos similares.
En este caso, la cuerda o varilla es solo el medio a través del cual la influencia de
un agente se transmite. La regla basica, es que T' debe apuntar a lo largo del medio
(cuerda o varilla). Revisemos el siguiente ejemplo clasico: el péndulo.
O
gl

<>

mgi

En este ejemplo, los agentes afectando el movimiento de m son la Tierra (a través de
su atraccién gravitacional) y el techo, que lo hace a través de la cuerda. En efecto,
hay una cuerda que une el techo, a partir del origen O, con la cuerda. La cuerda
transmite una fuerza, debida al techo, que llamaremos tension (f) Si trabajamos
con coordenadas cilindricas, entonces la posicién de la masa es (paso 1)

7= Lp, (2.69)
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donde L es el largo de la cuerda. Luego, la velocidad y la aceleracién seran (paso 2)

7= Lo, (2.70)
@ = Lop — L p. (2.71)

Veamos ahora las fuerzas (paso 3). La fuerza gravitacional es ﬁg = mgt. Por su parte,
la fuerza que ejerce el techo sobre m es transmitida por la cuerda en forma de tensién
T, que debe ser paralela a p:

T =Tp. (2.72)
Notemos que la expresién anterior parece estar en contradiccion con la figura, donde
la tension apunta desde la masa hacia el origen del sistema (en la direccién —p). Pero
esto no es asi: la cantidad 7' es una incognita, y su signo aun debe ser revelado por
la segunda ley de Newton. Escribamos ahora la segunda ley de Newton (paso 4):

m(Log — Ld” ) = mg(cos ¢p — sin ¢d) + T, (2.73)

donde reemplazamos 7 = cos ¢p — sin ¢¢ en la fuerza de gravedad. Ahora vemos que
las dos ecuaciones escalares son:

—mLd* =mgcosp+T, (2.74)
mL¢ = —mgsin ¢. (2.75)

Notemos que estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (2.34) y (2.35) obtenidas
para una particula al interior de un cilindro. En el presente problema, la tensién
cumple el mismo rol de la normal. En esta oportunidad, la ecuacién (2.74) revela que
la incognita T' viene dada por

T = —mL¢* — mg cos ¢, (2.76)

de donde se aprecia que, si ¢ < /2, entonces necesariamente T  es negativo, y T
apunta en el sentido contrario a p (tal como en la figura). Para finalizar, notemos
que la ecuacién (2.75) puede ser re-escrita como la siguiente ecuacién diferencial de
segundo orden:

&+ %siw —0. (2.77)

2.8 Del péndulo al oscilador armoénico

En nuestro analisis del péndulo, visto en la seccién anterior, llegamos a la ecuacién
de movimiento (2.77) que describe la evolucién temporal del angulo ¢. Consideremos
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el caso en que el péndulo oscila de tal forma que el angulo ¢ nunca se aleja mucho de
¢ = 0. Es decir, examinemos la situaciéon ¢ < 7. En tal caso, podemos aproximar
sin p >~ ¢, y la ecuaciéon adquiere la forma

¢+ wip =0, (2.78)

donde definimos wy = \/¢g/L. Ya veremos qué rol cumple wy. Esta es la ecuacién
de un oscilador arménico. Salvo un signo, ésta se parece mucho a la ecuacién (2.59).
Para resolver esta ecuacion, sigamos la misma estrategia empleada en dicha ocasién:
Busquemos soluciones u;(t) y us(t) simplemente adivinandolas. Si las encontramos,
la solucion general para ¢ sera:

o(t) = Auy(t) + Bus(t), (2.79)
Al igual que con (2.59), utilicemos la siguiente adivinanza:
u(t) = e, (2.80)
donde /3 es una constante. Reemplazando esta expresion en (2.78), obtenemos
B2 = —wj. (2.81)

Dado que wy es una constante real, vemos que la ecuacién algebraica anterior implica
dos posibles valores para el parametro [:

B = +iwy, B2 = —iwp. (2.82)
Esto, a su vez, implica dos soluciones distintas para u(t)
up (t) = et™ot, uy(t) = e "ot (2.83)
Luego, la solucion general para el angulo sera:
B(t) = Aetot - Be~iwot, (2.84)

Aqui podria incomodarnos la presencia del nimero imaginario i. Sabemos que el
angulo ¢(t) debe ser una funcién real. Sin embargo, ain no hemos determinado
los valores de A y B, que dependen de las condiciones iniciales. Supongamos que
en tiempo t = tg, el péndulo tiene una configuracién tal que el angulo es ¢g, y su
derivada temporal es ¢o. Derivando (2.84) con respecto al tiempo, obtenemos

D(t) = iwgAet™0t — juy Be~ot, (2.85)
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Luego, imponiendo ¢(ty) = ¢o v ¢(ty) = ¢o, obtenemos las siguientes dos ecuaciones

algebraicas:
Aetoto - BeTi0l0 = g (2.86)
iwgAeti0to _ iy Be~™oto — (2.87)
Estas ecuaciones nos permiten concluir que
1 1 . ,
A=3 (¢0 + .—¢0> e roto, (2.88)
2 1Wo
1 L +iwot
B =- ¢0 — ,—Qf)o (& 0t (289)
2 Wo

Para finalizar, si insertemos estas expresiones de vuelta en (2.84), obtenemos:

¢<t> = ¢0 COS (WO(t - t(])) + wiogbo sin (WO(t - to)) . (290)

Ahora si, podemos estar satisfechos. La solucién final satisface las condiciones ini-
ciales, y es es real, tal como debe ser. Notemos que la solucién consiste en la combi-
nacién lineal de un seno y un coseno. Esto implica que la solucion es oscilatoria, tal
como lo muestra la siguiente figura (donde ¢y = 0):

(t)

2.9 Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden

Para reforzar nuestra experiencia con ecuaciones diferenciales, veamos ahora el caso
de la siguiente ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden:

T4 2vT +ox = fo, (2.91)
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donde 7, o y fo son constantes reales. El oscilador armonico visto en la seccién
anterior es un caso particular de esta ecuacion, con v =0y fo = 0. A la configuracion
estatica en la cual ¥ = 0 y £ = 0 se le llama configuracién de equilibrio estatico, la
cual corresponde a

zo = 22, (2.92)

o
Supongamos que sabemos que en t = ty se cumple

ZL‘(to) = Xy, I’(t[)) = i‘[). (293)

Para resolver la ecuacién (2.91) con condiciones iniciales (2.93), primero eliminemos
el término inhomogéneo fy, que aparece en el lado derecho. Para ello, escribamos
x(t) = zo+y(t), donde x, es la coordenada que satisface el equilibrio estético. En tal
caso, es directo ver que la siguiente ecuacion es satisfecha por la coordenada y:

J+2vy 4+ oy = 0. (2.94)

Esta es una ecuacién homogénea, lo que significa que puede ser satisfecha por la
solucion trivial y = 0. Lo importante es que esta ecuacién es levemente mas sencilla
que la anterior. Ahora podemos intentar resolverla mediante una adivinanza de la

forma:
u(t) = e’ (2.95)
Esta adivinanza nos entrega la siguiente ecuacion algebraica:
B*+2v8+0 =0, (2.96)

la que tiene las siguientes dos soluciones:
fi=—v+Vi—o,  B=-v-Vr -0 (2.97)
De esta forma, las dos soluciones buscadas para la ecuacién (2.94), son
uy(t) = e‘”temt, us(t) = e"yte\/”ﬂ__”, (2.98)
lo que da la siguiente solucién general para (2.94):
y(t) = Ae~ eV ot | Be’”te’mt, (2.99)

donde Ay B son constantes de integracién. En consecuencia, recordando que z(t) =
y(t) + co, con ¢y = fo/o, vemos que la solucién general para la ecuacién inicial (2.91)
viene dada por

x(t) = é + Ae eV ot 4 BeTttem VOt (2.100)
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Como veremos mas adelante, en situaciones relevantes para la mecdnica, encon-

traremos que v > 0. Por otro lado, como ya hemos visto, ¢ puede ser positivo o

negativo. Sin embargo, lo crucial para determinar la dependencia temporal de x(t)

es conocer el signo de la combinacién ¥2 — 0. Veamos a continuacién los dos casos

relevantes.

2.9.1 Caso "’ >0

En este caso tenemos v2 — o > 0, y por lo tanto eVri-at y eV 7=t son funciones

reales. Para simplificar la notacién, definamos
Q=+/*—-o.
Luego, la solucion general del sistema es
z(t) = 2o + Ae” 7Dt { Be= (DY,
Ademas, la primera derivada con respecto al tiempo es:
z(t) = —(y — Q)Ae‘”‘mt —(v+ Q)Be_(”mt.
Entonces, las condiciones iniciales (2.93) implican:

To+ Ae~ (=Dt 4 pe—(+Dte o,

—(y = D Ae 0"V _ (4 £ Q)Be” D — 4.

Estas ecuaciones pueden ser resueltas, para encontrar:

A= 20 [To + (7 + Q) (2 — zo)] etO=Dto,

~5q o+ (7 =) (2o — ze)] ettt

De esta forma, finalmente encontramos:

z(t) = ze + e 7 (29 — 2.) cosh [Q(t — to)]
1

+ —e 770) [Gg 4 (2 — xe)] sinh [Qt — t0)] .

Q
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2.9.2 Caso <o

En este caso tenemos 72 — o < 0, y por lo tanto eVi-ot y eV 7=t son funciones
complejas. Para simplificar la notacién, definamos

Q=+/o—2 (2.109)

Luego, la solucion general del sistema, y su primera derivada temporal, son

2(t) = 2o + Ae” 0TIV L Be= (D (2.110)
i(t) = —(y — Q) Ae "D — (4 4 Q)Be~ O+, (2.111)

Repitiendo los mismos pasos para el caso anterior, en esta oportunidad las condiciones
iniciales (2.93) implican:

Lo + Ae” 07D 4 Be=(FiDlo — 4 (2.112)
—(y —iQ)Ae” 07D _ (4 4 iQ)Be~ O FDI0 — 4o (2.113)

De esta manera, podemos determinar que las constantes de integracién A y B son

1 .

A= o) (20 + (7 + Q) (2o — )] eTO~EVt0, (2.114)
1 .

= —g55q o+ (7 =) (20 — )] et O+t (2.115)

de donde la solucién general es

z(t) = e + e 70 (g — 2. cos [Qt — to)]

+ée‘7(t_t°) [To + 7 (zo — xe)] sin [Q(E — Lg)] - (2.116)

Mas adelante, volveremos a las soluciones (2.108) y (2.116) para analizar sistemas
concretos.

2.9.3 Caso’ =0

Para analiza este caso, podemos tomar el limite {2 — 0 de cualquiera de los dos casos
anteriores. Por ejemplo, en el limite 2 — 0, la ecuacién (2.116) nos brinda

2(t) = 2o 4+ €70 (10 — 30) 4+ e [ 4y (mg — xe)] (E—to).  (2.117)
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2.10 Problemas con dos particulas

Como veremos, la estrategia descrita en la Seccion 2.6 puede ser usada con cualquier
tipo de problema que involucre la segunda ley de Newton, incluso en situaciones donde
participan mas de una particula. Para apreciar esto, veamos la siguiente variante del
problema analizado en la Seccién 2.6, en donde ahora hay dos particulas confinadas
al tubo, atadas por una cuerda inextensible de largo L (ver siguiente figura):

gl

Determinemos las ecuaciones de movimiento para las masas siguiendo los mismos
pasos. Paso 1: En esta oportunidad, tenemos dos masas que considerar. Podemos
utilizar coordenadas cilindricas para los vectores posiciéon de ambas masas:

Fl = plﬁ, (2118)

Paso 2: Dado que las masas estan conectadas mediante una cuerda inextensible,
debemos considerar la siguiente restriccion cinematica:

Luego, necesariamente se cumplen po = p; v p2 = p1, de donde las velocidades y
aceleraciones de ambas masas son

0 = pr1p+ preod, (2.121)
a1 = (1 — p1wd)p + 261 o, (2.122)
i = pip+ (pr = L)wod, (2.123)
d = (1 — (pr — L)wi) b+ 21 o0, (2.124)
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Es decir, todas las cantidades cinematicas relevantes pueden ser escritas en términos
de p; y sus derivadas. Paso 3: Ya estamos familiarizados con dos de los tres agentes
actuando sobre m;: la Tierra, con una fuerza ﬁgl =—my gl%, el tubo, con una fuerza
normal Z\71 = Nm(% + Nz,ll%. El tercer agente es msy, quien lo hace a través de la
cuerda, en forma de tension. Es decir, la fuerza que ejerce ms sobre my tiene la
forma:

Fy = —Tp, (2.125)
donde T es la tension de la cuerda, que por ahora permanecera como una incognita.
Por otro lado, sobre la masa ms actian la fuerza de gravitacional ﬁgg = —mggl%,
la normal ejercida por el tubo ]\72 = N¢72Q§ + szgl;:, y la fuerza ﬁlz ejercida por
my, transmitida por la cuerda. Gracias a la tercera ley de Newton, sabemos que
ﬁlg = —]521 y, por lo tanto, podemos escribir

Fio = +Tp. (2.126)

Paso 4: Ahora debemos escribir la ley de Newton valida para cada masa. Reuniendo

los resultados de los pasos 2 y 3, vemos que las ecuaciones de movimiento para ambas

masas son

ma(p1 = prog)p+ 2maprwod = —migh + No1d + Nook — Tp, (2.127)

mo (pl — (pl — L)wg) ﬁ + 2m2p1 WQ¢ == —mggk: + N¢,2¢ + NZVQk: + Tﬁ (2128)

Estas ecuaciones pueden ser descompuestas en 3 ecuaciones escalares cada una, dando
origen a la siguiente lista de ecuaciones:

my(pr — prw) = =T, (2.129)
2myprwo = Ny, (2.130)
0=—mig+ N, (2.131)

ma (p1 — (p1 — L)wg) = +T, (2.132)
2maopr wo = N 2, (2.133)

0= —mog+ N, 2. (2.134)

Las ecuaciones (2.130), (2.131), (2.133) y (2.134) nos entregan los valores de las
incégnitas Ny1, N.1, Np2 v N.o. Mientras tanto, las ecuaciones (2.129) y (2.132)
pueden combinadas, dando como resultado las siguientes dos ecuaciones:

.. 2 mZL 2
— pwy = ———w;, 2.135
P1 — P1y iy + g0 ( )
T = L2112 (2.136)

my + Mo
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La primera ecuacion, es una ecuacién de movimiento para p;, mientras que la se-
gunda ecuacion, determina el valor de la tensién T de la cuerda, la que permanece
constante en el tiempo. Paso 5: Finalmente, debemos intentar resolver la ecuacién
de movimiento (2.135). Para proceder, supongamos que en t = t, las particulas estén
en reposo con respecto al tubo, y my esta a una distancia pg del origen. Notemos que
(2.135) es un caso particular de la ecuacién (2.91), con x = p;, v =0, 0 = —W3 y
fo = —maLw?/(my + my). Luego, dado que 0 = —w? < 0, debemos usar la solucién
(2.108) con xg = pg, ©o = 0y Q = wy, la cual adquiere la forma

mgL m2L
p(t) = P, + (po — m) cosh [wo(t — to)] - (2.137)

Vemos que, efectivamente, se cumple p(ty) = po.

2.11 Cuerdas dobladas (poleas)

En el ejemplo de la seccién anterior la cuerda permanece extendida de forma recta.
Esto permitié utilizar la tercera ley de Newton F 5 = _F 12 para determinar la influen-
cia mutua de las masas m; y ms. Pero, jqué pasa si una cuerda se encuentra torcida?
Para responder a esta pregunta, consideremos el ejemplo de la siguiente figura, donde
se muestra un sistema estatico compuesto por dos masas M > m, unidas por una
cuerda doblada mediante una polea:

gl

x>
e

Aqui, la cuerda continua siendo el medio a través del cual las masas se influencian
mutuamente, y la polea cumple el rol de redireccionar la transmisién de la fuerza
(en forma de tensién). Una forma de expresar la tercera ley de Newton con cierta
claridad es introduciendo un vector unitario ¢ tangente a la cuerda en cada punto de
ésta, tal como lo muestra la siguiente figura
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Mas atun, si solo nos enfocamos en la cuerda, y nos abstraemos de todo el resto,
podemos dibujar la situacion anterior de tal forma que la cuerda aparezca estirada,
y el suelo, y todo el espacio alrededor de la cuerda aparece deformado:

\_ /

suelo

En esta figura, la cuerda aparece recta, y el vector tangente siempre apunta en la
misma direccién (a lo largo de la cuerda). Ahora, la fuerza Fy,, que ejerce M sobre

m, a través de la cuerda es:
Py = —t T, (2.138)

La tercera ley de Newton, nos dice que la fuerza que ejerce m sobre la masa M debe
tener la misma magnitud, pero el sentido inverso. Pero como el medio a través del
cual se transmite la fuerza es la cuerda, la tercera ley de Newton debe ser escrita en
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relacion a este medio. Es decir:

Fou=1tT. (2.139)

Luego, dado que en el lado izquierdo de la polea, el vector ¢ es igual a fizq = I%,
mientras que en el lado derecho se cumple fqer = —Fk, entonces vemos que

Ertm = Foppy = +k T. (2.140)

Pareciera que la tercera ley de Newton no se cumple, sin embargo, si lo hace a través
de la cuerda. Dado que el sistema es estatico, vemos que la segunda ley de Newton
para la masa M es:

0=kN—kMg+kT, (2.141)

donde kN es la normal que el suelo ejerce sobre M. Por otro lado, la segunda ley de
Newton para la masa m es:
0=—kmg+kT. (2.142)

Luego, se deduce que la tension de la cuerda es T' = mg y, por lo tanto, la normal
que el suelo ejerce sobre M es N = (M —m)g. A partir de este resultado, es posible
ver que M > m es necesario para que el sistema permanezca estatico.

Veamos ahora un problema més interesante involucrando una cuerda doblada:
Volvamos a considerar el problema de la Seccién 2.10, pero esta vez, anadamos un
tubo vertical, conectado al tubo horizontal en el origen, y por el cual puede deslizar la
segunda masa ms que permanece conectada a m; mediante una cuerda inextensible
de largo L (ver siguiente figura).

7l

A

Q “o
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Determinemos la ecuacion de movimiento para la posicion de m;. Paso 1: Para la
masa my, sigamos utilizando coordenadas cilindricas para escribir su vector posicién:

7 = pp. (2.143)

Para la masa ms, utilicemos un vector posicion expresado con la ayuda de la coorde-
nada cartesiana z:
ry = zk. (2.144)

Paso 2: Dado que las masas estdn conectadas mediante una cuerda inextensible, si
my se aleja del origen, entonces mso debe subir, y por el contrario, si m; se acerca
del origen, entonces msy debe bajar. Esto es capturado por la siguiente relacién
(recordemos que z es negativo):

p—z=L. (2.145)

Luego, necesariamente se cumple que 2 = p, de donde las velocidades y aceleraciones
de ambas masas son

¥ = pp+ pwod, (2.146)
= (p— pwi)p + 2pwo, (2.147)
¥y = pk, (2.148)
@y = jk. (2.149)

Paso 3: Ahora debemos escribir la segunda ley de Newton valida para cada masa.
Comencemos con la masa m;. Ya sabemos que sobre m actuan la fuerza normal
eJerc1da por el tubo, que tiene la forma N = N¢¢ + Nyk y la fuerza gravitacional
Fg1 = —my gk Adicionalmente, esta la fuerza que mqy ejerce sobre my a través de la
cuerda, en forma de tensiéon. Esta tiene la forma:

Fy = —Tp, (2.150)

donde T es la tension de la cuerda, que por ahora permanecera como una incognita.
Por otro lado, sobre la masa ms hay dos agentes actuando: La Tierra, a través de la
fuerza F 92 = —mggk‘ y la masa mq, que lo hace a través de la cuerda. De acuerdo a
la tercera ley de Newton, ésta debe tener la forma

Fio = Tk. (2.151)

(Efectivamente, si introducimos un vector tangencial ¢ a la cuerda, cuya direccion va
desde my a my, entonces a lo largo del tubo vertical se cumple ¢ = k: mientras que
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a lo largo del tubo horizontal £ = #ho. De esta forma, vemos que la tercera ley de
Newton, a lo largo de la cuerda, corresponde a Fy = =Tty Fio = Tt).

Paso 4: Juntando todas las expresiones del paso anterior, vemos que las ecuaciones
de movimiento para m; y my son:

mi(p — pwi)p + 2mpwo = —migk + N¢gzg + Nk — Tp, (2.152)
mapk = —magk + Tk. (2.153)

Luego, las ecuaciones escalares son

mi(p — ng) = —T, ( )
2mpwy = Ny, (2.155)
0=—mig+ N, ( )

mep = —mag + 1. ( )

A partir de estas ecuaciones, es inmediato ver que N, = m;g y Ny = 2mpw, (aunque
necesitamos determinar p para conocer Ny). Juntando (2.154) y (2.157), es posible
deducir que:

2
.. miwg U
S I 2.158
P ml—l—mgp ml—i-ng ( )
Tn11Mo 2
T=—"—"-"—(wyp+g). 2.159
ot o+ 9) (2.159)

Notemos que dado que mjwg/(my + mg) > 0, la solucién de la ecuacién (2.158)
necesariamente consistird en una combinacién lineal de senos y cosenos hiperbdlicos.
Luego, si el sistema parte del reposo p = 0, entonces la segunda masa inevitablemente
golpeara el origen.
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2.12 Momento angular y torque

Es el momento de introducir dos herramientas nuevas: momento angular y torque.
Estos conceptos seran particularmente ttiles para analizar el movimiento de sistemas
con muchas particulas sin atender los detalles debido a las interacciones internas entre
los constituyentes del sistema. Por ahora, nos enfocaremos en sistemas simples.
El momento angular de una particula de masa m, con respecto a un punto P fijo,
se define como
Lp=m(F—7p) x 0. (2.160)

Es inmediato ver que el momento angular con respecto al origen es Lo = mF X 0.
Por otro lado, el torque 7p, debido a una fuerza ﬁa, con respecto al punto P fijo, se
define como

Tra = (F—7p) X Fy. (2.161)

Por otra parte, el torque total 7p con respecto a un punto P fijo es simplemente el
torque debido a la fuerza total Fi., y por lo tanto puede ser expresado como la suma
de todos los torques individuales:

Tp=> Tra (2.162)

Es importante enfatizar que tanto el momento angular como el torque siempre se
definen con respecto a algiin punto P, y por lo tanto debemos aclarar de qué punto
estamos hablando. Utilizando la regla de Leibniz, vemos que la derivada del momento
angular con respecto al tiempo viene dada por:

d - d d
Luego, dado que ¥ = dr’/dt, el primer término es nulo (debido a que v x ¥ = 0), y por

lo tanto obtenemos J
EEP = m(F —7p) X . (2.164)

Pero gracias a la segunda ley de Newton podemos reemplazar ma = Fio, de donde
obtenemos la siguiente relacién entre momento angular y torque total:

d —

—Lp = Tp. 2.165
o Lp=1p (2.165)
Debemos reconocer que esta es una relacion obtenida gracias a la segunda ley de
Newton. De hecho, puede ser pensada como una version restringida de la segunda

ley de Newton, donde el producto cruz elimina cantidades perpendiculares a ¥ — 7'p.
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2.12.1 Ejemplo

Veamos un ejemplo sencillo de la utilidad de haber introducido momento angular y
torque. Consideremos un péndulo ideal de largo L y masa m (ver siguiente figura).

La posicion y velocidad de la masa m en coordenadas cilindricas vienen dadas por
7= Lpy v= Logp. Luego, el momento angular del péndulo con respecto al origen es:

Lo = m(Lp) x (Ldp) = mL>k. (2.166)

Por otro lado, las fuerzas actuando sobre la masa son la tensién T = —Tp y la fuerza
de gravedad mgi. Luego, vemos que el torque debido a la tensién es nulo

Tor = (Lp) x (=Tp) =0, (2.167)

y solo debemos preocuparnos por el torque debido a la fuerza de gravedad, que viene
dado por:
Tog = (Lp) x (mgi) = —mgLsin ¢ k. (2.168)

Luego, utilizando la férmula (2.165), obtenemos:
mL?¢k = —mgLsin ¢ k, (2.169)

lo que nos conduce directamente a la ecuacién de movimiento ¢ + (g/L)sin¢ =
0. Lo notable de este ejemplo es que no tuvimos que lidiar con la tension. Al
escoger el origen como punto fijo a partir del cual calcular el momento angular y
el torque, decidimos, inadvertidamente, dejar fuera de nuestro analisis a la tension
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T'. Debiera quedar claro que al contener un producto cruz, la ecuacién (2.165) tiene
menos informacion que la segunda ley de Newton, pero en este caso fue la informacién
relevante para deducir la ecuaciéon de movimiento del péndulo. Sin embargo, si nos
interesa conocer la tensién de la cuerda, mas nos vale utilizar la segunda ley de Newton
en su version original.

2.12.2 Momento angular y torque en sistemas con dos o mas particulas

Notemos que podemos definir el momento angular y torque para sistemas con dos o
més particulas. El momento angular (con respecto a un punto P) para un sistema
con dos particulas de masas my, ms, etc... se define como

-

Lp=Lh+I%+- (2.170)
= my(F1 — Tp) X Ty + ma(Fy — Tp) X Up + -+ . (2.171)

De igual forma, el torque para (con respecto a un punto P) para un sistema con dos
particulas se define como

—

LPE%+%+~- (2.172)
_Zrl—rp ><F1+Z Ty — Tp) ><F2 (2.174)

Dado que el momento angular y torque para cada particula a satisfacen dLo 4 /dt = T8,
sigue que el momento angular y torque del sistema completo satisface
d -

iy 2.175
alr =7 (2.175)

2.13 Varillas rigidas y torque

Una particularidad de las cuerdas es que estas estan obligadas a doblarse, y por lo
tanto no son capaces de resistirse al movimiento en torno al eje que sostiene uno de
sus extremos. Las varillas rigidas, en cambio, pueden sostenerse rigidamente a partir
de sus extremos. Por ejemplo, la siguiente figura muestra una situacién estatica en
la cual una masa m es sostenida con la ayuda de una varilla de largo L y masa
despreciable inclinada en un angulo a con respecto al eje horizontal:

67



!

g)l Fmano

o _mgj

Las varillas, al contrario de las cuerdas (que estdn obligadas a doblarse), pueden
transmitir fuerzas perpendiculares a la linea de la varilla. Por supuesto, las varillas
estan compuestos por una infinidad de particulas que se comunican entre si para
lograr esta proeza. Pero para entender esto en detalle, tendremos que esperar hasta
la Seccion 7.

La varilla de la figura anterior transmite una fuerza ﬁmano ejercida por la mano
sobre la masa m que debe ser tal que la masa permanezca estatica. Dado que la otra
fuerza actuando sobre m es la fuerza de gravedad —mgJ, se debe cumplir ﬁmano = mg].
Notemos, por otro lado, que la fuerza ejercida por la mano puede ser descompuesta
a lo largo de la base cilindrica ,5,(;3 definida de tal forma que p apunte desde el
contacto entre la mano y la varilla, hasta la masa m. La descomposicion Fmano =
Fmano T Fmano ¢ en términos de la base cilindrica resulta ser:

ﬁmamp = mgsina p, (2.176)

—

Frrano,e = Mg cos o, (2.177)

El término ﬁmamp puede ser interpretado como una tensién, mientras que ﬁmano7¢ es
una fuerza que se ejerce contra el sentido de rotacion del eje donde la mano sostiene
a la varilla.

El uso del torque nos permite entender con mas detalle de qué manera se mantiene la
situacién estatica anterior. Pensemos ahora en la varilla y la masa m como un sistema
de muchas particulas. Todas las particulas de este sistema tienen masas despreciables,
con excepcion de la tdltima particula (en el extremo superior de la varilla) que tiene
masa m. En esta perspectiva, la fuerza ﬁmano que la varilla transmite hasta la particula
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Fmano,p

es la fuerza que la 1ltima particula de la varilla ejerce sobre la masa m. Ubiquemos
el origen en el extremo inferior de la varilla, donde es sostenida por la mano. Las
fuerzas externas al sistema son la fuerza de gravedad

—

Fym = —myg(sina p+ cosa ), (2.178)

y la fuerza Fano que los dedos de la mano ejercen en el extremo inferior (en el origen).
Luego, usando p x p =0y p X ¢ = k, vemos que el torque total viene dado por

To = —Lmg cos ok + TO dedos- (2.179)

Por otro lado, dado que el sistema es estatico, el momento angular es nulo, por lo
que debe cumplirse 7o = 0. Esto significa que la fuerza que ejercen los dedos sobre
la varilla (o més exactamente, las particulas que constituyen la varilla) deben ser tal
que:

TO dedos = Lmg cos ak. (2.180)

Esto no es posible si todos los dedos ejercen fuerzas exactamente en el origen. Si asi
fuera, dado que el origen esté a una distancia nula del origen, tendriamos que llegar
a la conclusion que 7o dedos = 0. Luego, al menos uno de los dedos debe estar en
contacto con la varilla cierta distancia del origen. Un ejemplo de como lograr esto
viene representado por la siguiente figura:

En la figura, el dedo indice estd en contacto con el extremo de la varilla (origen),
mientras que el pulgar esta en contacto con la varilla a cierta distancia D del origen.
De esta forma, si el pulgar ejerce una fuerza Fjy, = Foug¢ (perpendicular a la varilla),
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vemos que
7__’O,dedos - Dﬁ X Endi - DFpulgk" (2181)

Luego, a partir de (2.180), vemos que
Foug = (L/D)mg cos a. (2.182)

Ahora, jcudl es la fuerza Foai que el dedo indice debe ejercer sobre la varilla? Para
descubrirlo, basta con notar que la fuerza externa total debe anularse F' = 0. Esto
implica que

—

L A ~
Finai = — My cos ap +mg(sina p+ cosa ¢) = 0. (2.183)

Por supuesto, es posible constatar que Fiiano = Fingi + Fpule-

2.13.1 Ejemplo

El siguiente ejemplo puede ayudarnos a entender como lidiar con fuerzas transmitidas
por varillas rigidas en el caso en donde hay movimiento. Consideremos dos masas m
unidas a una varilla rigida sin masa de largo 2D, tal como indica la siguiente figura.

La varilla de masa despreciable puede rotar libremente con respecto a una rotula fija
a la pared. Deduzcamos la ecuacion de movimiento que debe respetar el angulo ¢.
En coordenadas cilindricas, las posiciones de ambas masas son:

7 = Dp, (2.184)
7y = 2Dp. (2.185)
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Luego, las respectivas velocidades son:

7 = Do, (2.186)
Uy = 2D (2.187)
A partir de estas cantidades cinematicas, es posible ver que el momento angular del

sistema (la varilla més las dos masas) con respecto a la rétula (el origen) viene dado
por

Lo = m(Dp) x (Dd¢) +m(2Dp) x (2Dg), (2.188)
= 5D*mok, (2.189)

donde usamos p x qg = k. Por otro lado, las fuerzas externas que actian sobre el
sistema son, respectivamente, la fuerza de gravedad actuando sobre la particula 1,
la fuerza de gravedad actuando sobre la particula 2, y la fuerza que la pared ejerce
sobre la varilla a través de la rétula:

Fyy = mg(sing ¢ — cos ¢ p), (2.190)
ﬁg,g = mg(simﬁ(ﬁ —cos ¢ p), (2.191)
Foured = Flyoah + F2 - (2.192)

Con estas cantidades, podemos calcular el torque sobre el sistema con respecto al
origen:

To = Dmgp X (Sinqﬁ(% —cos ¢ p) + 2Dmgp X (sin¢<§ —cospp) + 0 x ﬁpared,
= 3Dmgsin ¢ k. (2.193)
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Luego, usando dEo = Tp, obtenemos:
. 3
é— 5% sin ¢ = 0. (2.194)

Notemos que al calcular el torque con respecto al origen, donde esta la rétula,
perdemos informacién sobre la fuerza que la pared ejerce sobre la varilla. Sin em-
bargo, podemos reconstruir esta informacién al recordar que My dcy = F’tot. La
posicién del centro de masa es o = (3/2)Dp y, por lo tanto, la aceleracion es
Aoy = (3/2)D(¢>g§ — ¢?p). Luego, la segunda ley de Newton para el sistema completo
es:

3 o R X .
2m§D(¢¢ — $*p) = 2mg(sing ¢ — cos ¢ p) + FY eah + Ffared¢. (2.195)

De esta manera, usando (2.194), obtenemos

FY ea = 2mgcos ¢ — 3mD@?, (2.196)
1
Food = —Zmgsin 6. (2.197)

Asi, vemos que la pared no solo ejerce una fuerza a lo largo de la linea en la cual se
extiende la varilla, sino que también en la direccion perpendicular a la varilla. Dado

que Fg’ared es negativa, vemos que Fﬁared evita que la varilla se despegue de la pared.
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2.14 Ley de Hooke (resortes)

Muchos objetos, o sistemas, tienden a restituir su configuracién inicial después de
ser deformados. Los resortes, por ejemplo, suelen tener un largo natural, y al ser
comprimidos o estirados, intentan volver a su largo natural. Para modelar el com-
portamiento de un resorte (u otros objetos elasticos) podemos usar la ley de Hooke,
que establece que la magnitud de la fuerza necesaria para deformar un resorte debe
ser proporcional al tamano de la deformacion. Para ser concretos, consideremos el
ejemplo de la siguiente figura: Un bloque de masa m sobre una superficie lisa unida
a una pared mediante un resorte.

—— D — |z

— D+|fa ———

Si medimos la posicién del bloque con respecto a la pared a través de la coordenada
x, entonces el resorte estard en su configuraciéon natural (es decir, aquella donde el
resorte no estd deformado) cuando x = D. Supongamos que ejercemos una fuerza
F sobre el bloque hacia la izquierda (es decir en la direcciéon —i), de tal forma que
el resorte se comprima en una longitud |0x|. Luego, de acuerdo a la Ley de Hooke,
la magnitud necesaria de dicha fuerza para mantener el resorte comprimido en la
posicién « = D — |§z| debe ser proporcional a |[dz|. Es decir ||F|| o |62, o mejor atin
F= —ik|ox|, donde k es la constante eldstica del resorte, que determina qué tan rigido
o elastico es un resorte. Evidentemente, mientras mantenemos el resorte comprimido,
la pared ejerce una fuerza sobre el bloque a través del resorte. Llamemos a esta fuerza

pb Gracias a la tercera ley de Newton, sabemos que esta fuerza es Fy = klox|i o,

usando 0z = D — x:
Fyp = —k(z — D)i. (2.198)

Podemos repetir este analisis para el caso en que aplicamos una fuerza F con el
propésito de estirar el resorte una distancia |0x|. En tal caso la Ley de Hooke establece
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que la fuerza necesaria para mantener al resorte en la posicién x = D + |dz| es
F = ik|dz|. Luego, la tercera ley de Newton nos revela que la pared ejerce una fuerza

F,, = —kl|dx|i sobre el bloque a través del resorte. Reemplazando |0z| = = — D,
vemos que nuevamente obtenemos (2.198).

La expresién (2.198) puede ser generalizada. Consideremos dos particulas (o agentes)
ubicados en posiciones 7; y 7;, unidos a través de un resorte de largo natural D, y
constante eldstica k, tal como lo muestra la siguiente figura:

O

Entonces, de acuerdo a la Ley de Hooke, la fuerza que la particula i ejerce sobre la
particula j sera
Fij = =k (|Ifi = 75l = Do) i, (2.199)

donde n;; es el vector unitario que apunta desde 7; a 7;:

Tz‘—Tj

(2.200)

=
Notemos que, efectivamente, si ||7; — 75|| > Do, el resorte es estirado, y la fuerza que
i ejerce sobre j es atractiva (hacia —n;;). En el caso contrario, ||7; — ;|| < Dy, el
resorte es contraido, y la fuerza que i ejerce sobre j es repulsiva (hacia +n;;).

Por 1ltimo, notemos que los resortes son oscilatorios por naturaleza. En la config-
uracién de la seccién anterior (masa conectada a la pared a través de un resorte), si
desplazamos a la masa desde la posicién x = D, y luego la liberamos, ésta empezara
a describir un movimiento que respeta la siguiente ecuacion de movimiento:

i+ wir = wiD, (2.201)
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donde wy = y/k/m. Si redefinimos y =  — D, vemos que recobramos la ecuacién de
un oscilador armoénico simple:
i+ wiy = 0. (2.202)

Como ya hemos visto, las soluciones de esta ecuacién son oscilatorias en torno a la
posicién de equilibrio y = 0 (que corresponde a x = D).

2.15 Una segunda mirada al rol de las poleas

En realidad las poleas son agentes también (agentes encubiertos). En el primer ejem-
plo de la Seccion 2.11, si consideramos a la polea como un tercer agente, entonces,
de acuerdo a la tercera ley de Newton, ésta ejerce una fuerza sobre las masas m y M
(en la direccién l;:) y éstas ejercen una fuerza sobre la polea con la misma magnitud,
pero en la direccién contraria (direccién —l;:) La polea es un dispositivo capaz de
mantener la cuerda con una tensién homogénea (7" es la misma en cualquier punto de
la cuerda). Luego, las dos masas ejercen la misma fuerza sobre la polea en la direccién
—k (ver siguiente figura).

gl

x>
e

Veamos el detalle: Los agentes que actian sobre la masa M son la tierra (a través de
la fuerza de gravedad), el suelo (a través de una fuerza normal), y la polea (a través
de la cuerda del lado izquierdo de la polea, con tensién T'). De esta forma, la fuerza
total que actia sobre M es:

Faror = —Mgk + Nk + Tk. (2.203)

Por su parte, los agentes que actian sobre la masa m son la tierra (a través de la
fuerza de gravedad), y la polea (a través de la cuerda del lado derecha de la polea,

5



con tensién T'). Luego, la fuerza total que actia sobre m es:

Eipior = —mgk + Tk. (2.204)
Finalmente los agentes que actian sobre la polea son las dos masas, que lo hacen a
través de las cuerdas (ambas con tensién 7). De esta manera, la fuerza que ejercen
las masas sobre la polea es:

—

Fmasas,polea = _)m,polea + ﬁM,polea = _2T]% (2205)

Como vemos, si incluimos a la polea como un tercer agente, la masas m y M no se
influencian directamente, sino que lo hacen a través de la polea.

Esta perspectiva nos permite lidiar con problemas interesantes donde la polea es
una componente dinamica del sistema. En el siguiente ejemplo, la polea tiene una
masa me y permanece conectada al techo mediante un resorte de constante elastica
k y largo natural D = 0. La masa m de la figura anterior ahora es m;.

=
B

Establezcamos la ecuacion de movimiento para la altura z de la masa my, suponiendo
que la masa M no se despega del suelo (jcudl es la condicién para que esto no ocurra?).
Para ello, supongamos que el largo de la cuerda es L, y la altura del techo es h. Las
posiciones de m; y ms, con respecto al suelo, son

’Fi == Zlii’, (2206)
7y = zk. (2.207)

Sin embargo, es posible ver que L = 2z, — 21, y por lo tanto podemos escribir ambas
posiciones en términos de una sola coordenada

7 = =k, (2.208)
1 R
= S (L+ =)k (2.209)
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Luego, las aceleraciones de ambas masas son

i = 51k, (2.210)

1
iy = 55k (2.211)

Veamos ahora las fuerzas. Los agentes que actian sobre m; son la masa my (a
través de la cuerda) con una fuerza Fy = Tk, y la Tierra (a través de su atraccién
gravitacional) con una ﬁgl = —mlgl%. Sobre la masa M actian el suelo, con una
fuerza normal N = N /;‘, la Tierra, con una fuerza de gravedad F oM = —M gk: y la
masa ms (a través de la cuerda) con una fuerza F; v =Tk. Finalmente, sobre la polea
(de masa my) actiian el techo (a través del resorte) con una fuerza F, = k(h—z)k, la
Tierra, con una fuerza F 02 = —mggk y las masas M y my, ambas a través de la cuerda,
con fuerzas determinadas por la tercera ley de Newton F12 = Tk y F o = —1 k.
Luego las ecuaciones de movimiento debido a la segunda ley de Newton son

mlél =T — mug, (2212)
0=N-—Mg+T, (2.213)
1 1

Juntando la primera y tercera ecuacién, obtenemos la siguiente ecuacion de movimiento:

. k K2h— L) 4my + 2ms
—_— 2 = — 2.215
1t Amq + msy 1 Admq +my  4Amyg +my 9, ( )

la que corresponde a la ecuacién de un oscilador arménico. ;Cudl es la configuracion
de equilibrio estatico?

2.16 Fuerzas de roce estatico

Hasta el momento hemos analizado situaciones donde las superficies son lisas, y por
lo tanto no oponen resistencia al movimiento de las masas a lo largo de ellas. Sin
embargo, gracias a la rugosidad de las superficies, el contacto entre un objeto con
éstas inevitablemente involucrard una resistencia al movimiento, que llamaremos roce,
y que se manifestara en forma de fuerza. Comencemos analizando la fuerza de roce
estatico.

Notemos lo siguiente: al empujar un objeto de masa M en reposo sobre una su-
perficie horizontal, con una fuerza ﬁmano, M Mmuy pequena, éste no se movera. Esto

7



necesariamente se debe al contacto entre la superficie y el objeto en reposo (con re-
specto a la superficie). Luego, el objeto permanece en reposo debido a una fuerza F,
que la superficie ejerce sobre el objeto, de igual magnitud pero direccién opuesta a la
fuerza aplicada por nosotros. Es decir ﬁe = —ﬁmano, wm (ver siguiente figura).

gl
N

é [ RN
ﬁmano,M Me
- M
Fe
%

A la fuerza F, que la superficie ejerce sobre el objeto la llamaremos fuerza de roce
estatico. Para que el objeto comience a moverse, debemos aumentar la fuerza apli-

m2)| | Natural-

cada, y la magnitud de ésta deberd ser superior a cierto umbral Hﬁe(
mente, este umbral dependera de qué tan intenso es el contacto entre la superficie y
el objeto. Pero recordemos que la intensidad de el contacto entre la superficie y el
objeto esta capturada por la fuerza normal N. Por ejemplo, si la magnitud de la nor-
mal es cero (H]\7 || = 0), entonces no hay contacto entre la superficie y el objeto, y la
superficie no puede oponerse al movimiento causado al empujar al objeto. Luego, es
de esperar que ||F™|| sea una funcién de || N|| tal que ||F™|| = 0 cuando || N|| = 0.
Experimentalmente, es posible comprobar que la siguiente relacién es suficientemente

buena para determinar ||F™#|| en términos de || N||:
[[ES]] = pel [V, (2.216)

donde p, es el coeficiente de roce estatico, que caracteriza el contacto entre la super-
ficie y el objeto.

Mas generalmente, la fuerza de roce ejercida por la superficie sobre un objeto en
reposo en contacto con ella sera siempre tangencial a la superficie, y se opondra a
cualquier otra fuerza que pueda poner a dicho objeto en movimiento. Por ejemplo,
en la situacién de la siguiente figura, contamos con un bloque de masa m en reposo
sobre un plano inclinado en un angulo «.
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El suelo ejerce una fuerza normal N=N U que evita que el bloque le traspase, pero
también ejerce una fuerza ﬁe = —F.z, tangencial a la superficie, que evita que el
bloque inicie el movimiento. Dado que el bloque esta en reposo, la tercera segunda
ley de Newton adquiere la forma

0= Ny— F.z —mg]j. (2.217)
Reemplazando j = cos ay — sin az, obtenemos

N = mgcosa, (2.218)
F., = mgsina. (2.219)

Luego, dado que ||Fy|| < ||F™|| a partir de (2.216), es directo ver que
tan a < fe. (2.220)

En consecuencia, existe un dngulo maximo a,,,x = arctan u. para el cual el bloque
permanecerda en reposo sobre el plano. Esta relacién nos provee de una forma de
determinar p.: Simplemente podemos inclinar el plano hasta que el bloque comience
a desplazarse.

2.17 Fuerzas de roce cinético

Evidentemente, una superficie ofrece resistencia al movimiento de un objeto en el
sentido opuesto a su movimiento. Esto lo hard a través de una fuerza con la direccién
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opuesta a la velocidad del objeto. Es decir
F. < -0 (2.221)

donde © = ¥/||V]| es el vector unitario que denota la direccién de la velocidad del
objeto en cuestién. Ademads, la magnitud de F. debiera depender de qué tan intenso
es el contacto entre la superficie y el objeto. Esto significa la magnitud ||F|| debe
ser una funcién de ||N|| tal que ||F.|| = 0 si [|N|| = 0. Similar al caso de la fuerza
méxima || F™|| (visto en la seccién anterior), una expresién sencilla que cumple con
estas condiciones es:

F’; = — ¢ ||NH v, (2'222)

donde . es el coeficiente de roce cinético. Notemos que necesariamente se debe
cumplir
fie < He- (2.223)

Si no fuera asf, tendriamos ||Fy|| > ||[F™||, y en el mismo instante que el objeto
comenzara a moverse, el suelo ejerceria de golpe una fuerza sobre éste aun mayor
que la que aplicaba durante el reposo (impidiendo su movimiento). Esto, de hecho,
lo corrobora la experiencia: Tan pronto somos capaces de poner en movimiento un
objeto pesado sobre una superficie, la resistencia de este al movimiento disminuye, y
podemos aplicar una fuerza menor a la inicial, para mantener el movimiento.

Veamos un primer ejemplo involucrando roce cinético. Consideremos el ejemplo
del plano inclinado de la Seccion 2.16, y supongamos que el bloque se mueve en la
direccion z. Es decir v = 2. Luego, la segunda ley de Newton adquiere la forma:

mit=Ny— pu.NIT—mg)j. (2.224)

Como consecuencia, N = mgcosa, y la ecuacién de movimiento describiendo el
desplazamiento del bloque a lo largo del plano inclinado es:

= g(tana — p.) cos a. (2.225)

De este modo, si tan a < p., entonces el bloque se frenara hasta llegar al reposo. De
otro modo, este continuara descendiendo por el plano.
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Veamos un segundo ejemplo. Consideremos un péndulo de largo L y masa m sobre
un plano inclinado en un angulo «, tal como lo muestra la siguiente figura:

gl

>

>
=
@]

Entre el plano y el péndulo hay un coeficiente de roce cinético p.. Supongamos que
el péndulo comienza desde el reposo con un angulo ¢ = 0, y determinemos el angulo
¢, para el cual el péndulo se detiene (notemos que se debe cumplir tan o > p, para
que el péndulo comience a moverse desde el reposo).

Para proceder, describamos la posicion del péndulo mediante coordenadas cilindricas
7 = Lp. Luego, la velocidad y aceleracion de la masa seran:

v

Léo, (2.226)
i = L(6d — ¢°p) (2.227)

De aqui vemos que v = ngﬁ Por otro lado, las fuerzas actuando sobre la masa son
la normal N = le:, la fuerza de gravedad ﬁg = mg (sinaj — cos al%), la tension de
la cuerda T = —T'p, y la fuerza de roce cinético F, = —c||N||¢. Por lo tanto, la
segunda ley de Newton nos entrega:

mL(¢pp — ¢*p) = Nk +m g (sinaj — cosak) — Tp — pcNo. (2.228)
Dado que j = cos QSQAS + sin ¢p, finalmente obtenemos
mL(¢p— ¢*p) = Nk+myg (sin a(cos ¢ + sin ¢p) — cos al%) —Tp— puNo. (2.229)

Las tres ecuaciones escalares obtenidas a partir de esta ecuacion vectorial son

mL¢ = mgsinacos ¢ — peN, (2.230)
T = mgsinasin ¢ + mL¢?, (2.231)
N = mgcosa. (2.232)
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Reemplazando N = mg cos « en la primera ecuacion, obtenemos la siguiente ecuacion
de movimiento

b= %sin&cos ¢ — ,uc% Ccos . (2.233)

Esta puede ser integrada una vez: Multiplicando la expresién anterior por gb y uti-
lizando d(¢?)/dt = 2¢¢, obtenemos

pr (§¢ ~7 sin acsin ¢ + He cosaq§> = 0. (2.234)
Luego, se debe cumplir
1.y g . : g _
§¢ ~-7 sin avsin ¢ + He cosa¢p = C, (2.235)

donde C' es una constante de integracion. Para determinar su valor basta evaluar la
expresion anterior para t = 0, donde ¢ = 0 y ¢ = 0, con lo cual se obtiene C' = 0.
Este paso nos permite encontrar que la velocidad angular del péndulo viene dada por

P = 2% sin asin ¢ — QMC%cosagb. (2.236)

A parte de la situacién inicial ¢ = 0, la rapidez angular sera cero cuando los dos
términos del lado derecho se anulen mutuamente. Esta cancelacién permite calcular
el angulo ¢, a partir de la siguiente ecuacién algebraica:

lhePs = tan asin ¢, (2.237)

la que puede ser resuelta numéricamente.
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2.18 Fuerzas de roce viscoso

Consideremos ahora la resistencia ofrecida por un medio viscoso, como el aire o el
agua, sobre un objeto en movimiento inmerso en éste. El medio consiste en una in-
finitud de particulas microscépicas (que no podemos ver a simple vista). Por lo tanto,
al estar en movimiento, el objeto debe abrirse paso desplazando estas particulas, tal
como lo muestra la siguiente ilustracion:

Al avanzar, las particulas colisionan con el objeto, y con cada colisién el objeto
pierde velocidad (desacelera). Lo crucial estd en notar que mientras més répido
avanza el objeto, habrda un mayor nimero de colisiones por unidad de tiempo vy,
por lo tanto, su velocidad disminuird més rapidamente (una mayor desaceleracion).
Macroscépicamente, todo esto debe traducirse en una fuerza de roce viscoso ﬁvis
ejercida por el medio, con una direccién opuesta a la velocidad de propagacion de la
particula (es decir Fis o< —0), y con una magnitud tal que ||Fy|| = 0 si v = [|7]| =
0, v que aumente en la medida que v crezca. El candidato mas sencillo para ﬁvis
satisfaciendo estas condiciones es

Fu = —c7, (2.238)
donde ¢ > 0 es el coeficiente de roce viscoso. En general, esta formula falla para
velocidades grandes, y hay que considerar correcciones como Fis = —CT — CoprOV2.
En este curso no nos preocuparemos por tales correcciones.

Veamos un primer ejemplo de una particula de masa m inmersa en un medio
viscoso con coeficiente de roce ¢, cayendo desde el reposo a partir de una altura h. En
dicho caso, podemos describir la posicién de la particula a través del vector 7 = k.
La fuerza de gravedad es ﬁg = —mgl% y la fuerza de roce viscoso actuando sobre
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la particula es F = —cik. Es directo comprobar que la ecuaciéon de movimiento
describiendo tal situacién es
c
i+ —2+9g=0. (2.239)
m

Esta ecuacion tiene la forma v + cv/m + g = 0, donde v = 2, la que puede ser

resuelta por v = Ae™

la particula estd en reposo. Por lo tanto, en t = 0 se debe cumplir A = mg/c, de

— =4, donde A es una constante de integracién. Inicialmente

donde obtenemos "
M (g=et/m _ 1), (2.240)

z =
C

Integrando este resultado, finalmente obtenemos

m m
) =h- "9 M —e—ct/m)] . (2.241)

c c
Notemos que para tiempos grandes (mucho mayores a m/c), la rapidez v = |Z| de
la particula tiende asintéticamente a una constante v, = mg/c, que se denomina la
velocidad limite. Bajo condiciones normales, un paracaidista alcanza una velocidad

limite de 55m/s.

2.19 Oscilador arménico amortiguado

Analicemos una instancia en la cual el roce viscoso juega un rol relevante. Consider-
emos una particula de masa m inmersa en un medio viscoso, conectada con el suelo
a través de un resorte de constante elastica k y largo natural D.

gl

k, D

>

Escribamos la posicién de la particula de la forma 7 = zk. Luego, las fuerzas actuando
sobre la particula son: la fuerza de gravedad es F, = —mgk, la fuerza que ejerce el
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suelo a través del resorte Fyueo = —k(z— D)k, y la fuerza de roce viscoso Fy;s = —cZk.
Luego, la ecuacion de movimiento proveniente de la segunda ley de Newton es:

c k k
I+ —z+—2z= (—D — g) . (2.242)
m m m
Vemos que esta ecuacién es idéntica a la ecuacién (2.91), analizada en la Seccién 2.9,
con las sustituciones v = ¢/2m, 0 = k/m y fo = kD/m — g. Luego, vemos que la
configuracion de equilibrio se logra cuando la masa esta a una altura
m
2e =D — 97 (2.243)
Es decir, en equilibrio estatico, la fuerza gravitacional mantiene el resorte comprimido.
Luego, siguiendo los métodos desarrollados en la Secciéon 2.9, podemos obtener solu-
ciones para los tres casos relevantes ¢?/4m? < k/m, ¢*/4m? > k/m y /4m?* = k/m.

2.19.1 Oscilador sub-amortiguado

Si ¢?/4m? < k/m, la solucién general de (2.242) adquiere la forma

2(t) = 2o 4+ e 70 [(29 — 2)] cos [t — to)]
+l€—”/(t—t0) [ZO + ©

O (20 — 2o)| sin [Qt — to)], (2.244)

2m

donde v = ¢/2m y Q = \/k/m — ¢2/4m? > 0. Vemos que la particula oscila en torno
a 2, pero, con el paso del tiempo, las amplitud de dichas oscilaciones se va atenuando.
2.19.2 Oscilador sobre-amortiguado
Si ¢?/4m? > k/m, la solucién general estd dada por

2(t) = 2o 4+ e 70 [(2 — z)] cosh [Qt — to)]

1
- 56_7(t_t0) [20 + 7 (20 — 2e)] sinh [Q(t — to)], (2.245)

donde v = ¢/2m y Q = \/2/4m?® — k/m > 0. Dado que 5- > € se tiene los dos
ultimos términos del lado derecho convergen a 0, sin oscilaciones. Luego, en este caso,

el roce viscoso es lo suficientemente intenso como para evitar que hayan oscilaciones.
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2.19.3 Oscilador amortiguado critico

Si ¢?/4m? = k/m, obtenemos el caso critico entre ambas soluciones anteriores. Este
viene dado por:

2(t) = @o + ) (2 — 2) 4 ) 20 4y (29 — 2)] (E—to),  (2.246)

donde v = ¢/2m. Notemos que en este caso el segundo término, ademds del factor
e~ 7(t=%) tiene una dependencia lineal en el tiempo.

La siguiente figura muestra la funcién (z(z) — z.)/(z0 — z.) versus ~t, para los tres
casos anteriores con la condicién inicial 2y = 0, y los valores k/m — ~% = 1007? (caso
sub-amortiguado), v* — k/m = 0.59* (caso sobre-amortiguado), y 72 —k/m = 0 (caso
critico).

2(t) — ze]

sobre-amortiguado
20 — Re /

critico

sub-amortiguado

La linea entrecortada muestra la envolvente del caso sub-amortiguado, dada por la
funcién e/1 — v2/92 con Q? = k/m — v2. Notemos que los tres casos comparten
el mismo coeficiente de roce a través del pardmetro v = ¢/2m, pero difieren en su
valor del coeficiente de elasticidad k.

2.20 Sistemas con dos particulas y masa reducida

Consideremos un sistema con dos particulas 1 y 2 de masas m; y mo respectivamente.
La particula 2 ejerce una fuerza F5; sobre 1, y la particula 1 ejerce una fuerza Fi, =
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—ﬁgl sobre 1. Sobre estas particulas también pueden actuar fuerzas externas ﬁl(eXt)

—(ext . .
y FZ(ex ). De acuerdo a la segunda ley de Newton, las ecuaciones de movimiento para
ambas particulas son
2

- = _»(EXt)
mlﬁrl = F21 + Fl s (2247)

d2 — = ~(ex
My = —Fo + Fie9), (2.248)

Si ahora sumamos ambas ecuaciones, las fuerzas ﬁm y —ﬁgl se cancelan, y obtenemos
la ecuacién

d? - _ (ext) i (ext)
donde hemos definido a la masa total M como M = my + mo, y a la posicion de
centro de masa ¢y COmMo

1
ToM = Wi (M7 + mafs) . (2.250)
Por otro lado, si multiplicamos (2.247) por 1/m; y le restamos (2.248) multiplicada
por 1/ms, es posible obtener:

2
— = 1 —(ex —(ex
M@AT = F21 + M szll( 2 - m2F2( 2 (2251)
donde hemos definido A7 = 7| — 75, y la masa reducida p del sistema como
mi1me
= ) 2.252
=g (2.252)

Maés adelante (Secciones 3.15 y 3.16) argumentaremos que la fuerza Fy que 2 ejerce
sobre 1 debe tener la forma

- AT
Fo = f(Ar)— 2.253
n = [(Ar) Ar ( )
donde Ar = ||} — 7,||. Esto simplemente quiere decir que la fuerza entre 2 y 1 se

extiende a lo largo de la recta que contiene a ambas particulas. Usando este resultado
en la ecuacién 2.251 vemos que
d? Ar 1

P AT = f(AR) T+ (o B — my B (2.254)

Luego, en ausencia de fuerzas externas, vemos que A7 satisface una ecuacion de
Newton para una particula de masa u:

p—A7 = f(Ar)—. (2.255)



2.20.1 Momento angular y torque en un sistema de dos particulas

Definamos las posiciones p; y ps de las particulas m; y ms con respecto al centro de
masas como

_’1 = _’1 — FCM, ﬁg = FQ — FCM- (2256)
Notemos que A7 =717 — 75 = p1 — pa. Es directo ver que
7= L AF, p= AR (2.257)
mq mo
Esto significa que
mlﬁl + mgﬁg = 0. (2258)

Ahora, el momento angular con respecto a un origen fijo O viene dado por

E(/) = ml’/_ﬁ X 171 -+ m1F2 X 272 (2259)

= my(p1 +Tom) X (P14 Yom) + ma(p2 +Tom) X (P2 +vom).  (2.260)

Desarrollando esta relacion, y usando la relacién (2.258), es posible derivar el siguiente

resultado
Lo =L3M+ Lew, (2.261)
donde
LM = M7ey x Tou, (2.262)
Lom = mipy X P1 + mapPy X . (2.263)

Notemos que LGV es el momento angular con respecto a O de una particula de masa
M con posicién 7y v velocidad vy Por otro lado, Loy es simplemente el momento
angular con respecto al centro de masas. Notablemente, podemos re-escribir

Lom = A7 x %AF. (2.264)

Por otro lado, el torque con respecto al origen viene dado por

Fo =7 x (Fy + FO) 47y x (= Fip + F&Y) (2.265)
= (51 + Font) X (For + FO) 4 (51 4 Fon) x (—Fip + F°Y). (2.266)

Desarrollando esta relacién, y usando el hecho de que (p; — pa) X ﬁgl = 0 (puesto que
Fy1 o< A7), es posible derivar el siguiente resultado:

To = ToM + o, (2.267)
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donde

FM = Foy x (B9 4 Flest)y, (2.268)
Font = g1 x B 4 gy x F™Y, (2.269)

M es el torque con respecto

Al igual que con el momento angular, podemos ver que 75
al origen debido a las fuerzas externas actuando sobre una particula en la posicién
Tom- Por otro lado, 7oy es el torque total con respecto al centro de masas. Gracias

a la ley de Newton (2.249) es directo ver que

%EgM = 7M, (2.270)

Luego, dado que dfo /dt = Tp, es posible constatar que

d - S
%LCM = TCM- (2271)

Si no hay fuerzas externas, sigue inmediatamente que

; d
Loy = 1 AT X EAF: constante. (2.272)

2.20.2 Ejemplo: Segunda ley de Kepler

Veamos una aplicaciéon importante del concepto de masa reducida. La ley universal
de la gravitacién de Newton establece que la fuerza (de gravedad) que ejerce una
masa ms sobre una masa m; es:

= Gnmime 71 — T
Fy =

(2.273)

= = = S0
|17 = 72 |77 — 7]
donde Gy es la constante de Newton. El signo — implica que la fuerza entre ambos

cuerpos es atractiva. Dado que Fy; oc A7 podemos usar el resultado de la discusiéon
anterior, y por lo tanto Loy = p AT X %AF es un vector constante.

Ahora, el drea dS barrida por el vector Ar’ entre t y t + dt es
1
ds = §||AF(t) X AF(t + dt)]]. (2.274)

Pero A7(t + dt) = A7(t) + £AF(t)dt + - - - . Luego, es posible ver que dS viene dado
por

1
ds = 5||Af(zf) X %AF(t)Hdt. (2.275)
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Sin embargo, dado que ||Lcy|| es constante, vemos que

d
d—f = constante. (2.276)

De aqui sigue que el area S5; barrida entre dos tiempos t; y to, es proporcional a
tz — tli
521 X t2 — tl, (2277)

que es la segunda ley de Kepler.
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