1 Cinematica

Comenzaremos nuestro estudio de la mecanica mediante la descripcién del movimiento,
sin preguntarnos por sus causas. Para ello, estableceremos nociones basicas como el
vector posicion, la velocidad, y la aceleracion, descritas en distintos tipos de sistemas
de coordenadas. Comencemos con la posicion.

1.1 Posicion

El vector posicion 7 es un vector que nos indica la ubicacion de algin objeto en el
espacio, con respecto a un origen O dado. Para que la informacién contenida en 7 sea
util, tenemos que conocer el origen O del cual se habla. La siguiente figura muestra
un vector 7 que indica la posicion de la particula P con respecto al origen O. La
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figura anterior podria inducirnos a un error. El vector 7 no esta anclado al origen O.
Recordemos que un vector tiene dos propiedades fundamentales, direccién y longitud.
Estas dos propiedades no nos dicen nada acerca del origen. Por ejemplo, la siguiente
figura es completamente equivalente a la figura anterior:
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Como veran, el vector 7 continia indicando la posicién de la particula con respecto
al origen O, atin cuando el inicio del vector no esté sobre el origen, y la punta no esté
sobre la particula.



1.2 Base cartesiana

Todo vector puede ser expresado con respecto a una base. En el caso particular de
nuestro espacio de tres dimensiones, resulta muy ttil introducir una base cartesiana,
consistente en tres vectores unitarios que denominaremos 2, J y k. Estos tres vectores
permaneceran fijos. Por ejemplo, dada la orientacién de nuestra sala (B204), acorde-
mos que ¢ siempre apunta hacia el Sur (hacia afuera de la pizarra), j siempre apunta
hacia el Este (a lo largo de la pizarra, en direccién a la entrada), y k siempre apunta
hacia arriba. Estos vectores pueden ser dibujados de la siguiente forma:
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Cada vector existe independientemente de los otros dos, y sus inicios no estan amar-
rados a ninguna posicién. Sin embargo, habitualmente es conveniente dibujarlos de
tal forma que sus inicios coincidan, formando una triada. La siguiente figura muestra
una triada en perspectiva:
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Como lo sugiere la figura, estos vectores son ortogonales entre si. Esto quiere decir
que existe un producto punto, tal que

~

1-7=0, j-k=0, k-j=0. (1.1)

Por otro lado, el hecho de que estos vectores sean unitarios, significa que bajo este
producto punto se constata que
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iei=1, (1.2)
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Ahora que contamos con una base cartesiana, podemos expresar el vector posicién
con respecto a ella. Es decir, podemos escribir

7 =i+ yj+ zk. (1.3)

En la expresién anterior, z, y y z son nimeros (escalares) llamados componentes
del vector 7 con respecto a la base 7, j y k. Estas pueden ser visualizadas como
proyecciones del vector 7 a lo largo de los tres vectores base 7, J y /2:, tal como lo
muestra la siguiente figura:

De hecho los productos (1.1) y (1.2) nos permiten escribir
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1.3 Velocidad

En general, nos interesard conocer la posicion de objetos que se mueven a lo largo y
ancho del espacio. Esto significa que el vector posicién estard cambiando a medida que
el tiempo pase. Es decir, debemos considerar que el vector posicién es una funcion del
tiempo 7 = 7(¢). Supongamos que en cierto tiempo ¢ una particula P se encuentra en
una posicién dada 7(t). Inmediatamente después, en tiempo ¢’ = ¢ + At, la particula
estara en la posicién

7' =7t + At). (1.7)



Por otro lado, dado que el incremento At es pequeno, la posicién 7’ no puede ser muy
lejana a 7(t). Digamos que la distancia recorrida por la particula durante este lapso
de tiempo es Ar(t). Luego, necesariamente tenemos

7= 7(t) + AF(t). (1.8)
Si igualamos las dos expresiones anteriores de 7/, obtenemos
AT(t) = 7(t + At) — 7(t). (1.9)

La siguiente figura muestra la relaciéon geométrica entre los vectores 7(t), 7(t + At) y
AT(t):

O

Ahora dividamos A7(t) por At:

Ar(t) 7t + At) —7(t)
= A . (1.10)

Esta operacién nos informa sobre qué tan rapido se movié la particula desde A7(t) a
7(t + At), durante el lapso de tiempo At. Si para un tiempo At dado, la particula
recorri6 una gran distancia ||A7(t)||, entonces decimos que la particula se movié muy

rapido. Por otro lado, si la particula recorrié una distancia pequena, decimos que la
particula se movié lentamente.

Ahora, viene algo interesante. El concepto “qué tan rapido”, no requiere que nos
pongamos de acuerdo en la existencia de una cantidad de tiempo At. Esto es, en la
expresion anterior podemos examinar el limite At — 0 sin que la expresion se torne
indefinida. De hecho, dicho limite define la velocidad:

A7(t) r(t + At) — ()

W=dmae ST A Ay
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Por lo tanto, la velocidad nos informa qué tan rapido se mueve un objeto en un tiempo
dado ¢, sin hacer mencién del lapso de tiempo At (que desaparece después de tomar
el limite). Notemos que esta definicién de velocidad coincide, ni més ni menos, con
la definicién de una derivada temporal del vector posicién. Es decir:

(t) %m). (1.12)

1.4 Velocidad en coordenadas cartesianas

Dado que por definicién, en (1.11), la velocidad consiste en la resta de dos vectores,
entonces ésta necesariamente sera un vector. Esto significa que podemos escribirla en
términos de una base. Hasta el momento solo disponemos de la base cartesiana, por
lo tanto, nos podemos permitir escribir:

~

U= v, + vy + vsk. (1.13)

Las cantidades v,, v, y v, son nimeros (escalares) denominados componentes del
vector U con respecto a la base 7, jy k. Dado que la velocidad es la derivada temporal
de 7(t), podemos determinar la forma de v,, v, y v,. Veamos. De acuerdo a (1.3) el
vector 7(t) puede expresarse como:

~

m(t) = x(t)i +y(t))+ 2(t)k. (1.14)

Recordemos que, por definicion, la base 2, J y k estd fija, y por lo tanto no cambia
en el tiempo. Por lo tanto, la dependencia temporal de 7(t) solo puede venir de las
componentes x, y y z, cuyos valores cambiaran en la medida que la particula descrita
por 7(t) se mueva. Luego, derivando (1.14) con respecto al tiempo, obtenemos

B(t) = % (a(t)i + y(0)i + =(0)k) (1.15)
= @(t)i 4 g(t)] + 2(b)k, (1.16)

donde 7 representa una derivada temporal de x, etc. Comparando esta expresién con
(1.13), vemos que las componentes v,, v, y v, estan simplemente dadas por

vy = I, vy =, v, = 2. (1.17)



1.5 Aceleracion

Vimos que la velocidad ¥(t) puede ser definida como la derivada temporal de 7(t),
dandonos cuenta de qué tan rapido cambia 7 en un tiempo particular ¢. De forma
analoga, podemos definir la aceleracién a(t):

a(t) = %U(t). (1.18)

Este vector nos informa sobre qué tan répido cambia ¢(t) en un tiempo dado ¢. Al

igual que con la posicién y velocidad, podemos expresar la aceleracion con respecto
a la base cartesiana 7, J y k:

~

a = azi + a,] + ak. (1.19)

Luego, derivando (1.13) con respecto al tiempo, y comparando con (1.19) vemos
directamente que
ay = Uy, ay = Uy, a, = 0,. (1.20)

Por otro lado, en virtud de la relacién (1.17), obtenemos

a, = i, a, =7, a, = %. (1.21)

1.6 Modbdulos y productos

Ocasionalmente, tendremos que hacer operaciones que involucran productos de vec-
tores. Recordemos que el mddulo ||A|| de un vector dado A se define como

A =VA-A. (1.22)
Si en la base cartesiana el vector A se expande
A=A+ Aj+ ALk, (1.23)
entonces el médulo vendra dado por

I|A]| = /A2 + A2 + A2, (1.24)

lo que corresponde al largo del vector. Por ejemplo, si la posicién de una particula P
con respecto a O esta dada por 7 = x1+y)+ zk, entonces la distancia entre O y P es

I7]] = Va2 + g + 22 (1.25)

6



Por otra parte, el moédulo nos permite definir el concepto de rapidez. La rapidez
asociada a una velocidad v se define como su moédulo:

v =||7]]. (1.26)

Luego, si la velocidad de una particula en base cartesiana es 7 = v,i + v,j + v.k,
entonces su rapidez corresponde a

v = /v + v+ V2. (1.27)

El concepto de médulo también permite una definicion simple de dngulos entre vec-
tores: Para ser concretos, dado dos vectores A y B, el angulo a entre ellos puede ser

definido como
|A|| || B]|cosa= A - B. (1.28)

La siguiente figura describe la situacion:

A

a -

B

También sera conveniente contar con el concepto de producto cruz, el cual puede ser
introducido con la ayuda de las bases cartesianas. Definimos el producto cruz entre
los elementos 2, ) y k como

ixi=jxj=kxk=0, (1.29)
Ixj=—jxi=k, (1.30)
Ixk=—kxj=1, (1.31)
kxi=—ixk=] (1.32)

Estas definiciones permiten deducir que el producto cruz A x B entre dos vectores
A=A+ A+ Aky B = B,i+ B,j)+ Bk viene dado por

Ax B=(A B, — A,B,)i+ (A.B, — A,B.)j + (A.B, — A,B,)k. (1.33)
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Notemos que Ax B=-BxA. Adicionalmente, es posible Comprobar la siguiente
relacion entre el productor cruz Ax B y el modulo de los vectores A y B, y el angulo

comun «:

A x B =||A]|||B|| sin o s, (1.34)

donde np es un vector perpendicular a A y B , cuya orientacién puede ser determi-
nada con la ayuda de la regla de la mano derecha (ver figura siguiente):

NAB

En esta regla, los dedos indice y medio apuntan en las direcciones de A y B respec-
tivamente, con lo cual la orientacién de n4p queda determinada por el pulgar.



1.7 Coordenadas cilindricas

Habrén ocaciones en las cuales las coordenadas x, y y z resultaran poco convenientes.
Una alternativa es trabajar con coordenadas cilindricas, p, ¢ y z, que pueden ser
expresadas en términos x, y, y z de la siguiente forma:

o= VETP, (1.35)

¢ = arctan g, (1.36)
x

z = z. (1.37)

La siguiente figura nos ayudard a visualizarlas:

Z i

La coordenada p corresponde a la distancia entre O y P’ (la de la proyeccién de P
sobre el plano z-y). La coordenada ¢ es el dngulo entre el eje z y la recta OP’. Por
ultimo, la altura z corresponde a la misma altura z de las coordenadas cartesianas.

Si conocemos las coordenadas z, y y z, necesariamente conocemos p, ¢ y z de forma
unica. La afirmacion inversa también es cierta. Es directo constatar que

T = pcos e, (1.38)
y = psino, (1.39)
z =z (1.40)



1.8 Base cilindrica

Habiendo introducido coordenadas cilindricas, es natural definir una nueva base de
vectores unitarios, llamada base cilindrica, que consistira en los siguientes vectores p,
b, k:

p=cospi+sing), = —sindi+cospj, k=k. (1.41)

Podemos visualizar estos vectores de la siguiente forma:

Noten que los vectores p y ngS, al estar definidos en términos de 7 y j, viven sobre el
plano z-y. Si nos enfocamos solo en este plano, podemos visualizar al par p y ¢ de la

siguiente forma:

Notemos que p y ¢ siempre permanecen perpendiculares entre si. Una caracteristica
de esta base es que en general dependera del tiempo. Si la particula descrita por
7 se mueve, entonces esperamos que su proyeccion P’ se desplace por el plano z-,
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cambiando el valor del angulo ¢. El vector p siempre persigue al punto P’,y qZ; siempre
permanece perpendicular a p.

Por ultimo, las relaciones en (1.41) pueden ser invertidas. Es decir, podemos ex-
presar 2, J en términos de p y ¢:

i=cosgp—singg,  J=singp+cosdo. (1.42)

1.9 Derivadas de la base cilindrica

Evidentemente p y ngﬁ son funciones del angulo ¢. Luego, nada nos detiene en calcular
derivadas de estos vectores con respecto a ¢. Es directo verificar que

ap
90 P, (1.43)
26 .

En primera instancia, es llamativo notar que la derivada de p con respecto a ¢ es
simplemente <;A5, y que la derivada de <;A§ con respecto a ¢ es —p. De hecho, estos
resultados esconden algo interesante: Si el angulo ¢ crece, el vector p se movera en
la direccién qb, y el vector gb se moverda en la direccion —p De manera similar, si el
angulo ¢ decrece, el vector p, se moverd en la direccién —¢, y el vector gb, se movera
en la direccion p. La siguiente figura da cuenta de la situacion cuando ¢ crece:

¢

T

>

Seamos mas precisos. Si ¢ sufre un incremento A¢ pequeno, desde ®a ¢+ Ag,
el vector p sufrird un cambio desde p(¢) a p' = p(¢ + A¢). Luego, el cambio Ap
experimentado por p consistird en la diferencia entre p' = p(¢ + Ap) y p(o)

Ap = plo+ Do) — p(9). (1.45)
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Ap indica hacia donde cambiard p bajo el incremento A¢. Esta direccién no se
verd alterada si dividimos Ap por A¢ (un vector no cambia su direccién cuando
es multiplicado por un escalar). Luego, la direccién hacia la cual cambia p bajo el
incremento A¢ consiste en

plo+ Ap) — p(¢)
Ao ‘

Direccién de cambio de p cuando ¢ crece = (1.46)

Ahora, si tomamos el limite A¢ — 0, vemos que esta direccién corresponde ni més
ni menos que a la derivada de p con respecto a ¢, de donde obtenemos el resultado:

¢ = Direccién de cambio de p cuando ¢ crece. (1.47)

1.10 Posicion en coordenadas cilindricas

Recordemos que la posicién en coordenadas cartesianas viene dada por 7 = xi+y j—l—zl%.
Si reemplazamos (1.40) y (1.42) en esta expresion, obtendremos la siguiente forma
para 7 en términos de las coordenadas y base cilindricas:

~

7= pp+ 2k, (1.48)

Este resultado es algo evidente a la luz de la siguiente figura:

Z i

En efecto, vemos que el vector 7, que va desde O hasta P, es el resultado de la suma
del vector pp, que va desde O hasta P’, y el vector zk, que va desde P’ hasta P.
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1.11 Velocidad en coordenadas cilindricas

Ahora que tenemos una expresion para la posicion en coordenadas cilindricas, obteng-
amos una expresion correspondiente para la velocidad. En primer lugar, recodemos
que la velocidad, al ser un vector, podemos expresarla con respecto a la base cilindrica
de la forma

T = v,p + Vs + v k. (1.49)

El desafio que tenemos es obtener expresiones concretas para las componentes v,
vy y v,. Para proceder, recordemos que la definicién de velocidad viene dada por
U = dr/dt. Luego, bastara calcular

d N
0= (pp+ 2 (1.50)
Desarrollando, vemos que
U= pp+pp+ zk. (1.51)

Luego, es necesario contar con la derivada temporal de p. Dado que p depende de ¢,
y ¢ a su vez depende del tiempo (porque la particula P estard moviéndose), entonces,
para calcular p, debemos utilizar la regla de la cadena:

p=50=09, (1.52)

SIS
>

donde utilizamos (1.43). De esta forma, obtenemos que la velocidad en coordenadas
cilindricas viene dada por

7= pp+ pdd + k. (1.53)
De esta forma, vemos que
v, = P, (1.54)
vy = po, (1.55)
v, = Z. (1.56)
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1.12 Aceleracion en coordenadas cilindricas

Aligual que con la velocidad, podemos escribir la aceleracion en coordenadas cilindricas
de la forma:

a= ap,é+a¢g5+azl%. (1.57)

Para obtener expresiones para a,, a4 y a., procedamos a derivar ' obtenida en (1.53)
con respecto al tiempo:

d AU

i= </§,6+,0¢¢+z'k), (1.58)
= jp+ P+ o+ i + pdo + 2k, (1.59)
= [P+ 2060 + pdo + pdo + ik, (1.60)

donde, en el ultimo paso, usamos p = ¢¢. Para avanzar, necesitamos conocer ¢, lo
que puede lograrse de la siguiente manera

0

<>

6=24=—pé, (1.61)

gl
ASE

donde utilizamos (1.44). Ingresando este resultado de regreso en (1.60) nos entrega
la siguiente relacién para la aceleracién:

i@ = (p—&*p)p+ (0 + 2p0)d + 2k, (1.62)
Luego, sigue que
ar = - 8, (1.63)
as = pb+ 2, (1.64)
a, = Z. (1.65)
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1.13 Coordenadas esféricas

Llegé la hora de enfrentar a las temibles coordenadas esféricas. Estas se definen en
términos de las coordenadas cartesianas de la siguiente forma:

r=ar+y?+ 22 (1.66)
¢ = arctang, (1.67)
T

x2+y2
s .

6 = arctan

(1.68)

A partir de estas definiciones, es posible encontrar las siguientes relaciones inversas

xr = rsinf cos ¢, (1.69)
y = rsinfsin ¢, (1.70)
z = rcosf. (1.71)

La siguiente figura nos ayudara a visualizarlas:

_':-*:P
o) U - -
x ,_I____________________......_.._._....:::“..i"'P/

Como es posible apreciar, r es la distancia entre O y P. El dangulo ¢ coincide con el
angulo de las coordenadas cilindricas, y corresponde al angulo entre el eje x y la recta
OP'. Por ultimo, el dngulo 0 es el dngulo entre el eje z y la recta OP. Adicionalmente,
notemos que la coordenada cilindrica p puede escribirse en términos de r y 6 de la

siguiente forma:
p =rsind. (1.72)
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1.14 Base esférica

Junto con la definicion de las coordenadas esféricas, definamos una nueva base de
vectores, 7, 6 y ¢, llamada base esférica. Estas vienen definidas en términos de la

base cartesiana de la siguiente manera:

7 = sinfcos i+ sinfsin ¢ ) + cos O k, (1.73)
= cosfcosdi—+ cosfsingj— sinbk, (1.74)
¢ = —sindi+ cosgj. (1.75)

La siguiente figura nos permitira visualizar la orientacién de esta base:

Deberia ser posible apreciar que los nuevos vectores 7, 6 y ¢, son todos mutuamente
ortogonales (lo cual puede ser comprobado directamente a partir de sus definiciones).
Para comprender bien la orientacion de esta base, ayudara notar que el vector 7 es

proporcional a 7. De hecho:

.7
T
Es decir, el vector unitario 7 nos indica la orientacién de P con respecto a O. Por

otro lado, ngﬁ es el mismo vector unitario de la base cilindrica. Ademas, los vectores 7
y 0 pueden ser expresados en términos de p y k, pertenecientes a la base cilindrica,
de la siguiente manera:

= sinfp + cos O k, (1.77)
= cosfp —sin O k, (1.78)

3>

D>

Esto significa que los vectores 7 y 0 pertenecen al mismo plano sobre el cual descansan
los vectores p y k. Dicho plano es perpendicular a ¢. La siguiente figura muestra

dicho plano, junto con estos vectores:
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Al igual que con las coordenadas cilindricas, es posible invertir todas estas relaciones.
Por ejemplo, podemos escribir p y k en términos de 7 y 6:

sin @7 + cos 00, (1.79)
= cosf7 —sinf 0. (1.80)

P
i

[gualmente, podemos escribir los vectores 72, j y k en términos de T, 6 y ngﬁ:

i = cos¢ sinf7 + cosd cos 0 — sin g o, (1.81)
j=sin¢ sinf# + sin g cosd + cos ¢ o, (1.82)
k = cosOF — sin6é. (1.83)

1.15 Derivadas de la base esférica

Notemos que los elementos de la base esférica son funciones de los dngulos ¢ y 6.
Esto quiere decir que ahora estamos lidiando con vectores que son funciones de dos
variables, y por lo tanto podemos derivarlos con respecto a cada variable. Derivando
cada vector con respecto a cada variable (manteniendo constante la variable que no
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estd siendo derivada), obtenemos:

g_; ~ sinf4, (1.84)
% _ 0. (1.85)
2—5) = cosf ¢, (1.86)
g_g _ (1.87)
g_ﬁ = —ﬁ:—sin@f*—cos@é, (1.88)
g_ﬁ o (1.89)

Las expresiones anteriores son bastante sencillas. Una de ellas, (1.88), ya la conociamos
debido a nuestro andlisis de la base cilindrica. Cada uno de estas derivadas da cuenta
de hacia dénde cambia un vector al hacer crecer (o decrecer) un dngulo dado, tal
como lo vimos en el caso de la base cilindrica. La siguiente figura debiera ayudarnos
a visualizar esta afirmacién:

En la figura anterior, los dos circulos nos indican los posibles movimientos al variar
los angulos 6 y ¢. El circulo que atraviesa los polos es un circulo maximo de radio
r, mientras que el circulo paralelo es un circulo de radio p = rsinf. Ahora bien, la
ecuacion (1.85) nos revela que al crecer el dngulo 6, el vector unitario 7 cambia hacia
la direccién 6. Por otro lado, la ecuacién (1.87) nos informa que al hacer crecer el
dngulo 0, el vector  cambia hacia la direccién —7. Hasta acé, la situacion es idéntica

18



con respecto a la base cilindrica. La diferencia viene dada por las ecuaciones (1.84)
y (1.86) que tienen factores sin @ y cos 6 respectivamente. Para entender la presencia
del factor sin @ en (1.84) basta notar que al hacer crecer ¢, la parte de 7 que cambia es
aquella que se proyecta sobre el plano z-y, que es sin#p (y ya sabemos que p cambia
hacia la direccién gE) Similarmente, la presencia del factor cos en (1.86) se debe a
que al hacer crecer ¢, la parte de 0 que cambia es aquella que se proyecta sobre el
plano x-y, que es cosfp (y ya sabemos que p cambia hacia la direccién QAS)

1.16 Posicién y velocidad en coordenadas esféricas

Es directo ver que el vector posicion en coordenadas y base esféricas viene dado por
7= (1.90)

A partir de esta expresién podemos calcular la velocidad. Esta debe poder escribirse
de la forma
U = v,7 + vpf + vy0. (1.91)

Para conocer las componentes v,, vg, y vs basta con derivar (1.90) con respecto al
tiempo. Esto nos da
U=177+7rr (1.92)

Para proceder, debemos conocer f", lo que puede ser logrado usando la regla de la
cadena, junto con (1.84) y (1.85):

. OF . OF,
r = 8_¢ + %9 (193)
—sinf oo+ 00. (1.94)

Reemplazando esta expresion en (1.92) obtenemos
=77 +rsindoo+ro. (1.95)

A partir de este resultado, vemos que

v, =T, (1.96)
vy = rsinf ¢ (1.97)
vy = 76. (1.98)
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1.17 Aceleracion en coordenadas esféricas

La aceleracién escrita en términos de la base esférica tendrd la forma

@ = a, + agh + (. (1.99)
Para determinar las componentes a,, ag y a4, derivemos (1.95) con respecto al tiempo:
d . o
i= E(f«f+rsine¢¢>+r06)) (1.100)
= ff+7*7&+fsin0gﬁ¢3—l—rcos@6"gf)gz§—l—rsin9¢§q§+rsin0gﬁg§
+700 4160 + 100 (1.101)
= i*f—|—Zfsineé(ﬁ—i—27*6'9A+r0059(9'¢ﬁ¢2+rsin9q3d3
+rsinfdo+rd0+rho, (1.102)

donde, para pasar de la segunda a la tercera linea, utilizamos (1.94). Para avanzar,
necesitamos ¢Z y 0. El primero de estos dos ya lo conocemos debido a nuestro andlisis

de las coordenadas cilindricas. El resultado obtenido fue é = —(ﬁﬁ que, con la ayuda
de (1.79), puede ser re-escrito en términos de la base esférica como

gg: —sind 7 — ¢eos 0. (1.103)
Por otro lado, podemos calcular é usando la regla de la cadena junto con (1.86) y
(1.87):
200 . 00
0= — —0
A
= cosldd—70 (1.104)
Luego, substituyendo estos resultados de vuelta en (1.102), obtenemos el resultado
final
@ = (i — 0% — rsin®0 §*)i + (rf + 276 — rsin cos 6 ¢°)8
+(27s8in 60 ¢ + 2r0¢ cos O + rsind ¢ ). (1.105)
Esta expresién puede ser levemente simplificada al notar que el ultimo término, pro-

porcional a ¢, puede ser expresado como la derivada temporal de un solo término.
Esto nos lleva a la siguiente expresion final para la aceleracion

a= (i — r0? — rsin? 9(;52)? + (7”9 + 270 — TSiH@COSQGp)é

Uod [y oo
—— = (r sin 9¢) é. (1.106)
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Luego, las componentes (1.99) de las coordenadas esféricas son

ay = i — rf? — rsin® 6 ¢, (1.107)

ag = 10 + 270 — rsin 6 cos 0 ¢, (1.108)
ol d oy

ap = o (r sin Hgb) . (1.109)

Lamentablemente, estas expresiones son complicadas. Sin embargo, veremos que en
aquellas situaciones donde las coordenadas esféricas son ttiles, estas componentes
tenderan a simplificarse bastante.
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1.18 Velocidad angular

Consideremos una particula, con una trayectoria arbitraria, cuya posicién en cierto
tiempo ¢ estd descrito por 7(t). Un tiempo posterior ¢ + At la particula estard en la
posicién 7(t + At). En consecuencia, entre ¢ y ¢ + At la particula se habré desplazado
una cantidad A7 = 7(t + At) — 7(t), tal como lo muestra la siguiente figura:

Preguntémonos por el valor del angulo A« barrido entre ¢ y t + At. Para determinar
A« consideremos un vector AS, perpendicular a 7(t + At), que se extiende desde el
punto P hasta el punto P’ (ubicado sobre 7(t + At)), tal como lo muestra la siguiente

figura:

La figura también muestra la definicién del angulo 3, que es el angulo entre el vector
A7(t) una recta paralela al vector 7(t + At) (en otras palabras, § es el angulo entre
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A7(t) y 7(t + At)). Para continuar, notemos que que A« viene dado por

- 1AF]]

A = arcsin —;
7]

Por otro lado, ||As]| puede ser escrito en términos de ||A7]| y £ de la siguiente manera

(1.110)

1A8]] = [|AR | sin 5. (1.111)

Pero, dado que 3 es el 4ngulo entre Ar(t) y 7(t+At), podemos utilizar las propiedades
del producto cruz, para escribir sin 8 como:

||7(t + At) x AF(t)]|

sin f = — = (1.112)
|7t + A) || - [[AF(E)]]
Juntando todo lo anterior, obtenemos
Ao = arcsin 7t + At) x Ar(D)] (1.113)

17O - (7 + At) [ ]

Ahora, consideremos qué pasa si At es muy pequeno. En primer lugar, notemos que
si At es muy pequeno, podemos expandir 7(¢ + At) en una serie de Taylor:

dr 1d?*7
At + At) = 7(t) + — () At + = —— () A + - - 1.114
lt+ A = 710) + T(OAL+ DDA+ (1114)
donde los puntos ” ---” denotan términos de orden superior con respecto a At. Los

coeficientes de la serie de Taylor son ni mas ni menos que la posicién 7, la velocidad
Uy la aceleracion d, evaluados en tiempo t. Luego, podemos escribir la expansiéon de
forma mas elegante de la forma

Rt + At) = F(t) + F()At + %a(tw? P (1.115)

Una consecuencia directa de esta relacién, es que Ar(t) = 7(t + At) — 7(t) vendra
dado por:

AF(t) = T(t) At + %6(75)At2 e (1.116)

Estas relaciones nos permitirdn calcular A« con la ayuda de (1.113). Procedamos.
En primer lugar, el producto cruz en la expresién (1.113) tendra la forma

7t + At) x AF(t) = 7(t) x () At + O(A?), (1.117)
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donde O(At?) representa términos proporcionales a At? o de orden superior. Recorde-
mos que At es muy pequeiio y, en consecuencia, los términos proporcionales a At? (o
de orden superior) serdn necesariamente atin mas pequenios, por lo que no nos interesa
seguirles la pista. De forma similar, el médulo de (1.117) adquirira la forma

[|7(t + At) x AF(H)|]| = ||7(t) x T(t)]|At + O(AL?), (1.118)

Donde nuevamente O(At?) representa términos proporcionales a At? o de orden su-
perior. Cuidado, la cantidad O(A#?) que aparece en (1.118) no coincide con O(At?)
de la ecuacién (1.117). Veamos ahora el denominador ||7(t + At) || presente en la
expresiéon (1.113). Con la ayuda de (1.115), podemos escribir:

1 1
17+ At || — [IF(t) + O(AL) || (1.119)
1
~ I 1|+ oA (1.120)
_ IIF(; [+ 00, (1.121)

En cada paso de la expresion anterior O(At) hace referencia a un término proporcional
a At o de orden superior (por supuesto, en cada paso O(At) consiste en una expresion
distinta). Ahora, juntando los resultados anteriores, es posible constatar que

[|7(t + At) x AF()|| || 7(t) x 9(t)]| At + O(AL?) 1
RO a0 1~ il (T +0tan) w1z
— WAHF O(A#) (1.123)

En consecuencia, el dngulo A« viene dado por

_ resip | @) x T@)]] 2

Aa = EDIIE At + O(At )1 (1.124)
_ 7)) x 9()|| 2
= T At + O(A), (1.125)

donde hemos expandido la funcién arcsin en serie de Taylor, quedandonos solo con el
término de menor orden en At. La ecuacién (1.125) constituye el resultado deseado.
Nos muestra el valor de Aa cuando el lapso de tiempo At es muy pequeno. La utilidad
de este resultado es que nos permite conocer la rapidez angular de la particula P, con
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respecto al origen O, en el instante ¢. La rapidez angular puede ser definida como el
angulo barrido por 7 por unidad de tiempo. Esto es:
_ g Ao [[F(E) x 9(E)]]
wo = (}gnmﬁ = TFOE (1.126)
La etiqueta O enfatiza el hecho de que la rapidez angular es con respecto al origen O.
Para terminar esta discusion, hagamos algo aun mejor. Definiremos un vector veloci-
dad angular & a partir de la definicién anterior simplemente eliminando el simbolo
|| - ||. Es decir:
L T(t) x U(t)
wWo = —FT1 505
7)1

Este es el principal resultad de esta seccion. Notemos que, por definicion, la velocidad

(1.127)

angular es Jp perpendicular a los vectores 7(t) y ¥/(t), con su orientacién determinada
por la regla de la mano derecha.

1.19 Un ejemplo con velocidad angular

La velocidad angular es un vector, por lo tanto estd caracterizado por su magnitud
w = ||d]], y direccion @ = &/w. Para comprender el significado de ambas cantidades,
comencemos analizando una situacién simple: Una particula en movimiento circular
uniforme (de rapidez constante v) en torno a una circunferencia de radio R con origen
O"

Supongamos que en t = 0 la posiciéon de la particula coincide con R 7. La figura nos
invita a utilizar coordenadas cilindricas para describir el movimiento. La posicion con
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respecto a O’ en coordenadas cilindricas puede ser escrita como
r'=Rp’, p' =cos¢'i+sing ] (1.128)
La velocidad es
' =R¢ ¢ (1.129)

Calculando el médulo, vemos que RW | = v. Dado que el movimiento de la particula
es tal que el dngulo crece, debemos tomar ¢’ > 0, y por lo tanto obtenemos ¢’ = v/R.
Continuando, la velocidad angular con respecto a O es:

— 1 ~ o
bor = 13 (Rp7) x (R¢' ¢), (1.130)
UV A
= — 1.131
2k (1.131)

donde reemplazamos (b’ = v/R. Por lo tanto, vemos que la velocidad angular es un
vector que apunta en la direccién /2:, hacia afuera de la figura. Claramente, la rapidez
angular es ' 5
/
wWor = qb = E (1.132)
Calculemos ahora en la velocidad angular W con respecto a un origen O a una
distancia D hacia la izquierda de O'. La posicién de la particula con respecto a O

puede ser expresada como

P=Di+7 (1.133)
= Di+ Rp' (1.134)
= (D + Rcos¢')i+ Rsin¢' ;. (1.135)

Luego, dado que la separacién D es constante, la velocidad de acuerdo a O es la
misma velocidad que registra O':

7 =7 = Rwer gE’:R%é&’:yng’ (1.136)
Sigue que la velocidad angular viene dada por
Di+Rp') x Rwor ¢/
Go = PIFED) X wo b (1.137)
(D + Rcos¢')? 4+ R?sin® ¢/
AL &
krAix ¢ (1.138)

B wol1+A2+2Acos¢”
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donde hemos definido A = D/R. Para proseguir, notemos que

~

11X ¢ =ix(—sing 7+ cosq’ 7) (1.139)
=cos¢'i X ) (1.140)
= cos ¢ k. (1.141)

Luego, dado que la particula estd inicialmente en 77 = R2, sigue que ¢ = wort, y la
velocidad angular con respecto a O puede ser escrita como

. v 14 A cos(wot) -
Jo = —=
° T R1I+A2+2A cos(wort)

(1.142)

donde reemplazamos ¢/ = v /R. Ahora notemos que si A > 1, entonces el numerador
de la expresién necesariamente cambiara su signo para ciertos valores de t, revelando
que la direccién w cambiara abruptamente cada cierto tiempo. Esto es simplemente
porque, de acuerdo a un observador en O la particula baila periddicamente hacia
arriba y hacia abajo a lo largo del eje j. En cambio, si A < 1 el signo no cambiard
(al igual que para ('), revelando que la particula estd moviéndose alrededor de O.

1.20 Generalizacién de velocidad angular

Pensemos ahora en un vector arbitrario ff(t) dependiente del tiempo. Al igual que
la posicién 7(t), su variacion en el tiempo hard que su direccién barra un angulo, tal
como lo muestra la siguiente figura:
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De esta forma, tal como lo hicimos para la posicion, es posible definir una velocidad
angular asociado al vector A. Los pasos a seguir son idénticos a aquellos mostrados
en la Seccion 1.18, dando como resultado la siguiente definicion:

1 - dA

Y= HA,HQA X (1.143)

Utilicemos esta definicién para derivar un resultado ttil. Primero, apliquemos un
producto cruz con A en ambos lados de la expresién anterior:

. 1 - - dA
AXxdp=——AXx(AX —). 1.144
St .

Consideremos ahora la siguiente propiedad vectorial Ax (BxC) = B(A-C)—C(A-B):

. 1 =~ - dA
AX Ty = e X (A x %> (1.145)
1 | [+ dA\ dA, -
L ( W>_W” ”2] e

Para simplificar esta expresién, notemos que

1d, - ld,- = - dA

——A|P =z (A-A) = A —. 1.147

s AT =57 (4-4) o (1.147)
Reemplazando, obtenemos

dA A d - n

— = ————||A|]? + &G4 x A. 1.148

i = gl A+ (1.145)

Este resultado puede re-escribirse de la siguiente manera

dA . d | - .

— = A—||A]| + da x A. 1.149
donde A = A/||A]| es el vector unitario que apunta en la direccién A. En general, un
vector puede cambiar su largo y su direccién. La ecuacién (1.149) precisamente da
cuenta de esta situacién: Notemos que los dos términos son perpendiculares entre si.
El primer término nos describe como cambia el largo de A mientras que el segundo

término describe el ritmo de giro de A.
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Para concluir esta discusién, notemos que en el caso particular en que el largo del

vector ||A]| permanece constante, vemos que

dA L
— =@ax A (1.150)

Notemos que el lado derecho de (1.150) es perpendicular a A. Por lo tanto, sigue que

SN}

4| i (1.151)

S8

t

Pero esto ya lo sabiamos, dado que a partir de (1.147) vemos que si el largo de A es
constante, entonces A - % = 0, lo que también nos informa que % es perpendicular

a A,

1.21 Vectores tangente y normal

Consideremos ahora una descripcién de cantidades cinematicas que no depende de
la ubicacién del origen. Comencemos por definir un vector unitario ¢ a partir de la

velocidad de la siguiente forma:

T
i=? 1.152
/ (1.152)
donde v = ||| es la rapidez. El vector unitario £ nos indica la direccién en la cual se

mueve la particula en cierto instante. Luego, necesariamente es un vector tangente a
la trayectoria de la particula, tal como lo muestra la siguiente figura:

t
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Evidentemente, la velocidad puede ser expresada en términos de la rapidez y el vector
tangente como:

v = vt. (1.153)
Luego, la aceleracion viene dada por
i = vl + vi. (1.154)

Dado que el largo de t es constante, a partir de (1.151), sabemos que t debe ser

perpendicular a . Luego, podemos definir un vector unitario # perpendicular a t,

llamado vector normal, de la siguiente manera:

P di
dt

dt
h=|l— 1.155

Mas atin, a partir de (1.143), es directo constatar que la velocidad angular con la cual
gira ¢ en el instante ¢ viene dada por:

t x . (1.156)

L |4t
Wi = || =
|dt
Dado que b=1{xn es un vector unitario, denominado el vector bi-normal, vemos que
dt
— || = ws, 1.157

donde w; es la rapidez angular del vector unitario £. Esto nos permite escribir la

relacion entre t y n de una forma un poco mas elegante:

dt
— = w;n. 1.158
dt t ( )
Esto quiere decir que podemos re-expresar la aceleraciéon como:

a = vt + vwph. (1.159)

Tratemos de entender con mayor claridad qué rol cumple n. Para ello, consideremos
a la particula en movimiento a lo largo de su trayectoria en los instantes ¢t y t + At.
Los vectores tangentes en dichos instantes seran #(t) y £(¢ 4+ At), tal como lo muestra
la siguiente figura:

30



Los dos vectores £(t) y £(t + At) pueden ser visualizados en conjunto de la siguiente

forma:

El d4ngulo A« entre ambos vectores corresponde al dngulo barrido por #(¢) en un
tiempo At. Luego, gracias a la discusiéon de la Seccién 1.20, podemos escribir

Aa = w; At + O(AF?). (1.160)

Por otro lado, la diferencia entre ambos vectores es Af(t) = t(t + At) — £(t). Si
expandimos £(t + At) en serie de Taylor, vemos que

) dt
At(t) = et O(At?), (1.161)

= nw; At + O(At?), (1.162)
de donde sigue que 72 y At son paralelos, salvo por una pequefia correccién de orden
O(At?) que podemos desestimar. Volvamos a observar la trayectoria de la particula,

e incluyamos al vector n y el angulo barrido Aa:
31



Si extendemos una recta a lo largo de n, esta recta eventualmente cruzara al plano
perpendicular al vector (¢ + At), en el punto C. El dngulo entre el plano y la recta
serd Aa. Ademds, habra una distancia p. entre C'y P. De la figura, es posible
apreciar que

Ar(t
Aa = 187Dl (1.163)
Pe
donde ||Ar(t)| es la distancia entre P y P’. Con ayuda de los resultados de la

seccion 1.18, otra forma de escribir esto es

|Ar(t)]] At
Aqy = ————— 1.164
« At pc ) ( )
At
= v— + O(At?) (1.165)
Luego, tomando el limite At — 0, vemos que
v
.= —. 1.166
pe= (1.166)

La cantidad p. se llama radio de curvatura, y denota el radio de la circunferencia,
con centro C, alrededor de la cual la particula gira en el instante ¢ (ver figura a
continuacién):
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El radio y la posicién del centro de dicha circunferencia cambian en la medida que la
particula avanza a lo largo de la trayectoria. Para concluir, volvamos a la expresion

para la aceleracién. Utilizando (1.166) en (1.159), obtenemos
2

Pc

a=vt+—n. (1.167)
De esta forma, vemos que la aceleracién se descompone a lo largo de £ y 7. La
componente & se llama aceleracién tangencial, mientras que la componente v2/p. se
denomina aceleracién centripeta (puesto que apunta hacia el centro de giro de la
trayectoria de la particula en el instante t).
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