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1. Considere el péndulo esférico visto en clase, descrito por el Lagrangiano

1 . :
L= iml2(92 + sin? 0$?) — mgl(1 — cos6)

a) Usando la conservacién del momento angular, reduzca el problema al de una particula ficticia, descrita por
0(t) que se mueve bajo la influencia de un potencia V(). Elija valores para los pardmetros del problema
y, usando su software favorito, grafique V (9).

b) Muestre que 6(t) = 6y, una constante, es una solucién posible. Considere trayectorias con 6(t) = 6y +
€(t), € < By. Muestre que se trata de un movimiento arménico simple y encuentre la frecuencia de pequenas
oscilaciones. Las trayectorias correspondientes: ;Son érbitas cerradas?

2. Considere una escalera de largo L y masa M que tiene la base apoyada contra un suelo liso (sin roce) y la punta
apoyada contra una pared vertical, con la cual tampoco tiene roce. Inicialmente estd en reposo, formando un
angulo 0y con el suelo. Interesa el movimiento posterior, asi como las fuerza de ligazoén.

a) Use las coordenadas del centro de masa (x, z) de la escalera, asi como el dngulo 6 que forma con el suelo.
Se pide el Lagrangiano del sistema, asi como las ecuaciones para las ligazones que pueda haber.
b) Derive las ecuaciones de movimiento usando el método de los multiplicadores de Lagrange.

c¢) Para la evolucién del dngulo 6(t), encuentre una férmula para t = ¢(#), que puede involucrar integrales
que no es necesario evaluar.

d) §Cual es el valor del dngulo 6 cuando la escalera se despega de la muralla. ;A qué altura estd el extremo
superior cuando esto ocurre?

e) Cudles son las ecuaciones de movimiento después que la escalera pierde contacto con la muralla.

f) Muestre que la escalera nunca pierde contacto con el suelo. (Suponga que no hay rebote cuando 6 = 0).



larea 1

Pl

) Pelboido a igotropia (o Logromﬁw\o no depende de ) < tene Qe
Ps= oL - mlsn'e¢  corelomte
D@l [ (OGN0 id@/vxhgxcameb la em(ah cnetiaa y Po\m‘n(ﬁl, por Loqm o) Imegia [YYICCONCOL (Qw%&
Covoend, my:%ue L. o depende ecplicitarmente del empo) €5
E=£WQ1(9‘+s\n294>z) gL ({-c8) , reemplazpmdo cow py

Lol + P /mgl (1-cabd)
R ZfYYléz&mZ@

4.0 |

\/e;;@ ®)

35}
i 30

251

by Mo coledennie la EoM assoda o & “oF
15/
@_L = ml’snbced q'f —/mgéane 100
00 i o 10.5@ 1o 570

AL - ml& = wl'd - mlonbezdd’y mgload
06

reenvplogomdo ¢ . 2
O -_p (@b + 35ne -0
ml sne

Q@efmpla(‘,em% conn O -=B. constamte (éFO) 4

> _Di Cwb. - B anb. s
m 0 e, L | BUB)

dOV\deY\O e> Covio Qe J0. fc]z, & cU/mpLa | »
deginames N

E.(Oo\a _ P e )91(935 9 5nb. \‘\

(mzeq 6,\{)560 e/ - 0‘.5 90 1.0 1.5

B(Ofgwmdo notames G o 3 ol O Y que odovds es Ul minimno 8\&)\00’1 de V(09



M/\D(Q pesturloorenmes ol soteno on fomo O g equaliborio eotalole Wawiendo
Db =0.+ew |, donde lewlwd. Vi
eermplazpemes en

c - P¢ Col(Bte) + 3 on(Q.4¢)=0
e sn*(D.+€) ¢

&Ovde pox tererme G P4> AR Sﬁrn’eo/fcosem) xpomdimnes Q/V\TOL{UD(

Con(D.16) - L[ C@cawe]‘"’e“ ~ Coob +(Zﬂv€®=~3 )e
sn’(0e) W= ML oan?(Ba6) lees S 0. SN'e.

sn(B.1e)= Z‘ an "@®ie)| " 2 snd. + e®. €

€=o

=> 6 -9 6\n“9°[ ol +(Z®'V\2@°—5 )e] + 19 (s\neo +C£s>%oe) =0
( o0 [ gpp. SN’ ¢

&€ -%%Ge +9 (3-22n.) +/§/év/60+§ cede€ =0
¢ coob. (

e+ 9 (4-3anm0.)e =0
( Cop0s

donde denkpame lox porva db MAS con Precuamcor wagulov de cecilocion
Ws= 8 (4-2sn.)

L coebs

Pa(a wr s 05 6cloios 20n cecrados deloenmes emcowmt@c na ‘%‘5“ onte low wloodod (W%\)\o« ¢ 3 o feecion-
co de ceclocén wh ( poua qu \/\OA/a Bncon0cen ontte |eo AMoU e ks )

9 polld) “@»
(&a V fme U ( coob-

5& _\/@ CenB- = e@
we L 9 (4-zs0D) \IqT

donde notormes que &D/U)o lenece @ los raconales por gemiplo D=0 /2 Oe=miz 1,
P P gemaple. paa



P2

"\\7 o) EL o mnionto ge da Onicanmente ow el plano X-Z 4 oo € on
Wik =oldo (gdo W emecgia cinetica tiene dos contribuciones
\/<-: l/CCM t Litrm S‘i
)
como Lo eecoleca rota edo D/V\,S 3 o ladireccion v\;eg(xbm

BOw K) 0
/ i > Sl = | - 68w

0

M7 por lo gie oo nes imperta lo conporente. Tyy del tereor de inecca
/ \q meddo cle ol CH. Por Wikiped'ta‘babem% Qe

T..- | M)?
(2
Lo contribvecn Wes eo sinplenmente

\Kw:p'leﬁwlz donde, Ren- Xﬁﬁéj S Rl = i &
O que lo brergo cnetica. eerta

U= IM( %)+ LMo’
3 24

Lo Onica contriledn o o tregio Poiemal ol 3rav#a+oma (ci ol CH)
U=M g%

= L= LM(GE)+ L MLUET - ng
= 24

Lo (eatriccion e gue O esta celacionado con X 4 Z como
Cob=_Z " ono= Lsme— X & 2nb = Q
L/Z L/z L
antonaeo definimes oo punciones

?431,0008— 2z ” fL: L6\Y\9*va

koo eco, de o exion codos por A_(@g_) S| VI Y NPT
dEL o9/ %o 20 3%




decivermas:

O9L=0 » 3L =Mx ©02ph=-2 > MX =- 2\
X X X

g_L:'Mg %:HZ (_a_?_':‘z' =jMi+MS=—7~)>\4
0% (¥4 oZ

QL -0 > QL-1MB v Rp--Lsne > B -lcxe
°0 w R C1) 20

> 1 MZO =-AiLomd + A Leod
12
L\/\Dra (eennplﬁa)amgp om todos los “ EoMe oo condicoes Leogb=22 * Lond =2x

x=Leno > X=L whHd > X=-Lendd + Loxsd
A A Ve A

Z=LcoP >2--Lsmed > Z2=-LcaxbHd - Lonsd
A 2 2 2

~LMoinod + LMcap® =-2 A, > Ne=Aa= [M5n06 - LMopd
A = 4 Y

~LMcap® - LMuned + M3= 2N D (Nishi= LMowed + M ened - Mg
X 2 Y bl 2

reennplogomdo en,
ML 9 = —W@l - MU o006 ¢ Mgone + }Z_LZ/C%G%M/G@Z - ML 08
(2 4 A 4

SHES=--H26 + Mlg enb
2 4 2




e & - -39 (@h-axb)
A Iy

) podenis reermnplogac Esitio preoones de B Y & on Y0y coregunne Lo pcpresiones de low
normadeo YO

N1 (8) = L_MC%9< '@_(C%B-C%BJ) + Mane( ée_ame> - Mg
q 9 4 2 L 2

N (6) = M%‘\ne(—@_(%e—cooeo)) —LMC%G( 2 9 5nb
Y L Y 2 L

¢) Ueondo Lo EDO de B

do :V -29 (coeB - covds )
dt L

= ‘tdt= t(m:j db
o o (-33(00:6-%6-3& )"

dy Necesstamna oncontror donde e 0

N.(6%) = - DMg cob*omB* + Ma ce.om0* - DMg coeb* one”

4 Y 8
|
= —9Mg ot o + Mg capeone* =0
8 Y
& 5007 (‘5_0%6* + CooO. ) 20 = b - Lowbd.
V3 3

Yy Coro terenes b relocon  Cood= b /L

=\, (0% = Lood® - Z%_ Cb. L
e) Coomdo o excodea perde o contacto con & nmuro L no tene e o tes-
%ncoo’m ]Pz
> H%=-0 * MZ +Mg=-2a * LHCO=-Alone

12
P lo g dotenemnes Lo miomo de amieo pero conoderando A:=0

ML® 9 = —M_Llo@besmeéz - M_lf%mzeé t fﬂ—&%ﬂﬂ%
(2 4 Y Z




= @(J_ + 20 > = - L coePon®d + § 9nd
b L /4 L

Y Lovnormol que gerce b peo e endo o mierma

Ni=hi = LMowed + LM anpd - Mg
Y Y e

= w@bééz + mﬁﬂe[ L ['L%B%\ﬂeél *g_%m‘é]}>m
11 L\ 4+?3?D'|nze A ~ A

= M [c@e e C@%aﬁ@}@l + &(56\\(\16 - 1)

_L}— 1+ 351n*0 L

donde ©7>0 Vi Qo quu owxol‘@armgo los ctos conmnponentes, depnamon

?« B)= ca® - 2 Cobend ]PL ()= Zsn0-1
4 +29N°B

1.0

| ]@ ®)

06

;94 ©)

04+

10 150750

0.2+

~ >6 4 t
1'5Tr/z 1.0

) 6.5 - 1.0 ) -

dode MG Qu Y0e (0172 ] 194(9)>O Mentos gue Ez ®>0 a pache de on 6_ notermes R
womdo o condicén de d@p%zjue Copb™ =212 C®O.

00319* = %0939. E Zsno -1 =- Yoo, + 2

S
Bovae g permente s qut Y0,€ L0723 (el dngulo
wicol Qe Lo, ezcolea) 2en®*-1>0

.. lono Delo” /23, dexde o nmormento &ec&@;@eaw,
o e ovioon ranes om o b | 0 gut ode
tamning eow pastives = N >0 Ve (®”, m/23 o

qut b ol e, e sea ol suelo |

P 1

2d]
1.8
1.6
14 -
12+
1.0 -

0.8

0.6




