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1. Considere el péndulo esférico visto en clase, descrito por el Lagrangiano

L =
1

2
ml2(✓̇2 + sin2 ✓�̇2)�mgl(1� cos ✓)

a) Usando la conservación del momento angular, reduzca el problema al de una part́ıcula ficticia, descrita por
✓(t) que se mueve bajo la influencia de un potencia V (✓). Elija valores para los parámetros del problema
y, usando su software favorito, grafique V (✓).

b) Muestre que ✓(t) = ✓0, una constante, es una solución posible. Considere trayectorias con ✓(t) = ✓0 +
✏(t), ✏ ⌧ ✓0. Muestre que se trata de un movimiento armónico simple y encuentre la frecuencia de pequeñas
oscilaciones. Las trayectorias correspondientes: ¿Son órbitas cerradas?

2. Considere una escalera de largo L y masa M que tiene la base apoyada contra un suelo liso (sin roce) y la punta
apoyada contra una pared vertical, con la cual tampoco tiene roce. Inicialmente está en reposo, formando un
ángulo ✓0 con el suelo. Interesa el movimiento posterior, aśı como las fuerza de ligazón.

a) Use las coordenadas del centro de masa (x, z) de la escalera, aśı como el ángulo ✓ que forma con el suelo.
Se pide el Lagrangiano del sistema, aśı como las ecuaciones para las ligazones que pueda haber.

b) Derive las ecuaciones de movimiento usando el método de los multiplicadores de Lagrange.

c) Para la evolución del ángulo ✓(t), encuentre una fórmula para t = t(✓), que puede involucrar integrales
que no es necesario evaluar.

d) ¿Cuál es el valor del ángulo ✓ cuando la escalera se despega de la muralla. ¿A qué altura está el extremo
superior cuando esto ocurre?

e) Cuáles son las ecuaciones de movimiento después que la escalera pierde contacto con la muralla.

f) Muestre que la escalera nunca pierde contacto con el suelo. (Suponga que no hay rebote cuando ✓ = 0).



Tarea 1
P1
a) Debido a isotropia (el lagrangiano no depende de b) se tiene que

pr
=

2o
=me'sin'd constante

Del lagrangiono identificanes la energia cineticaly potencial, por lo que la energia mecanica (que se
conserva, ya que no depend explicitamente del tiempol es

E =ml(*'+sin8Y +mg1(1-cost), reemplazando campa
=1m8 + pi +mgl(1-cost Weff(0)
2 2me'sin

=ml + Naff(0)
b) Ahora calculeros la EoM asociada a t

a b =mesintcost"-mglsint
28 1 >O

x b =ml't ml*-ml'sintcost"+mghost
28

reeplazando
2

- Pp cast +sine =0 (1)

mil" since l

Reemplaceros can t =0. constante (8 =0)

=>Ps cost.= sint. (2)

mil" Sint0 l fel0) Veff()
donde no es obvio que 3b. t.q. secumpla (2),
definamos felt)
filt) =PI cost." filtol=gsint. :

mil"sinto l to

graficado notaros quesi I tal . y que adermas es el minimo global de Veff(t)



Ahora perturbarennes el sistenna en torno a su equilibrio estable haciendo

⑦(t) =b.+E(t), donde (E(41 < 8. It

reeplazaros en (15

- Picos(bott) +Sin(8. +a)
=0 (3)

mil" sin(0.+e)

donde par ( tenemos que palml" =gsin".//cost., expandimos en Taylor (3)

- cosL8.+E) =(sinceIre-co8+/2sinto) cSin(0.+E)

sinCo.+t) =Z,sin'"(oott)fe"= sint.+cosO.

=> - gsint)cos8+/2sin.3) z] +(sin+costotO

= -

Sinto+1 (3-hsint.)+sinto+Icost.~
COST.

- I +G(4-3sin't) t =0COSto

donde identificanos la forma del M. A.S. con frequencier angular de oscilacion

Wo=(4-3sin0.)
l cost.

Para ver si las orbitas son cerradas debennes encentrar una razon entre la velocidad angular i y la freeven-
cia de oscilacion W. (para que haya sincronizacion entre los mavimientos

i =mecino"Vesno sine*Vcost.
=-VI cost. V (yieversins.

donde notamos que 8/w. perfence a los racionales por ejemplo para 0.
=0 = 1/2, to=+12 = 1.
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-

Na
as El movimiento se da unicamente en el plano x-zy conno es un

>
solido rigido su energia cinetica tiene dos contribuciones

k=kentCM
N

Ren -
R

cormo la escalera rota solo en y y en ladireccion negative
Zem Oct -

I IM

- Ne
=rct =- it

k
A

>

Xem
- ye

del tensor de inercia
of
"

~Mg por to que solo nos importa la componente t
medido dr al CM. Por Wikipedia sabermos que

Izz =1M22
12

La contribucion ken es simplemente

ken= 1MiRam, donde Ren =x4+zy=> 1Ron*=YE

asi que la energia cinetica seria

k= M(x+24+1ML
-

24

La Unica contribucion a la energia potencial es lagravitatoria (cr al CMI

u =Mgz
=>L = M(+ EY +ML2-Mgz

La restriction es que testarelacionado can x y Ecomo

Cost =2
a sint=(sint-x () sint= 2x

212 212 L

entences definimos has funciones

fi=1cost-2Z
"

fc=Lsint-2x

Las es derer. estan dadas por (5) -Eq? =NAufu
2qi



deriveros:

x8 =0x=MX be2
=>MY=-2x2 (1)

xz = - Mg E
=ME at -- 2 =Mi+Mg=-2 (2)

-
=0=Mb=- lsint -Last

=>1M228 =- A11Sint+Az(cost (3)

12

Ahora reemplazanos en todas las "EoMs"las condiciones (cost=2z"Lsint=2x

x =tsing=> x =cos8= - tsint+cost8

z =cost -> E = - sintE =E = -cost-sint8

(1) =>-Msin+Mcos=-2 Ac = N2=1z = Msing-Mcost8 (4)

(2) =-McosGE-Msin8 +Mg=-2 Ac => N=A=McogE+sin-15

reeplazando en (3)

MLE = - ML" costsint* MLsin* Mgsint+MlcostsintE - Mcost- -

- F --

12 4 4 4

=>ML--ML+ ML9 sint

Es i-Sint =0 EcuaciondemaimientoI
podermo integrar una vez esta EDO contrucazode mecanica

88= 3sint/I
-> I=8d=3g/sintd



> =

- 39/cost-costd

y podennos reenplazar estas expressiones de &y en (4) y (5) y consegrime las expressiones de las
normales FO

Ni(0) =(McoSt)-39/cost-costr)) + Msint)sint) -ca
NiCE) =Msint)-3(cost-costol) -Mcost) sint) in

↳ Usando la EDO de

=-(cost-cost
-

-
dO=>I=t(0) = (-3g(cost-cost.Ill

de Necesitanos encontrar donde (7) es0

N=LEY =-3Mg cost"sint* +39coSt.Sint*-3mg costsin4

=-costsino cost.sint
> Sinf*)-cost cost.) IO = cost-cost.2 3

y como tenemos la relacion cost-hi/L
-

#

=>h(84)=LCOSE*= cost. n.
- L

e) Cuando la escalera pierde el contacto con el mrro ya no tenemos la res--
triccion fr
=>Mi =0 ME+Mg=-21" 1M2=-ALsint

12

por to que obtenemos to mismo de antes pero considerando
xc =0

ML E = - ML" costsint" - MLsin* Mgsint
12 4 4



=> j(1+sint=-1 costsint +Isint (1)C 2

y lanormal que ejerce el piso signe siendo la misma
↳
·jo que laEoM

cambia

cando se despega de la

N =A =McoSE+sin-
pared vertical

(1) ==4Mcost*2+ sint)1tssinct(costsinc.+gsint)]
= M/cost- 3 costsin't]' + M9(3sin't-1)1 +3sin

donde- O Vt asique analizanos las otras componentes,definamos

filt) =cost - 3 costsin't fr(0) =3sin28-11 +3sin

->

fel0)
fz(0) i Region buena

I 18

# i
donde vennes que FOC (0, H12] filt) >0 mientras que fe(b):0 a partir de un , notermos que
usado la condicion de despegue Cost*=213. cost.

cost-cost. 3sin*- 1 = - costt
3since - 1
- dondegraficamente vermos que FO. (0, H12] (el angulo

inicial de la escaleral 3sinco*- 150

I

de la pared vertical
8 ·

Camo t[8, H2], desde elmomento de despegue
ya nos encontramos en

lazona buena, asi que todos
los termines son positives -> N >0 FO= (08, N12] asi

Do que laescalera nunca sesepara del suelo!


