Mecanica FI12001-3
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Prof. Gonzalo A. Palma. - Auxiliares: Francisco Colipi y Javier Huenupi
Ayudantes: Gabriel Marin y Valentina Suarez

P1: Un plano inclinado en un angulo « sostiene, desde un origen O, un péndulo de largo
L y masa m (ver figura). Entre el plano y la masa m hay roces cinético y estatico car-
acterizados por coeficientes de roce p. v e respectivamente. El péndulo se suelta desde
la posicion horizontal ¢ = 0 y, a pesar del roce estatico, éste comienza a deslizar hasta
detenerse en forma definitiva en la posicién final ¢g, = %7‘(‘.

(a) 2.5pts. Determine la ecuacién de movimiento del péndulo.

(b) 1.5pts. A partir de la ecuacién de movimiento, determine ¢ como funcién ¢.

(c) 1.0pt. ;Cuél es el valor de pi,. como funcién de otros datos del problema? (g, M, L, «).
(d) 0.5pts. ;Cudl es el valor méximo que puede tener p.?

(e) 0.5pts. ;Cudl es el valor minimo que puede tener p.?




P2: Dos péndulos idénticos de largo L y masa M, separados por una distancia D, estan
unidos desde sus extremos por un resorte de largo natural D y constante eldstica k (ver
figura).

(a) 1pt. Determine la energia cinética del sistema como funcién de 0y 0,.

(b) 1pt. Determine una expresién para la energia potencial del sistema U, debido a la
fuerza de gravedad, valida para angulos 6; y 6, pequenos.

(c) 1.5pts. Determine una expresion para la energia potencial del sistema Uy debido al
resorte, valida para angulos 6 y 6, pequenos.

(d) 1pt. Escriba el Lagrangiano del sistema y deduzca las ecuaciones lineales acopladas
para #, y 0, vélidas en el régimen de pequenas oscilaciones.

(e) 1.5pt. Determine las frecuencias propias del sistema y describa sus modos normales
de oscilacion.
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Indicacion: No olvide que, para angulos pequenos, las energias potenciales obtenidas en
las partes (b) y (c¢) deben ser expresadas hasta segundo orden en términos de los angulos
61 y 02.



P3: Un cilindro de radio interior R esta anclado al suelo, con su eje de simetria paralelo
a la horizontal. En su interior, una barra de largo L = v/2R y seccién pequefa, con su
masa M uniformemente distribuida, estd inicialmente en equilibrio vertical gracias a una
cuna colocada junto a su extremo inferior que le impide deslizarse.

(a) 1.0 pt. Determine las fuerzas que actian sobre la barra en funcién de los datos del
problema.

En un cierto instante se saca la cuna y la barra empieza a caer, con sus extremos deslizando
sin roce sobre la pared del cilindro.

(b) 3.0 pts. Determine la ecuacién de movimiento para para el angulo ¢ que indica la
posicién del centro de masas de la barra desde el origen con respecto a la horizontal (ver
figura).

(c) 1.0 pt. Calcule la rapidez de los extremos de la barra cuando en su caida ésta forma
un angulo ¢ = 7/4 con la horizontal.

(d) 1.0 pt. Calcule las fuerzas que ejerce la pared del cilindro sobre los extremos de la
barra cuando, en su caida, ésta forma un dngulo ¢ = 7/4 con la horizontal.
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Formulas utiles:

La matriz de inercia es con respecto a un punto O solidario al sélido constituido por N

particulas:
N
IO’ = Zmz (H 7:’7;/ HQ]I o Fi/Fi/t) )
i=1

En el caso de un sélido continuo:

JO,E/dm(||f'||2]1—f'f't).

El teorema de Steiner es:

-1t

T = Ien + My, [y |7t 12T — féMrCM} .

Recuerde que EO = EgM + ECM, donde

L(’) = MTCM X VCM, LCM = ICMQ

Ademas la energia cinética es:

1 1o, =
K = S Mgy + 59 Toudl

Si O = P es un punto fijo del sélido:
Lp = IpQ,

y la energia cinética es:

1o, =
K == §QtIPQ

(1)

(7)

La ecuacion de Euler-Lagrange para la coordenada generalizada ¢; a partir del Lagrangiano

L=K-U:

d(OLY (9L _,
dt \ 9¢; da:;)

(8)



Solucién P1: (a) Se tienen § = — cos ok + sina) y jJ = cos qbgg + sin¢p. Luego, la
segunda ley de Newton es: mL(cﬁngS —¢*p) = —Tp+ Nk + mg(— cos ak + sin a(cos bb +
sin ¢p)) — pte| \]\7\ \¢2 Por componentes: T = mL¢2 —mgsinasing, N = mgcosa y mLd =
mgsinacos ¢ — pie||[N||. Reemplazando N obtenemos ¢ — £ smozcosqﬁ + ped cosa = 0.
(b) Multiplicando por ¢ e integrando: 1¢2 2 sin asin ¢ + pi ¢ cosag = C'. Impomendo
condicién inicial: ¢% = 24 sin asin ¢ — 2.7 cos ong. (c) Se detiene en ¢g, = Z?T de donde
e = %j tana. (d) Si la masa no se hubiese movido, habriamos tenido ||Fr.|| < pe||N||
donde F,. = —mgsin a@, es decir u, > tan a. Pero la masa si se movié, luego u. < tana.
(e) Dado que la masa se detuvo en ¢g, = 27 se cumple ||Fro|| < || N|| donde F., =

X
—myg sin a cos gbﬁnqb \[mg sin qub Luego - 5 tan < fe-

Solucién P2: (a) Las posiciones son 7] = Lpy y 79 = jD+ Lp,. Las velocidades son: 0 =
L6:01 y U = LOy6,. Luego K = 2 L*(07465). (b) Usando p; = cos 0;i+sin6;], vemos que
U, = —mgL(cos 6 + cos 0;) salvo una constante. Aproximando U, = mgL(63 + 6%). (c)

La elongacién del resorte es || — 7 || = \/L?(cos g — cos6;)% + (D + Lsinf, — Lsin6;)2.
Aproximando: ||/ — 7| — D = L6, — L6,. Luego Uy, = £L*(65 — 6;)?. (d) Juntando
todo: L = ZL*(63 + 63) — L2(02 — 01) — 2mgL(63 + 60%). Las ecuaciones de E-L son:
0, — —(92 —01)+ 46, =0,y Oy + (02 —01) + 60, = 0. (e) La forma de estas son

ﬁ 4 _k
G+ 02 =0con q= (01,0) y O = (m RN

_rk K 9
m +L

). Luego wi = g/L y w3 = £ +2£,

Solucién P3: (a) 7 apunta hacia la derecha y j apunta hacia arriba. Las fuerzas son:

Na = \%Ncﬂ(i +7), New = \%N (—i+)) vy F = —Mgj. Imponiendo suma cero:
New = Ngy = Mg /V2. (b) Se tiene oy = TERp‘ Luego: vcm = \%Rgbg@ El tensor de in-
ercia ¢/r al CM y base solidaria 2’ = p, j' = —ovk'=kes ICM 2Diag(1 0,1). Usando

Lo = Miey X Ton + Iom € con § = (0,0 (b) obtenemos Lo = MR <z$k+ k(b 2M3R2 ok.

Dado que el cilindro ejerce fuerzas que apuntan hacia O, estas no contrlbuyen al torque.

Luego: T, = Tcum X ﬁg = \%MgR cos qﬁl;'. Usando Ly = 7 obtenemos é— Vﬁ cos ¢ = 0.
= fR

(d) Para ¢ = /4 las fuerzas son Ngyp = Naup? ¥ Nint = Ningj. Usando Macy = D F™

obtenemos Ny, = %Mg y Ning = %Mg.

(c) Integrando e imponiendo condiciones iniciales: P = 4 sin ¢. Luego: v = 4/ §gR.

Comentario: La parte (b) de la P3 se puede hacer de otras formas: Por ejemplo calculando
la energia cinética de la vara con K = %M Ty + %QtICMQ y luego usando conservacion
de energia, o las ecuaciones de Euler Lagrange. También se puede calcular Ly usando
teorema de Steiner.



