
Mecánica FI2001-3
Examen: Viernes 14 de julio, 2023

Prof. Gonzalo A. Palma. - Auxiliares: Francisco Colipi y Javier Huenupi

Ayudantes: Gabriel Maŕın y Valentina Suárez

P1: Un plano inclinado en un ángulo α sostiene, desde un origen O, un péndulo de largo

L y masa m (ver figura). Entre el plano y la masa m hay roces cinético y estático car-

acterizados por coeficientes de roce µc y µe respectivamente. El péndulo se suelta desde

la posición horizontal φ = 0 y, a pesar del roce estático, éste comienza a deslizar hasta

detenerse en forma definitiva en la posición final φfin = 3
4
π.

(a) 2.5pts. Determine la ecuación de movimiento del péndulo.

(b) 1.5pts. A partir de la ecuación de movimiento, determine φ̇ como función φ.

(c) 1.0pt. ¿Cuál es el valor de µc como función de otros datos del problema? (g,M,L, α).

(d) 0.5pts. ¿Cuál es el valor máximo que puede tener µe?

(e) 0.5pts. ¿Cuál es el valor mı́nimo que puede tener µe?

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="3MUkKiCoiAzY5Y40sOOBicuGr2A=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEnons8mY2Z1lZlYIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSATXxnW/ncLK6tr6RnGztLW9s7tX3j9oapkqyhpUCqnaAWomeMwahhvB2oliGAWCtYLR7dRvPTGluYwfzDhhfoSDmIecorFSs4siGWKvXHGr7gxkmXg5qUCOeq/81e1LmkYsNlSg1h3PTYyfoTKcCjYpdVPNEqQjHLCOpTFGTPvZ7NoJObFKn4RS2YoNmam/JzKMtB5Hge2M0Az1ojcV//M6qQmv/YzHSWpYTOeLwlQQI8n0ddLnilEjxpYgVdzeSugQFVJjAyrZELzFl5dJ86zqXVYv7s8rtZs8jiIcwTGcggdXUIM7qEMDKDzCM7zCmyOdF+fd+Zi3Fpx85hD+wPn8AY7BjyI=</latexit>↵

<latexit sha1_base64="CSyXaWxx6UzyxtLAdkiwM8Z5mag=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEqseiF48V7Ae0oWy2m2bp7ibsboQS+he8eFDEq3/Im//GTZuDtj4YeLw3w8y8IOFMG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCoo+NUEdomMY9VL8CaciZp2zDDaS9RFIuA024wucv97hNVmsXy0UwT6gs8lixkBJtcGiQRG1Zrbt2dA60SryA1KNAaVr8Go5ikgkpDONa677mJ8TOsDCOcziqDVNMEkwke076lEguq/Wx+6wydWWWEwljZkgbN1d8TGRZaT0VgOwU2kV72cvE/r5+a8MbPmExSQyVZLApTjkyM8sfRiClKDJ9agoli9lZEIqwwMTaeig3BW355lXQu6t5VvfFwWWveFnGU4QRO4Rw8uIYm3EML2kAggmd4hTdHOC/Ou/OxaC05xcwx/IHz+QMWyI5J</latexit>

�

<latexit sha1_base64="X+mp/aL3rMKD5rIgurkBO0ia1fg=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEmYns8mY2Z1lplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80jUo14w2mpNLtgBouRcwbKFDydqI5jQLJW8Hoduq3nrg2QsUPOE64H9FBLELBKFqp2R1SJKNeueJW3RnIMvFyUoEc9V75q9tXLI14jExSYzqem6CfUY2CST4pdVPDE8pGdMA7lsY04sbPZtdOyIlV+iRU2laMZKb+nshoZMw4CmxnRHFoFr2p+J/XSTG89jMRJynymM0XhakkqMj0ddIXmjOUY0so08LeStiQasrQBlSyIXiLLy+T5lnVu6xe3J9Xajd5HEU4gmM4BQ+uoAZ3UIcGMHiEZ3iFN0c5L8678zFvLTj5zCH8gfP5AzCEjuQ=</latexit>

k̂
<latexit sha1_base64="6tFCfxFhXJg0TAsWChLta1eiY8U=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjPia1l047KCtYWZoWTSTBuaSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVldW19o7pZ29re2d2r7x88GpVpyjpUCaV7ETFMcMk6wEGwXqoZSSLButH4tvC7T0wbruQDTFIWJmQoecwpASv5wYgADnhCYNSvN9ymOwNeJl5JGqhEu1//CgaKZgmTQAUxxvfcFMKcaOBUsGktyAxLCR2TIfMtlSRhJsxnkaf4xCoDHCttnwQ8U39v5CQxZpJEdrIIZxa9QvzP8zOIr8OcyzQDJun8ozgTGBQu7scDrhkFMbGEUM1tVkxHRBMKtqWaLcFbPHmZPJ41vcvmxf15o3VT1lFFR+gYnSIPXaEWukNt1EEUKfSMXtGbA86L8+58zEcrTrlziP7A+fwBBhSRGg==</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="jq204J8hpZu67Y9zCOUqkpMHXuk=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjPia1l047KCfUBnKJk008ZmkiG5I5Shn+HGhSJu/Rp3/o2ZdhbaeiBwOOdecu4JE8ENuO63U1pZXVvfKG9WtrZ3dveq+wdto1JNWYsqoXQ3JIYJLlkLOAjWTTQjcShYJxzf5n7niWnDlXyAScKCmAwljzglYKWePyKA/ceYwKhfrbl1dwa8TLyC1FCBZr/65Q8UTWMmgQpiTM9zEwgyooFTwaYVPzUsIXRMhqxnqSQxM0E2izzFJ1YZ4Ehp+yTgmfp7IyOxMZM4tJN5OLPo5eJ/Xi+F6DrIuExSYJLOP4pSgUHh/H484JpREBNLCNXcZsV0RDShYFuq2BK8xZOXSfus7l3WL+7Pa42boo4yOkLH6BR56Ao10B1qohaiSKFn9IreHHBenHfnYz5acoqdQ/QHzucPB5yRGw==</latexit>

|̂

<latexit sha1_base64="yS5ZB6OHnylvPHmokYL/6AJ+29Q=">AAAB8HicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwVRLxtSy6cVnBPqQJZTKdNENnMmHmRiihX+HGhSJu/Rx3/o3TNgttPXDhcM693HtPmApuwHW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T9oG5VpylpUCaW7ITFM8IS1gINg3VQzIkPBOuHodup3npg2XCUPME5ZIMkw4RGnBKz06McEsK9j1a/W3Lo7A14mXkFqqECzX/3yB4pmkiVABTGm57kpBDnRwKlgk4qfGZYSOiJD1rM0IZKZIJ8dPMEnVhngSGlbCeCZ+nsiJ9KYsQxtpyQQm0VvKv7n9TKIroOcJ2kGLKHzRVEmMCg8/R4PuGYUxNgSQjW3t2IaE00o2IwqNgRv8eVl0j6re5f1i/vzWuOmiKOMjtAxOkUeukINdIeaqIUokugZvaI3RzsvzrvzMW8tOcXMIfoD5/MHguWQPA==</latexit>

⇢̂

<latexit sha1_base64="6bCGb58P/KLpDVsmtqHN8roHhgU=">AAAB8HicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwVRLxtSy6cVnBPqQJZTKdNENnJmHmRiihX+HGhSJu/Rx3/o3TNgttPXDhcM693HtPmApuwHW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T9omyTTlLVoIhLdDYlhgivWAg6CdVPNiAwF64Sj26nfeWLa8EQ9wDhlgSRDxSNOCVjp0Y8JYD+Neb9ac+vuDHiZeAWpoQLNfvXLHyQ0k0wBFcSYnuemEOREA6eCTSp+ZlhK6IgMWc9SRSQzQT47eIJPrDLAUaJtKcAz9fdETqQxYxnaTkkgNoveVPzP62UQXQc5V2kGTNH5oigTGBI8/R4PuGYUxNgSQjW3t2IaE00o2IwqNgRv8eVl0j6re5f1i/vzWuOmiKOMjtAxOkUeukINdIeaqIUokugZvaI3RzsvzrvzMW8tOcXMIfoD5/MHdsGQNA==</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="RZPk4QoybUxtcOb+t5qHV4V+jbI=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV3xdQx68ZiAeUCyhNlJbzJmdnaZmRXCki/w4kERr36SN//GSbIHTSxoKKq66e4KEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6m/qtJ1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivVo16p7FbcGcgy8XJShhy1Xumr249ZGqE0TFCtO56bGD+jynAmcFLsphoTykZ0gB1LJY1Q+9ns0Ak5tUqfhLGyJQ2Zqb8nMhppPY4C2xlRM9SL3lT8z+ukJrzxMy6T1KBk80VhKoiJyfRr0ucKmRFjSyhT3N5K2JAqyozNpmhD8BZfXibN84p3VbmsX5Srt3kcBTiGEzgDD66hCvdQgwYwQHiGV3hzHp0X5935mLeuOPnMEfyB8/kD2M2M+w==</latexit>m <latexit sha1_base64="ZulQnuAxajCQqeGX0rA170utLio=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQiwcPCZgHJEuYnXSSMbOzy8ysEJZ8gRcPinj1k7z5N06SPWhiQUNR1U13VxALro3rfju5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NBRohjWWSQi1QqoRsEl1g03AluxQhoGApvB6HbqN59QaR7JBzOO0Q/pQPI+Z9RYqXbfLZbcsjsDWSZeRkqQodotfnV6EUtClIYJqnXbc2Pjp1QZzgROCp1EY0zZiA6wbamkIWo/nR06ISdW6ZF+pGxJQ2bq74mUhlqPw8B2htQM9aI3Ff/z2onpX/spl3FiULL5on4iiInI9GvS4wqZEWNLKFPc3krYkCrKjM2mYEPwFl9eJo2zsndZvqidlyo3WRx5OIJjOAUPrqACd1CFOjBAeIZXeHMenRfn3fmYt+acbOYQ/sD5/AGmyYza</latexit>

L

<latexit sha1_base64="884I3g9iAO5vxYCgCRCBBvC6IO8=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEmYns8mY2Z1lplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80jUo14w2mpNLtgBouRcwbKFDydqI5jQLJW8Hoduq3nrg2QsUPOE64H9FBLELBKFqp2R1SJINeueJW3RnIMvFyUoEc9V75q9tXLI14jExSYzqem6CfUY2CST4pdVPDE8pGdMA7lsY04sbPZtdOyIlV+iRU2laMZKb+nshoZMw4CmxnRHFoFr2p+J/XSTG89jMRJynymM0XhakkqMj0ddIXmjOUY0so08LeStiQasrQBlSyIXiLLy+T5lnVu6xe3J9Xajd5HEU4gmM4BQ+uoAZ3UIcGMHiEZ3iFN0c5L8678zFvLTj5zCH8gfP5Ayp0juA=</latexit>

ĝ
<latexit sha1_base64="jq204J8hpZu67Y9zCOUqkpMHXuk=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjPia1l047KCfUBnKJk008ZmkiG5I5Shn+HGhSJu/Rp3/o2ZdhbaeiBwOOdecu4JE8ENuO63U1pZXVvfKG9WtrZ3dveq+wdto1JNWYsqoXQ3JIYJLlkLOAjWTTQjcShYJxzf5n7niWnDlXyAScKCmAwljzglYKWePyKA/ceYwKhfrbl1dwa8TLyC1FCBZr/65Q8UTWMmgQpiTM9zEwgyooFTwaYVPzUsIXRMhqxnqSQxM0E2izzFJ1YZ4Ehp+yTgmfp7IyOxMZM4tJN5OLPo5eJ/Xi+F6DrIuExSYJLOP4pSgUHh/H484JpREBNLCNXcZsV0RDShYFuq2BK8xZOXSfus7l3WL+7Pa42boo4yOkLH6BR56Ao10B1qohaiSKFn9IreHHBenHfnYz5acoqdQ/QHzucPB5yRGw==</latexit>

|̂

<latexit sha1_base64="X+mp/aL3rMKD5rIgurkBO0ia1fg=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEmYns8mY2Z1lplcIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80jUo14w2mpNLtgBouRcwbKFDydqI5jQLJW8Hoduq3nrg2QsUPOE64H9FBLELBKFqp2R1SJKNeueJW3RnIMvFyUoEc9V75q9tXLI14jExSYzqem6CfUY2CST4pdVPDE8pGdMA7lsY04sbPZtdOyIlV+iRU2laMZKb+nshoZMw4CmxnRHFoFr2p+J/XSTG89jMRJynymM0XhakkqMj0ddIXmjOUY0so08LeStiQasrQBlSyIXiLLy+T5lnVu6xe3J9Xajd5HEU4gmM4BQ+uoAZ3UIcGMHiEZ3iFN0c5L8678zFvLTj5zCH8gfP5AzCEjuQ=</latexit>

k̂

<latexit sha1_base64="3MUkKiCoiAzY5Y40sOOBicuGr2A=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEnons8mY2Z1lZlYIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSATXxnW/ncLK6tr6RnGztLW9s7tX3j9oapkqyhpUCqnaAWomeMwahhvB2oliGAWCtYLR7dRvPTGluYwfzDhhfoSDmIecorFSs4siGWKvXHGr7gxkmXg5qUCOeq/81e1LmkYsNlSg1h3PTYyfoTKcCjYpdVPNEqQjHLCOpTFGTPvZ7NoJObFKn4RS2YoNmam/JzKMtB5Hge2M0Az1ojcV//M6qQmv/YzHSWpYTOeLwlQQI8n0ddLnilEjxpYgVdzeSugQFVJjAyrZELzFl5dJ86zqXVYv7s8rtZs8jiIcwTGcggdXUIM7qEMDKDzCM7zCmyOdF+fd+Zi3Fpx85hD+wPn8AY7BjyI=</latexit>↵

<latexit sha1_base64="3MUkKiCoiAzY5Y40sOOBicuGr2A=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEnons8mY2Z1lZlYIS/7BiwdFvPo/3vwbJ8keNLGgoajqprsrSATXxnW/ncLK6tr6RnGztLW9s7tX3j9oapkqyhpUCqnaAWomeMwahhvB2oliGAWCtYLR7dRvPTGluYwfzDhhfoSDmIecorFSs4siGWKvXHGr7gxkmXg5qUCOeq/81e1LmkYsNlSg1h3PTYyfoTKcCjYpdVPNEqQjHLCOpTFGTPvZ7NoJObFKn4RS2YoNmam/JzKMtB5Hge2M0Az1ojcV//M6qQmv/YzHSWpYTOeLwlQQI8n0ddLnilEjxpYgVdzeSugQFVJjAyrZELzFl5dJ86zqXVYv7s8rtZs8jiIcwTGcggdXUIM7qEMDKDzCM7zCmyOdF+fd+Zi3Fpx85hD+wPn8AY7BjyI=</latexit>↵

<latexit sha1_base64="9D2lWadELBjiUK2EyZcucKLF9gI=">AAAB9HicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgQsqM+FoW3bisYB/QDiWTZtrQJDMmmUIZ+h1uXCji1o9x59+YaWehrQcu93DOveTmBDFn2rjut1NYWV1b3yhulra2d3b3yvsHTR0litAGiXik2gHWlDNJG4YZTtuxolgEnLaC0V3mt8ZUaRbJRzOJqS/wQLKQEWys5HdF0iPoDGWd9soVt+rOgJaJl5MK5Kj3yl/dfkQSQaUhHGvd8dzY+ClWhhFOp6VuommMyQgPaMdSiQXVfjo7eopOrNJHYaRsSYNm6u+NFAutJyKwkwKboV70MvE/r5OY8MZPmYwTQyWZPxQmHJkIZQmgPlOUGD6xBBPF7K2IDLHCxNicSjYEb/HLy6R5XvWuqpcPF5XabR5HEY7gGE7Bg2uowT3UoQEEnuAZXuHNGTsvzrvzMR8tOPnOIfyB8/kDwIWRdA==</latexit>µc, µe

<latexit sha1_base64="C5rrPh4iOHBmXHo5MXTpmcd4evw=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIr2XRjTsr2Ae2Q7mTZtrQTGZIMkIp/Qs3LhRx69+482/MtLPQ6oHA4Zx7ybknSATXxnW/nMLS8srqWnG9tLG5tb1T3t1r6jhVlDVoLGLVDlAzwSVrGG4EayeKYRQI1gpG15nfemRK81jem3HC/AgHkoecorHSQzdCM6QoyG2vXHGr7gzkL/FyUoEc9V75s9uPaRoxaahArTuemxh/gspwKti01E01S5COcMA6lkqMmPYns8RTcmSVPgljZZ80ZKb+3JhgpPU4CuxkllAvepn4n9dJTXjpT7hMUsMknX8UpoKYmGTnkz5XjBoxtgSp4jYroUNUSI0tqWRL8BZP/kuaJ1XvvHp2d1qpXeV1FOEADuEYPLiAGtxAHRpAQcITvMCro51n5815n48WnHxnH37B+fgGGBSQjQ==</latexit>O

<latexit sha1_base64="jq204J8hpZu67Y9zCOUqkpMHXuk=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjPia1l047KCfUBnKJk008ZmkiG5I5Shn+HGhSJu/Rp3/o2ZdhbaeiBwOOdecu4JE8ENuO63U1pZXVvfKG9WtrZ3dveq+wdto1JNWYsqoXQ3JIYJLlkLOAjWTTQjcShYJxzf5n7niWnDlXyAScKCmAwljzglYKWePyKA/ceYwKhfrbl1dwa8TLyC1FCBZr/65Q8UTWMmgQpiTM9zEwgyooFTwaYVPzUsIXRMhqxnqSQxM0E2izzFJ1YZ4Ehp+yTgmfp7IyOxMZM4tJN5OLPo5eJ/Xi+F6DrIuExSYJLOP4pSgUHh/H484JpREBNLCNXcZsV0RDShYFuq2BK8xZOXSfus7l3WL+7Pa42boo4yOkLH6BR56Ao10B1qohaiSKFn9IreHHBenHfnYz5acoqdQ/QHzucPB5yRGw==</latexit>

|̂

<latexit sha1_base64="6tFCfxFhXJg0TAsWChLta1eiY8U=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjPia1l047KCtYWZoWTSTBuaSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVldW19o7pZ29re2d2r7x88GpVpyjpUCaV7ETFMcMk6wEGwXqoZSSLButH4tvC7T0wbruQDTFIWJmQoecwpASv5wYgADnhCYNSvN9ymOwNeJl5JGqhEu1//CgaKZgmTQAUxxvfcFMKcaOBUsGktyAxLCR2TIfMtlSRhJsxnkaf4xCoDHCttnwQ8U39v5CQxZpJEdrIIZxa9QvzP8zOIr8OcyzQDJun8ozgTGBQu7scDrhkFMbGEUM1tVkxHRBMKtqWaLcFbPHmZPJ41vcvmxf15o3VT1lFFR+gYnSIPXaEWukNt1EEUKfSMXtGbA86L8+58zEcrTrlziP7A+fwBBhSRGg==</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="6bCGb58P/KLpDVsmtqHN8roHhgU=">AAAB8HicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwVRLxtSy6cVnBPqQJZTKdNENnJmHmRiihX+HGhSJu/Rx3/o3TNgttPXDhcM693HtPmApuwHW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T9omyTTlLVoIhLdDYlhgivWAg6CdVPNiAwF64Sj26nfeWLa8EQ9wDhlgSRDxSNOCVjp0Y8JYD+Neb9ac+vuDHiZeAWpoQLNfvXLHyQ0k0wBFcSYnuemEOREA6eCTSp+ZlhK6IgMWc9SRSQzQT47eIJPrDLAUaJtKcAz9fdETqQxYxnaTkkgNoveVPzP62UQXQc5V2kGTNH5oigTGBI8/R4PuGYUxNgSQjW3t2IaE00o2IwqNgRv8eVl0j6re5f1i/vzWuOmiKOMjtAxOkUeukINdIeaqIUokugZvaI3RzsvzrvzMW8tOcXMIfoD5/MHdsGQNA==</latexit>

�̂
<latexit sha1_base64="yS5ZB6OHnylvPHmokYL/6AJ+29Q=">AAAB8HicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwVRLxtSy6cVnBPqQJZTKdNENnMmHmRiihX+HGhSJu/Rx3/o3TNgttPXDhcM693HtPmApuwHW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T9oG5VpylpUCaW7ITFM8IS1gINg3VQzIkPBOuHodup3npg2XCUPME5ZIMkw4RGnBKz06McEsK9j1a/W3Lo7A14mXkFqqECzX/3yB4pmkiVABTGm57kpBDnRwKlgk4qfGZYSOiJD1rM0IZKZIJ8dPMEnVhngSGlbCeCZ+nsiJ9KYsQxtpyQQm0VvKv7n9TKIroOcJ2kGLKHzRVEmMCg8/R4PuGYUxNgSQjW3t2IaE00o2IwqNgRv8eVl0j6re5f1i/vzWuOmiKOMjtAxOkUeukINdIeaqIUokugZvaI3RzsvzrvzMW8tOcXMIfoD5/MHguWQPA==</latexit>

⇢̂
<latexit sha1_base64="CSyXaWxx6UzyxtLAdkiwM8Z5mag=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEqseiF48V7Ae0oWy2m2bp7ibsboQS+he8eFDEq3/Im//GTZuDtj4YeLw3w8y8IOFMG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCoo+NUEdomMY9VL8CaciZp2zDDaS9RFIuA024wucv97hNVmsXy0UwT6gs8lixkBJtcGiQRG1Zrbt2dA60SryA1KNAaVr8Go5ikgkpDONa677mJ8TOsDCOcziqDVNMEkwke076lEguq/Wx+6wydWWWEwljZkgbN1d8TGRZaT0VgOwU2kV72cvE/r5+a8MbPmExSQyVZLApTjkyM8sfRiClKDJ9agoli9lZEIqwwMTaeig3BW355lXQu6t5VvfFwWWveFnGU4QRO4Rw8uIYm3EML2kAggmd4hTdHOC/Ou/OxaC05xcwx/IHz+QMWyI5J</latexit>

�

<latexit sha1_base64="CSyXaWxx6UzyxtLAdkiwM8Z5mag=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEqseiF48V7Ae0oWy2m2bp7ibsboQS+he8eFDEq3/Im//GTZuDtj4YeLw3w8y8IOFMG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCoo+NUEdomMY9VL8CaciZp2zDDaS9RFIuA024wucv97hNVmsXy0UwT6gs8lixkBJtcGiQRG1Zrbt2dA60SryA1KNAaVr8Go5ikgkpDONa677mJ8TOsDCOcziqDVNMEkwke076lEguq/Wx+6wydWWWEwljZkgbN1d8TGRZaT0VgOwU2kV72cvE/r5+a8MbPmExSQyVZLApTjkyM8sfRiClKDJ9agoli9lZEIqwwMTaeig3BW355lXQu6t5VvfFwWWveFnGU4QRO4Rw8uIYm3EML2kAggmd4hTdHOC/Ou/OxaC05xcwx/IHz+QMWyI5J</latexit>

�

1



P2: Dos péndulos idénticos de largo L y masa M , separados por una distancia D, están

unidos desde sus extremos por un resorte de largo natural D y constante elástica k (ver

figura).

(a) 1pt. Determine la enerǵıa cinética del sistema como función de θ̇1 y θ̇2.

(b) 1pt. Determine una expresión para la enerǵıa potencial del sistema Ug debido a la

fuerza de gravedad, válida para ángulos θ1 y θ2 pequeños.

(c) 1.5pts. Determine una expresión para la enerǵıa potencial del sistema Uk debido al

resorte, válida para ángulos θ1 y θ2 pequeños.

(d) 1pt. Escriba el Lagrangiano del sistema y deduzca las ecuaciones lineales acopladas

para θ1 y θ2 válidas en el régimen de pequeñas oscilaciones.

(e) 1.5pt. Determine las frecuencias propias del sistema y describa sus modos normales

de oscilación.

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="owT9XyUBjs9ZC3PFA852Loog0D0=">AAAB73icbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEmYnvcmQ2dl1plcIS37CiwdFvPo73vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80TZxqDg0ey1i3A2ZACgUNFCihnWhgUSChFYxup37rCbQRsXrAcQJ+xAZKhIIztFK7i0NA1vN65YpbdWegy8TLSYXkqPfKX91+zNMIFHLJjOl4boJ+xjQKLmFS6qYGEsZHbAAdSxWLwPjZ7N4JPbFKn4axtqWQztTfExmLjBlHge2MGA7NojcV//M6KYbXfiZUkiIoPl8UppJiTKfP077QwFGOLWFcC3sr5UOmGUcbUcmG4C2+vEyaZ1Xvsnpxf16p3eRxFMkROSanxCNXpEbuSJ00CCeSPJNX8uY8Oi/Ou/Mxby04+cwh+QPn8wfQp4/W</latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="wRfLP6hExabdJ1/4gfGhpJDZYXY=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd3g6xj04jGCeUCyhNnJbDJkdnad6RXCkp/w4kERr/6ON//GSbIHTSxoKKq66e4KEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXFtRKwecJxwP6IDJULBKFqp3cUhR9qr9kplt+LOQJaJl5My5Kj3Sl/dfszSiCtkkhrT8dwE/YxqFEzySbGbGp5QNqID3rFU0YgbP5vdOyGnVumTMNa2FJKZ+nsio5Ex4yiwnRHFoVn0puJ/XifF8NrPhEpS5IrNF4WpJBiT6fOkLzRnKMeWUKaFvZWwIdWUoY2oaEPwFl9eJs1qxbusXNyfl2s3eRwFOIYTOAMPrqAGd1CHBjCQ8Ayv8OY8Oi/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wfSK4/X</latexit>

✓2
<latexit sha1_base64="ZulQnuAxajCQqeGX0rA170utLio=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQiwcPCZgHJEuYnXSSMbOzy8ysEJZ8gRcPinj1k7z5N06SPWhiQUNR1U13VxALro3rfju5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NBRohjWWSQi1QqoRsEl1g03AluxQhoGApvB6HbqN59QaR7JBzOO0Q/pQPI+Z9RYqXbfLZbcsjsDWSZeRkqQodotfnV6EUtClIYJqnXbc2Pjp1QZzgROCp1EY0zZiA6wbamkIWo/nR06ISdW6ZF+pGxJQ2bq74mUhlqPw8B2htQM9aI3Ff/z2onpX/spl3FiULL5on4iiInI9GvS4wqZEWNLKFPc3krYkCrKjM2mYEPwFl9eJo2zsndZvqidlyo3WRx5OIJjOAUPrqACd1CFOjBAeIZXeHMenRfn3fmYt+acbOYQ/sD5/AGmyYza</latexit>

L
<latexit sha1_base64="ZulQnuAxajCQqeGX0rA170utLio=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQiwcPCZgHJEuYnXSSMbOzy8ysEJZ8gRcPinj1k7z5N06SPWhiQUNR1U13VxALro3rfju5ldW19Y38ZmFre2d3r7h/0NBRohjWWSQi1QqoRsEl1g03AluxQhoGApvB6HbqN59QaR7JBzOO0Q/pQPI+Z9RYqXbfLZbcsjsDWSZeRkqQodotfnV6EUtClIYJqnXbc2Pjp1QZzgROCp1EY0zZiA6wbamkIWo/nR06ISdW6ZF+pGxJQ2bq74mUhlqPw8B2htQM9aI3Ff/z2onpX/spl3FiULL5on4iiInI9GvS4wqZEWNLKFPc3krYkCrKjM2mYEPwFl9eJo2zsndZvqidlyo3WRx5OIJjOAUPrqACd1CFOjBAeIZXeHMenRfn3fmYt+acbOYQ/sD5/AGmyYza</latexit>

L

<latexit sha1_base64="U12Mh/l+fY9arUZdybtd3pdPRIU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQixchAfOAZAmzk04yZnZ2mZkVwpIv8OJBEa9+kjf/xkmyB00saCiquunuCmLBtXHdbye3srq2vpHfLGxt7+zuFfcPGjpKFMM6i0SkWgHVKLjEuuFGYCtWSMNAYDMY3U795hMqzSP5YMYx+iEdSN7njBor1e67xZJbdmcgy8TLSAkyVLvFr04vYkmI0jBBtW57bmz8lCrDmcBJoZNojCkb0QG2LZU0RO2ns0Mn5MQqPdKPlC1pyEz9PZHSUOtxGNjOkJqhXvSm4n9eOzH9az/lMk4MSjZf1E8EMRGZfk16XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZsdkUbAje4svLpHFW9i7LF7XzUuUmiyMPR3AMp+DBFVTgDqpQBwYIz/AKb86j8+K8Ox/z1pyTzRzCHzifP6hNjNs=</latexit>

M

<latexit sha1_base64="U12Mh/l+fY9arUZdybtd3pdPRIU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQixchAfOAZAmzk04yZnZ2mZkVwpIv8OJBEa9+kjf/xkmyB00saCiquunuCmLBtXHdbye3srq2vpHfLGxt7+zuFfcPGjpKFMM6i0SkWgHVKLjEuuFGYCtWSMNAYDMY3U795hMqzSP5YMYx+iEdSN7njBor1e67xZJbdmcgy8TLSAkyVLvFr04vYkmI0jBBtW57bmz8lCrDmcBJoZNojCkb0QG2LZU0RO2ns0Mn5MQqPdKPlC1pyEz9PZHSUOtxGNjOkJqhXvSm4n9eOzH9az/lMk4MSjZf1E8EMRGZfk16XCEzYmwJZYrbWwkbUkWZsdkUbAje4svLpHFW9i7LF7XzUuUmiyMPR3AMp+DBFVTgDqpQBwYIz/AKb86j8+K8Ox/z1pyTzRzCHzifP6hNjNs=</latexit>

M

<latexit sha1_base64="C5rrPh4iOHBmXHo5MXTpmcd4evw=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIr2XRjTsr2Ae2Q7mTZtrQTGZIMkIp/Qs3LhRx69+482/MtLPQ6oHA4Zx7ybknSATXxnW/nMLS8srqWnG9tLG5tb1T3t1r6jhVlDVoLGLVDlAzwSVrGG4EayeKYRQI1gpG15nfemRK81jem3HC/AgHkoecorHSQzdCM6QoyG2vXHGr7gzkL/FyUoEc9V75s9uPaRoxaahArTuemxh/gspwKti01E01S5COcMA6lkqMmPYns8RTcmSVPgljZZ80ZKb+3JhgpPU4CuxkllAvepn4n9dJTXjpT7hMUsMknX8UpoKYmGTnkz5XjBoxtgSp4jYroUNUSI0tqWRL8BZP/kuaJ1XvvHp2d1qpXeV1FOEADuEYPLiAGtxAHRpAQcITvMCro51n5815n48WnHxnH37B+fgGGBSQjQ==</latexit>O

<latexit sha1_base64="nKmfocFW39sCTNBvMUhn0TSRLT0=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2NQDx4TMA9IljA76SRjZmeXmVkhLPkCLx4U8eonefNvnCR70MSChqKqm+6uIBZcG9f9dnIrq2vrG/nNwtb2zu5ecf+goaNEMayzSESqFVCNgkusG24EtmKFNAwENoPR7dRvPqHSPJIPZhyjH9KB5H3OqLFS7a5bLLlldwayTLyMlCBDtVv86vQiloQoDRNU67bnxsZPqTKcCZwUOonGmLIRHWDbUklD1H46O3RCTqzSI/1I2ZKGzNTfEykNtR6Hge0MqRnqRW8q/ue1E9O/9lMu48SgZPNF/UQQE5Hp16THFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtvrxMGmdl77J8UTsvVW6yOPJwBMdwCh5cQQXuoQp1YIDwDK/w5jw6L8678zFvzTnZzCH8gfP5A5qpjNI=</latexit>

D

<latexit sha1_base64="jq204J8hpZu67Y9zCOUqkpMHXuk=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjPia1l047KCfUBnKJk008ZmkiG5I5Shn+HGhSJu/Rp3/o2ZdhbaeiBwOOdecu4JE8ENuO63U1pZXVvfKG9WtrZ3dveq+wdto1JNWYsqoXQ3JIYJLlkLOAjWTTQjcShYJxzf5n7niWnDlXyAScKCmAwljzglYKWePyKA/ceYwKhfrbl1dwa8TLyC1FCBZr/65Q8UTWMmgQpiTM9zEwgyooFTwaYVPzUsIXRMhqxnqSQxM0E2izzFJ1YZ4Ehp+yTgmfp7IyOxMZM4tJN5OLPo5eJ/Xi+F6DrIuExSYJLOP4pSgUHh/H484JpREBNLCNXcZsV0RDShYFuq2BK8xZOXSfus7l3WL+7Pa42boo4yOkLH6BR56Ao10B1qohaiSKFn9IreHHBenHfnYz5acoqdQ/QHzucPB5yRGw==</latexit>

|̂

<latexit sha1_base64="6tFCfxFhXJg0TAsWChLta1eiY8U=">AAAB8nicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjPia1l047KCtYWZoWTSTBuaSYbkjlCGfoYbF4q49Wvc+Tdm2llo64HA4Zx7ybknSgU34LrfTmVldW19o7pZ29re2d2r7x88GpVpyjpUCaV7ETFMcMk6wEGwXqoZSSLButH4tvC7T0wbruQDTFIWJmQoecwpASv5wYgADnhCYNSvN9ymOwNeJl5JGqhEu1//CgaKZgmTQAUxxvfcFMKcaOBUsGktyAxLCR2TIfMtlSRhJsxnkaf4xCoDHCttnwQ8U39v5CQxZpJEdrIIZxa9QvzP8zOIr8OcyzQDJun8ozgTGBQu7scDrhkFMbGEUM1tVkxHRBMKtqWaLcFbPHmZPJ41vcvmxf15o3VT1lFFR+gYnSIPXaEWukNt1EEUKfSMXtGbA86L8+58zEcrTrlziP7A+fwBBhSRGg==</latexit>

ı̂

<latexit sha1_base64="ooR4v7ZBaP6PefQZtearAEnCfeI=">AAAB73icbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEmYnvcmQ2dl1plcIS37CiwdFvPo73vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80TZxqDg0ey1i3A2ZACgUNFCihnWhgUSChFYxup37rCbQRsXrAcQJ+xAZKhIIztFK7i0NA1hO9csWtujPQZeLlpEJy1Hvlr24/5mkECrlkxnQ8N0E/YxoFlzApdVMDCeMjNoCOpYpFYPxsdu+EnlilT8NY21JIZ+rviYxFxoyjwHZGDIdm0ZuK/3mdFMNrPxMqSREUny8KU0kxptPnaV9o4CjHljCuhb2V8iHTjKONqGRD8BZfXibNs6p3Wb24P6/UbvI4iuSIHJNT4pErUiN3pE4ahBNJnskreXMenRfn3fmYtxacfOaQ/IHz+QMllpAO</latexit>

✓i

<latexit sha1_base64="ooR4v7ZBaP6PefQZtearAEnCfeI=">AAAB73icbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKr2PQi8cI5gHJEmYnvcmQ2dl1plcIS37CiwdFvPo73vwbJ8keNLGgoajqprsrSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80TZxqDg0ey1i3A2ZACgUNFCihnWhgUSChFYxup37rCbQRsXrAcQJ+xAZKhIIztFK7i0NA1hO9csWtujPQZeLlpEJy1Hvlr24/5mkECrlkxnQ8N0E/YxoFlzApdVMDCeMjNoCOpYpFYPxsdu+EnlilT8NY21JIZ+rviYxFxoyjwHZGDIdm0ZuK/3mdFMNrPxMqSREUny8KU0kxptPnaV9o4CjHljCuhb2V8iHTjKONqGRD8BZfXibNs6p3Wb24P6/UbvI4iuSIHJNT4pErUiN3pE4ahBNJnskreXMenRfn3fmYtxacfOaQ/IHz+QMllpAO</latexit>
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Indicación: No olvide que, para ángulos pequeños, las enerǵıas potenciales obtenidas en

las partes (b) y (c) deben ser expresadas hasta segundo orden en términos de los ángulos

θ1 y θ2.
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P3: Un cilindro de radio interior R está anclado al suelo, con su eje de simetŕıa paralelo

a la horizontal. En su interior, una barra de largo L =
√

2R y sección pequeña, con su

masa M uniformemente distribuida, está inicialmente en equilibrio vertical gracias a una

cuña colocada junto a su extremo inferior que le impide deslizarse.

(a) 1.0 pt. Determine las fuerzas que actúan sobre la barra en función de los datos del

problema.

En un cierto instante se saca la cuña y la barra empieza a caer, con sus extremos deslizando

sin roce sobre la pared del cilindro.

(b) 3.0 pts. Determine la ecuación de movimiento para para el ángulo φ que indica la

posición del centro de masas de la barra desde el origen con respecto a la horizontal (ver

figura).

(c) 1.0 pt. Calcule la rapidez de los extremos de la barra cuando en su cáıda ésta forma

un ángulo φ = π/4 con la horizontal.

(d) 1.0 pt. Calcule las fuerzas que ejerce la pared del cilindro sobre los extremos de la

barra cuando, en su cáıda, ésta forma un ángulo φ = π/4 con la horizontal.
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Fórmulas útiles:

La matriz de inercia es con respecto a un punto O′ solidario al sólido constituido por N

part́ıculas:

IO′ ≡
N∑
i=1

mi

(
||~ri′ ||2 I− ~ri′ ~ri′ t

)
. (1)

En el caso de un sólido continuo:

IO′ ≡
∫
dm
(
||~r ′||2 I− ~r ′ ~r ′ t

)
. (2)

El teorema de Steiner es:

IO′ = ICM +Mtot

[
||~r ′

CM||2I− ~r ′
CM~r

′t
CM

]
. (3)

Recuerde que ~LO = ~LCM
O + ~LCM, donde

~LCM
O = M~rCM × ~vCM, ~LCM = ICM

~Ω. (4)

Además la enerǵıa cinética es:

K =
1

2
M~v 2

CM +
1

2
~Ω tICM

~Ω. (5)

Si O = P es un punto fijo del sólido:

~LP = IP
~Ω, (6)

y la enerǵıa cinética es:

K =
1

2
~Ω tIP ~Ω. (7)

La ecuación de Euler-Lagrange para la coordenada generalizada qi a partir del Lagrangiano

L = K − U :
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−
(
∂L

∂qi

)
= 0 . (8)

4



Solución P1: (a) Se tienen ĝ = − cosαk̂ + sinα̂ y ̂ = cosφφ̂ + sinφρ̂. Luego, la

segunda ley de Newton es: mL(φ̈φ̂ − φ̇2ρ̂) = −T ρ̂ + Nk̂ + mg(− cosαk̂ + sinα(cosφφ̂ +

sinφρ̂))−µc|| ~N ||φ̂. Por componentes: T = mLφ̇2−mg sinα sinφ, N = mg cosα y mLφ̈ =

mg sinα cosφ − µc|| ~N ||. Reemplazando N obtenemos φ̈ − g
L

sinα cosφ + µc
g
L

cosα = 0.

(b) Multiplicando por φ̇ e integrando: 1
2
φ̇2 − g

L
sinα sinφ+ µc

g
L

cosαφ = C. Imponiendo

condición inicial: φ̇2 = 2 g
L

sinα sinφ− 2µc
g
L

cosαφ. (c) Se detiene en φfin = 3
4
π de donde

µc = 2
√

2
3π

tanα. (d) Si la masa no se hubiese movido, habŕıamos tenido ||~Fre|| ≤ µe|| ~N ||
donde ~Fre = −mg sinαφ̂, es decir µe ≥ tanα. Pero la masa śı se movió, luego µe < tanα.

(e) Dado que la masa se detuvo en φfin = 3
4
π se cumple ||~Fre|| ≤ µe|| ~N || donde ~Fre =

−mg sinα cosφfinφ̂ = 1√
2
mg sinαφ̂. Luego 1√

2
tanα ≤ µe.

Solución P2: (a) Las posiciones son ~r1 = Lρ̂1 y ~r2 = ̂D+Lρ̂2. Las velocidades son: ~v1 =

Lθ̇1θ̂1 y ~v2 = Lθ̇2θ̂2. Luego K = m
2
L2(θ̇2

1 + θ̇2
2). (b) Usando ρ̂i = cos θiı̂+sin θî, vemos que

Ug = −mgL(cos θ2 + cos θ1) salvo una constante. Aproximando Ug = 1
2
mgL(θ2

2 + θ2
1). (c)

La elongación del resorte es ||~r2−~r1|| =
√
L2(cos θ2 − cos θ1)2 + (D + L sin θ2 − L sin θ1)2.

Aproximando: ||~r2 − ~r1|| − D = Lθ1 − Lθ1. Luego Uk = k
2
L2(θ2 − θ1)2. (d) Juntando

todo: L = m
2
L2(θ̇2

1 + θ̇2
2) − k

2
L2(θ2 − θ1)2 − 1

2
mgL(θ2

2 + θ2
1). Las ecuaciones de E-L son:

θ̈1 − k
m

(θ2 − θ1) + g
L
θ1 = 0, y θ̈2 + k

m
(θ2 − θ1) + g

L
θ2 = 0. (e) La forma de estas son

~̈q + Ω2~q = 0 con ~q = (θ1, θ2) y Ω2 =

(
k
m

+ g
L
− k
m

− k
m

k
m

+ g
L

)
. Luego ω2

1 = g/L y ω2
2 = g

L
+ 2 k

m
.

Solución P3: (a) ı̂ apunta hacia la derecha y ̂ apunta hacia arriba. Las fuerzas son:
~Ncil = 1√

2
Ncil(̂ı + ̂), ~Ncu = 1√

2
Ncu(−ı̂ + ̂) y ~Fg = −Mĝ. Imponiendo suma cero:

Ncu = Ncil = Mg/
√

2. (b) Se tiene ~rCM = 1√
2
Rρ̂. Luego: ~vCM = 1√

2
Rφ̇φ̂. El tensor de in-

ercia c/r al CM y base solidaria ı̂ ′ = ρ̂, ̂ ′ = φ̂ y k̂ ′ = k̂ es ICM = ML2

12
Diag(1, 0, 1). Usando

~LO = M~rCM×~vCM+ICM
~Ω con ~Ω = (0, 0, φ̇), obtenemos ~LO = MR2

2
φ̇k̂+ML2

12
k̂φ̇ = 2MR2

3
φ̇k̂.

Dado que el cilindro ejerce fuerzas que apuntan hacia O, éstas no contribuyen al torque.

Luego: ~τg = ~rCM× ~Fg = 1√
2
MgR cosφk̂. Usando ~̇LO = ~τO obtenemos φ̈− 3

2
√

2

g
R

cosφ = 0.

(c) Integrando e imponiendo condiciones iniciales: φ̇2 = 3√
2

g
R

sinφ. Luego: v =
√

3
2
gR.

(d) Para φ = π/4 las fuerzas son ~Nsup = Nsupı̂ y ~Ninf = Ninf ̂. Usando M~aCM =
∑ ~F ext

obtenemos Nsup = 9
8
Mg y Ninf = 11

8
Mg.

Comentario: La parte (b) de la P3 se puede hacer de otras formas: Por ejemplo calculando

la enerǵıa cinética de la vara con K = 1
2
M~v 2

CM + 1
2
~Ω tICM

~Ω y luego usando conservación

de enerǵıa, o las ecuaciones de Euler Lagrange. También se puede calcular ~LO usando

teorema de Steiner.
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