MECANICA (FI 2001-2) EXAMEN Fecha: jueves 14 julio 2022
Prof. Patricio Aceituno
Profesores auxiliares: Edgardo Rosas, Javier Huenupi; Ayudantes: Felipe Cubillos, Alvaro Flores

P1. Un péndulo esta formado por una barra rigida de masa despreciable y largo L y dos particulas de masa m, fijas en el
extremo y en la mitad de la barra, respectivamente (ver figura adjunta).

a) Siel péndulo se libera desde el reposo, en una posicion en que la barra forma un angulo 0 = /4 con la vertical,
determine la magnitud de la fuerza que el eje alrededor del cual oscila el péndulo ejerce sobre el extremo de la barra
en el instante inicial. (2 pts).

b) Escriba una expresion para el momentum angular del péndulo con respecto a O, y a partir de esa informacidn
deduzca la frecuencia de las pequefias oscilaciones del péndulo alrededor de su posicién angular de equilibrio. (2
ptos.)

c) Imagine ahora que se reemplaza el péndulo de la figura por otro que consiste en una barra delgada y uniforme de
largo D y masa 2m. Suponga que este nuevo péndulo, al igual que el anterior, puede girar sin roce en torno a un eje
colocado en uno de los extremos de la barra. ¢ Qué valor deberia tener D para que la frecuencia de pequefias
oscilaciones de este péndulo alrededor de su posicién de equilibrio sea la misma que la obtenida en b)? [2 ptos.]

I

P.2 Una esfera sélida de radio R y masa M se encuentra sobre una superficie horizontal, sobre la cual puede rodar sin
resbalar debido a la fuerza de roce estdtico caracterizada por un coeficiente de roce He cuyo valor es desconocida. La esfera
es atravesada diametralmente por un eje delgado y de masa despreciable, respecto del cual puede rotar sin roce. Los
extremos del eje A y B estdn fijos a dos resortes iguales, ambos de constante eldstica k y largo natural L,. En el instante
inicial el largo de los dos resortes es L, + &, siendo 0, su maxima deformacién para que una vez que se libera la esfera
desde el reposo en esa posicion, ruede sin resbalar (si la deformacién de los resortes es mayor se produciria deslizamiento
en el punto de contacto con la superficie). Determine

a) el valor del coeficiente de roce L. (2 pts.)

b) La ecuaciéon de movimiento de la coordenada x del centro de la esfera, tomando como origen (x=0) su posicién
de equilibrio, en la cual los resortes tienen su largo natural. (2 pts)

c) Eltiempo que toma la esfera para que su centro pase por la posicion x = 0, luego que se libera desde el reposo
con los resortes deformados en 3. (2 pts).
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P.3. Dos particulas 1 y 2, de masas m y 2m respectivamente, se encuentran unidas por una cuerda (C;) a través de un
agujero en una placa horizontal como se indica en la figura adjunta. Ademas, la particula 2 esta unida mediante otra
cuerda (C;) a un punto fijo P por debajo de ella. Las dos cuerdas estan tensas, con la particula 1 describiendo un circulo de
radio L con velocidad angular @, = (4 g/L)"/2.

a) Determine las tensiones de las cuerdas C; y C; (1 pto.)
Si en un momento se corta la cuerda C, determine, a partir de ese instante (t = 0)
b) una expresion para velocidad angular (d6/dt) de la particula 1 en funcidn de su distancia p al agujero (1.5 pts).

c) una expresidn para la componente radial (dp/dt) de la velocidad de la particula 1 en funcidn de su distancia p al
agujero (1.5 pts)

d) distancia maxima de la particula 1 al agujero (pmax), Suponiendo que la particula 2 no alcanza a chocar con la placa
superior en su movimiento ascendente. (2 pts.)
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Problema 1

El momento de inercia del sistema de particu-
las con respecto al pivote estd dado por Ip =
gmLQ. Por otra parte, consideramos todos los
torques externos, cuya suma satisface la expre-
sién Y. 1o = —3mgLsin 0k. De lo anterior se
obtiene que la ecuacion para el angulo 6 esta
dada por

0+5—LSH10—0. (1)

La posicion del centro de masas esta dada por
Rem = %Lﬁ. De esta manera se deduce que la
ecuacién de movimiento en coordenadas polares

~

(py ) satisface
3

—§mL92 = 2mgcosf + F, (2a)
3 .
imLQ = —2mgsinf+ Fy.  (2b)

Como el sistema se suelta desde el reposo en el
angulo 6 = 7, se cumple que 6(%) = 0. De la Ec.
(1) se obtiene que la aceleracién angular en dicho

punto satisface 0(7) = — 559%. En consecuencia
. 2 19
se obtiene que F,(%) = —% y Fo(5) = 57\7/”59’
de tal manera que se cumple
2 /461
[FEDI = 51/ 5 me: (3)

La componente relevante del momento angular
es en k, y su magnitud estd dada por

L = Iyf. (4)

Si calculamos la derivada temporal del momento
angular podremos obtener la ecuacion de mov.
para el angulo 0. Queda propuesto para el lector
comprobar que dicha ecuacién es equivalente a la
Ec. (1). Dada la geometria del problema resulta
trivial encontrar 6 = 0 como punto de equilibrio.
Si linealizamos la Ec. (1) en torno a § = 0 se
obtiene

6g

64270 =0, (5)

y entonces la frecuencia de pequenas oscilaciones
estd dada por o
bo.=op (6)
En el caso de una una barra uniforme de largo D
vy masa total 2m, el momento de inercia con re-
specto a su extremo estd dado por Ip = %MD2.
Por otra parte, la posicién del centro de masas
satisface Royv = %ﬁ. De lo anterior se deduce
que la ecuacion que satisface el angulo 6, a partir
de la ecuacion de torque, esta dada por

w

. 3
0+—gsin9:0.

5D (7)

La Ec. (7) es andloga a la Ec. (1), y entonces
se obtiene directamente que el largo D tiene que
estar dado por

5

D=L (8)

Problema 2

Las fuerzas externas que actian sobre la estruc-
tura son: roce F,.X, normal Ny, peso —mgy y
eldstica de cada resorte —kxX. De alli se deduce
que la ecuacién de movimiento relevante, es de-
cir, la del eje X, estd dada por

Mi = —2kx — F,. (9)

Asimismo, se deduce que la ecuacién de torque
con respecto al centro de masas esta dada por

Icvb = F,R. (10)
Como la estructura rueda sin resbalar, se cumple
que © = RO, y en consecuencia & = RfA. De
esta manera, la Ec. (10) se puede escribir como
Icvd = FR?, y entonces se deduce

2]€$ICM

F, ="
" Ien + M R2

(11)

Sabiendo que la fuerza de roce estatico debe cumplir

|frl < wpeMg, y dado que la posicién inicial
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rg = g es la maxima para que ruede sin res-
balar, se obtiene que el coeficiente roce estatico

estd dado por
4k

He = Thtg
Usando las Ecs. (9) y (11) se obtiene directa-
mente la ecuacién de movimiento, la cual estd
dada por

(12)

10k

P+ —x=0. 13
4+ Y (13)
La Ec. (13) corresponde a la de un oscilador
armonico simple, cuya frecuencia estd dada por
10k
2
=, 14
W= (14)
El tiempo que se pide es i del periodo de os-
cilacién. Teniendo en cuenta que 2% = w, el
tiempo t* requerido esta dado por
™
t* = —. 15
"V 10k (15)

Problema 3

Designamos T la tensiéon de la cuerda C; y Th
la tensién de la cuerda Cy. Las ecuaciones de
movimiento para cada masa estan dadas respec-
tivamente por Ty = mwiL y Th = T — 2myg.
Dado el valor de wg = 479 se obtiene directamente
que

T =
T, =

(16a)
(16Db)

4dmg,
2mg.

Una vez se corta la cuerda C las ecuaciones de
movimiento para la masa de arriba y abajo estan
dadas respectivamente por

—m(p—pb*) = -T, (17a)
md , -
o - 1
n o) = o (1)
mZ = T —2mg. (17c)

De la Ec. (17b) se obtiene que

9' _ szg
,02

(18)

Dado que la cuerda C7 es ideal, y en particu-
lar, inextensible, se cumple Z = g, y entonces se

obtiene
. 4L%g 1
p =

29

3 p 3

(19)
Usamos la relacién p = pj—’;, y sabiendo que
P(pmax) = 0, integramos la Ec. (19), entonces

Pmax Pmax

413g dp 2g
— - = dp = 0. 20
S (20)
L L

La Ec. (20) es una ecuacién algebraica para
Pmax, ¥ &l resolverla se obtiene

1++5
Pmax = 9

L. (21)



