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Examen

Profesor: Simén Riquelme
Auxiliares: Antonia Cisternas, Javier Huenupi
Ayudante: Bruno Pollarolo

INDICACIONES: Es necesario que exponga y justifique adecuadamente cada uno de los
razonamientos que llevan a las soluciones. Tiene 8 horas para realizar el examen. Puede utilizar
apuntes de manera offline, como se ha establecido en U-Cursos. jExito!

Problema 1: Ondas Electromagnéticas en el Vacio

Considere una onda electromagnética que viaja a través del vacio en la direccién 2, la cual posee
un campo magnético dado por

B = Byexpli(kz —wt)| & + Baexp i (kz —wt — ¢)] 9, (1)
donde B; y Bs son niimeros reales.

(a) Determine el campo eléctrico asociado a esta onda electromagnética y el promedio temporal
del vector de Poynting.

(b) Demuestre que el promedio temporal del vector de Poynting satisface una ecuacién de con-
tinuidad sin disipacién.

(c) Ahora considere By = By = By y ¢ = 7/2, grafique E y B (en sus expresiones reales) en
funcién de z para un t = 0.

Problema 2: Ondas Electromagnéticas en Conductores

Considere la propagacién de ondas electromagnéticas a través de un medio lineal con permitividad
e, permeabilidad p, y conductividad g (todas cantidades conocidas), en la presencia de fuentes libres
no nulas p; yJi.

1. Escriba las ecuaciones de Maxwell para tal sistema.

2. Demuestre que cualquier densidad de carga inicial p;(0) decae a e~1p(0) en un tiempo carac-
teristico 7 = ¢/g. Compruebe ademés que p; — 0 cuando t — oo.

3. Considerando entonces el caso en que p; = 0 derive, a partir de las ecuaciones de Maxwell, las
ecuaciones de onda modificadas para el campo eléctrico E y el campo magnético B.

4. Tomando los “ansatze” de onda plana

E(r,t) = Epexp[i(k-r —wt)], B(r,t)=Bgexpli(k- -r—wt)], (2)

FExamen 1



derive, utilizando las ecuaciones de Maxwell, la relacién de dispersién
k? = w?pe (1 + zg) = (a+if)?, (3)
€w
donde k? = k - k y hemos explicitado la naturaleza compleja de k = a + i3, con {a, 3} € R.

Explique por qué el parametro 3 estd asociado a la atenuacién de la onda electromagnética.

5. Encuentre una expresion explicita para la longitud de penetracién ¢ = 1/5. Compruebe que
0 — oo cuando g — 0, y comente por qué esto es esperable.

6. Demuestre que cuando ¢ < €%w?, § ~ 3\/5 . Comente dicho resultado.

7. Demuestre que cuando g2 > €%w?, § ~ %, donde A es la longitud de onda en el conductor,
A = 27 /a. Comente dicho resultado.

8. Tome k = k2, Eg = Eyx, By = Byy, donde, como sabemos, k, Fy vy By son cantidades
complejas. Escriba dichas cantidades en su forma polar, a decir,

k= |kle??, FEo=|Eole™, By=|Bole™. (4)
Utilizando las ecuaciones de Maxwell:
e Demuestre que
V-x=¢ (5)

e interprete este resultado con un grafico de la onda electromagnética atenuada.

* Demuestre que

[Bo| _ |K| 9\’

9. Finalmente, compruebe que los campos eléctrico y magnético reales estan dados, en la confi-
guracion del inciso anterior, por

E(z,t) = |Eole ™ cos (avz —wt + x) &, B(z,t) = |Byle P cos (az —wt + x +©)%.  (7)

PREGUNTAS EXTRA:

10. Calcule la densidad de energia promediada en el tiempo de una onda electromagnética plana
en un medio conductor. Muestre que la contribucién magnética siempre domina.

11. Muestre que la intensidad I = (S) est4 dada por (a/2uw)E2e=25%,
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Problema 2: Ondas Electromagnéticas en Conductores

Considere la propagacion de ondas electromagnéticas a través de un medio lineal con permitividad
¢, permeabilidad u, y conductividad g (todas cantidades conocidas), en la presencia de fuentes libres
no nulas p; yJ.

1. Escriba las ecuaciones de Maxwell para tal sistema
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2. Demuestre que cualquier densidad de carga inicial pj(0) decae a e~1p;(0) en un tiempo carac-
teristico 7 = ¢/g. Compruebe ademds que p; — 0 cuando ¢t — oo
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3. Considerando entonces el caso en que p; = 0 derive, a partir de las ecuaciones de Maxwell, las
ecuaciones de onda modificadas para el campo eléctrico E y el campo magnético B.
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4. Tomando los “ansatze” de onda plana

E(r,t)=Epexpli(k-r —wt)], B(r,t)=Bgyexpli(k-r—wt)], (2)

derive, utilizando las ecuaciones de Maxwell, la relacién de dispersion
k? = wlue (1 + E) = (a+ zﬁ)2 , (3)
€w

donde k? = k - k y hemos explicitado la naturaleza compleja de k = « + i3, con {a, 3} € R.
Explique por qué el parametro 3 esté asociado a la atenuacién de la onda electromagnética.
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5. Encuentre una expresién explicita para la longitud de penetracién § = 1/4. Compruebe que
d — oo cuando g — 0, y comente por qué esto es esperable.
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6. Demuestre que cuando g? < €2w?, § ~ % <. Comente dicho resultado.
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7. Demuestre que cuando ¢ > €%w?, § ~ %, donde A es la longitud de onda en el conductor,
A = 2m/a. Comente dicho resultado.
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|
8. Tome k = k2, Eg = Ey&, By = By, donde, como sabemos, k, Ey y By son cantidades
complejas. Escriba dichas cantidades en su forma polar, a decir,

k= |kle”, Eo=|Eple”™, By=|Bole®. (4)
Utilizando las ecuaciones de Maxwell:

e Demuestre que
P—x=¢ (5)

e interprete este resultado con un grafico de la onda electromagnética atenuada.
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9. Finalmente, compruebe que los campos eléctrico y magnético reales estan dados, en la confi-
guracion del inciso anterior, por

E(z,t) = |Eyle P? cos(az —wt +x) &, B(z,t) =|Bole P*cos(az —wt+x+¢)gy. (7
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