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P1.-

Considere una onda electromagnética que viaja en la dirección z en el vacío, el cual posee un
campo eléctrico dado por

E⃗ = E1ei(kz−ωt)x̂ + E2ei(kz−ωt−ϕ)ŷ

donde E1 y E2 son números reales. Determine el campo magnético asociado a esta onda electromag-
nética y el promedio temporal de Poynting

P2.-

De acuerdo con la Ley de Snell, cuando la luz pasa desde un medio óptico denso a uno menos
denso (n1 > n2) el vector de propagación k⃗ dobla alejándose de la normal (ver figura). En particular,
si la luz incide en la interfaz con el ángulo crítico

θc = sin−1(n2/n1) ,

entonces θT = 90◦. Si θI excede θc, no hay luz refractada, solo reflejada (reflexión interna total). Pero
los campos no son nulos en el medio 2; lo que obtenemos son ondas llamadas ondas evanescentes,
las cuales rápidamente se atenúan y no transportan energía hacia el medio 2.
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Una forma de modelar una onda evanescente es considerar

k⃗T = kT (sin θT x̂ + cos θT ẑ) ,

donde kT = ωn2/c y el único cambio es que

sin θT = n1

n2
sin θI

ahora es mayor que 1, y
cos θT = sin 1 − sin2 θT = i

√
sin2 θT − 1

es imaginario. (¡Ya no podemos interpretar θT como un ángulo!)

a) Muestre que
˜⃗
ET (r⃗, t) = ˜⃗

E0T e−κzei(kx−ωt) ,

donde
κ ≡ ω

c

√
(n1 sin θI)2 − n2

2 y k ≡ ωn1

c
sin θI .

Es una onda propagándose en la dirección x (paralelo a la interfaz), y atenuada en la dirección
z

b) En el caso de polarización perpendicular al plano de incidencia, muestre que los campos eva-
nescentes (reales) son

E⃗(r⃗, t) = E0e−κz cos(kx − ωt)ŷ ,

B⃗(r⃗, t) = E0

ω
e−κz [κ sin(kx − ωt)x̂ + k cos(kx − ωt)ẑ]

c) Demuestre que estos campos satisfacen las ecuaciones de Maxwell

d) Para estos campos, calcule el vector de Poynting y muestre que, en promedio, no hay energía
transmitida en la dirección de z

Hint: Para el ítem b) ocupe que los campos transmitidos están dados por

˜⃗
ET (r⃗, t) = Ẽ0T ei(k⃗T ·r⃗−ωt)ŷ

˜⃗
BT (r⃗, t) = n2

c
Ẽ0T ei(k⃗T ·r⃗−ωt)(− cos θT x̂ + sin θT ẑ)

(a) Cuando hay refracción no hay ondas evanes-
centes

(b) Cuando no hay refracción (reflexión total) hay pre-
sencia de ondas evanescentes
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Formulario

Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell están dadas por

∇ · E⃗ = 1
ϵ0

ρ ,

∇ · B⃗ = 0 ,

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
,

∇ × B⃗ = µ0J⃗ + µ0ϵ0
∂E⃗

∂t
,

estas expresiones son válidas para cualquier medio, tanto vacío como medio material.

Sin embargo, si estamos trabajando en un medio material puede ser útil utilizarlas de la
siguiente forma

∇ · D⃗ = ρf ,

∇ · B⃗ = 0 ,

∇ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
,

∇ × H⃗ = J⃗f + ∂D⃗

∂t
.

Ondas electromagnéticas

Una onda electromagnética puede modelarse de forma general como

˜⃗
E(r⃗, t) = ˜⃗

E0ei(k⃗·x⃗−ωt) ,

donde usamos funciones imaginarias para simplificar el cálculo.

Un campo eléctrico que cambia en el tiempo produce un campo magnético que cambia en el
tiempo (y viceversa) dado por

B⃗ = k⃗ × E⃗

ω
.

Los vectores sin tilde son la parte real del vector con tilde, E⃗ = Re{ ˜⃗
E}.

La energía transportada por una onda EM (cambiante en el tiempo) se expresa con el vector
de Poynting S⃗ dado por

S⃗ = 1
µ0

E⃗ × B⃗ = E⃗ × H⃗ ,

su promedio en el tiempo se calcula usando
〈
S⃗

〉
= 1

T

∫ T

0
S⃗(t) dt , con T = 2π

ω

donde nos fijamos en un punto (x, y, z) fijo, de forma que estas coordenadas no dependen del
tiempo en la integral.
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Auxiliar 14
P1
as Tenermos una anda de la forma

E=Eieichz-wt +E, tikz
-wt-

by

Recordando que una anda EM de forma general se escribe como lr,t)=E. eilh.r-nt=e), si nuestro po. tiene
una dependencia RE

=>b.=kz..k=kE,yaquer =xx+yy +zz

Para calcular el cpo.magnetico a partir del cpo. electrico usaros

B =kxE- vienede es. de Maxwell

W

entences Ben or expression como funcioncompleja (porque tenennos Een so expression compleja) es:

B
=kx) Eie

ichz-wt)
+E,eikz

-w+ -

by)

-Eneilkzutg - Ereilzut-d

Ahora expresennes el vector de Paynting, para esto fermanos la parte real de Ey5
E =RelE) =E,cos(kz-wA)+Ercos(kz-wA-b) Precorder que Er,EztRB =RelBY =kErcos(kz-wHy - Ecos(kz-wt-b

por enunciado

= =bExB =1) E,cos(kz-wA)+Encas(kz-wA-b)y] r/kErcos(kz-wHy - EcoS(kz-wt=b)
-(Eicos'(kz-wH+Ecos(kz-wt- d)) E

y su promedio temporal seria

(5) =1)5dt, cent=
-(Ei)coskz-wildt+Eilcoskz-wt-d)]E, hacenneseheadw



-Elisade - Elasta']Es

)-f(r+sincost(fw_E(rtsin)(**-*I hkz - P

se von los termines sinx costal tener periodo hit

- Ef(kz- 2+ -kz) - (kz -p-2- (kz-b))]E

-Ei+n)E
- (Ei+EE



P2
as Tenermos unproblema de Ondas atrauesando un medio, de forma general una anda transmitida desde el medio 1 al h es commo

1

X ~
~

- Elr,t) =E.r eir -wt) (A)
~

/
- to Nos dicen quemodeleros la onda evanescente (la "transmitida") con un vector propagacioni
I - dado- por~

M

~

Y
I
=

=

wn (sin+
+cos8+E)

...--,
*IE: -----
- y r lo escribimos de formageneral (para cralquier posicion)-
I
~ v=x+yy +zE

KI 1
~
~

1 ~ 2 =>k.I=wn (xsint++Zcostt) (n-

-
X

Apriorino conoceros este "angulo"de transmision, pero nos da su relacion can dangulo de incidencia (que es un valor que controlarnos
experimentalmente) hey snell)

Sin+=AsinO= = cosAt=iVsintr-1'=iJ Sintt-1~nz

L
Reeplazaros en (1)

>1 ya que estano considerando ILOc

=>Rt.r=w(X sinOtizSint S

-WhsinEX+iWr-nz =kx +ikz

donde definimos las cantidades (Ctes. para un valor ete.de =) k=wmsint1, k
=wV(nsint)-n?

Reemplazando esta expression en (A) obtenennos la expressionde la anda evanescente

ET (r,t) =Eor ek eilkx-wt)

analizam do sus argumentos tenennos que se propaga en paralelo a la interfas (porel kx) y se atena en z (por -kz).

b)Se puede demostrar que un po electrico perpendicular al plano de incidencia X-Z, o sea de la forma

=(F,t) =Eo=eick=.-wHy

no cambia su polarizacion, o sea tanto la anda reflejada como la transmitida tienen polarizacionen i tambien

ET (r,t) =Eseilkir-wi i, usando r=ky(sint+ +cost+E)



y
5=kxEcalculannos 5 (r,t) =Foteilhtr-wt(-20s8+tsinGTE), can wi=W nz

escribines todo en funcion de k,k:kx.r=kxxikz, sinct=R, cost:itw

=>Er(rit) = EorezgikutyBr,t= Eore*eilbat)-it*n)
Estos pos. estan en su expressionimaginaria, por lo que debennas former la parte real, escribanos orcome

=Estit, con E,Ere

y expandiendo has exponenciales imaginarian usando la formula de Euler e
=
cosa +isinx

Er(r,t=(E+iEs) (COS(kx-wt) +isin(kx-wAl) e*i

=(Ecos(kx-nt) - Etsin(kx-wH) + i (EstSin(kx-wt) +Eocos(kx-wt) Je**=E(r,) +iE(r,t
parte real parte imaginaria

torannos la parte real

ECrit=(E cos(kx-wH)- Esin(kx-wt)]e**

recorderos la formula cos (x+)=coscos-sinasin, dandesidefinitos Eat=cosy Eit=sin y atkxut
-

Eo y E deben
=>E(r,t)= Er/Ecos(kx-wt) - Esin(kx-n ekzy cumplir (Eo)"+(Er)=Es

-Elcoscos(kx-wt)-sinsin(kx-wA)] e**

=E. COS(kx-wt +0)e

en unexperimento tenemos la libertad de elegir la fase de transmision, por lo que poderos elegir d =arccos=aresin to
/quegeria E. 10 "E! =E.)

Como -esta en funcion de Eor, siantes elegimes E. *O ahora tambien

=Br(r,t) = Est(cos(kx-wt)+isin(kx-wt)))-iw*n) en

-E(cos(kx-wtE+SinCkx-wtE+i)-os(bx-wt)+Eksin(x-wt)E)]e
e

Brit) = E.e**(kcos(kx-wt) = +ksin(kx-wt)), donde E. =E!Iya que E.=d



c) Reemplace en las ecs. de Maxwell condos cpos encontrados en by
-> consideramos un

D. E =0 mediosin carga, f=0 DxE =-25
D.B =0 considerates un

sencillos

DAB =

Met.-medio sin carriente- 5=8

Metz
=(2)
-

mas matraqueros
di El vector de Ponting so calcula corro 5 =.(ExB)

=5 =ExB) =1E.e-*(cos(kx-wt)) x(kcos(kx-wt)+ksin(kx-wt)]McW

-tez(kcos(kx-ut)- kcos(hx-wAsin(kx-wt)I

Calculates el promedio temporal en un cido completo (T=2x/w) de este rector (y Eno dependen del tiempo
asique salen de la integralpara una posicin(x,y,z) fija

T. (5) =rek) *k "goskx-wA)dt-KE)*cos(kx-wilsin(kx-wt)dt)1. xx fijo

2(t) =kx- wt = dt=
-
W

-Eekz-ch/redr+Exfcrsinm.e
=

-

kz) ++8

can to que obteneros que la energia solo se transmite en E (paralelo a la interfas) y no hay energia transmitida hacia
dentro delmedio 2 (no hay componente de (5) es E)
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