
Universidad de Chile
Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas
Departamento de Física
FI2002 – Electromagnetismo

Auxiliar 10
Magnetoestática y magnetización

Profesor: Simón Riquelme
Auxiliares: Antonia Cisternas, Javier Huenupi

Ayudante: Bruno Pollarolo

P1.- Magnetoestática

Dos dipolos magnéticos m1 y m2 se encuentran en las posiciones r1 y r2 respectivamente. Calcule
el campo magnético producido por m1 en el lugar en que se encuentra el segundo dipolo. Exprese de
forma general (para cualquier expresión de los dipolos y las posiciones) el torque entre ellos, luego
evalúe para el caso

m1 = m1ı̂ , m2 = m2ȷ̂ , r1 = Lı̂ , r2 = Lȷ̂ .

P2.- Magnetización

Considere una esfera de radio R magnetizada uniformemente con una magnetización M. Calcule
el campo magnético producido por esta esfera, tanto dentro como fuera de ella.
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Formulario

Vector potencial

La expansión multipolar del vector potencial A está dada por

A(r) = µ0I

4π

[1
r

∮
dl′ + 1

r2

∮
r′ cos θ′ dl′ + 1

r3

∮
(r′)2

(3
2 cos2 θ′ − 1

2

)
dl′ + . . .

]
,

de aquí vemos que la contribución dipolar es

Adip(r) = µ0

4π

m × r
r3 ,

donde m es el vector dipolo magnético y r es el vector distancia al origen.
Recordar que la relación del vector potencial con el campo magnético es

B(r) = ∇ × A(r) .

Magnetización

Un objeto con una magnetización M adquiere corrientes ligadas (bound currents) dadas por

A(r) = µ0

4π

∫ 1
|r − r′|

[∇′ × M(r′)] dτ ′ + µ0

4π

∮ 1
|r − r′|

[M(r′) × da′]

⇒ Jb ≡ ∇ × M ; Kb ≡ M × n̂ ,

donde Jb sería la corriente ligada volumétrica, Kb superficial y n̂ el vector normal al área a′.

Coordenadas esféricas

El diferencial de área es:

da = r2 sin θ dθ dϕ r̂ + r sin θ dr dϕ θ̂ + r dθ dr ϕ̂ ,

y el rotor de una función F = Frr̂ + Fθθ̂ + Fϕϕ̂ es

∇ × F = 1
r sin θ

(
∂(sin θFϕ)

∂θ
− ∂Fθ

∂ϕ

)
r̂ + 1

r

( 1
sin θ

∂Fr

∂ϕ
− ∂(rFϕ)

r

)
θ̂ + 1

r

(
∂(rFθ)

∂r
− ∂Fr

∂θ

)
ϕ̂ .
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El potencial rector de los dipolos seria: ~z - A
rc- F

Far (r-r)=M( Aapz(r-r)=e
I

L
En

F

z
Calculernos el campo magnetico producido por undipolo. Consideremos que el dipolo ·

O
esta alineado con el ejek de cartesians, por to que el producto crus seria de la forma
al

mn...sin--
Ec(N)=M= n

⑳
por lo que el vector potencial es de laforma Ecip(rs=(* *mo), asiquenel rotoren estericas solo

nos sobreviven los terminos

BapCrI=noA) - 1 (rAa

-rine. (mno(r-f Er (mino)

=M2mcost mint-(amcosor+musingthe

Pero querenos una expression as general! Notermos que

in =(m.r) r +(m.) .=mcostr-msin -Errnineene> - = -McosOr+msint

y sile Sumanos 3mmcostr=3(m.r).

=>3(m.).-m =2mcost+msin . Bap(r =1 (3(m.). -m)
41t 23

↳
ester es el vector desde elidipoo a la posicin deseada

Con nuestra expression de Bap valido para cualquier orientacion de in, calculamos el campo producido por el dipolo
(magnetical in, en rc r= rc-F,



Bm=r-r)=r(3(m.?)E-]

Y commodl torque sobre un dipolo se calcula conno F =mxB

=>Fer =Frrmix(3(m)Ee?-]

Supongamos que Fi=L2,r2= hy y im-mitymmc=maj

=>Fr = M2jx/3)me!).c-mt]
-(-mck+mimet

-Mine)-k



P2
En presencia de magnetizacion, se in ducen corrientes dadas por

JCF) =DxMCF); Kors =MCF) xn

en nuestro caso es constante traR => J.CF) =0 y la normal a la superficie esta dada por h
=h, si

deginos on sist. de coordenadas esferico ycan alineado can, tendrianos
R Yb =M =n =Mk xr =Msin .Ei *

pordef. de densidad superficial

Notermos que esta corriente inducida es igual a la corriente de una esfera con una
densidad superficial de carga o que rota con una velocidad angular , en⑩Fina este caso

k =r=rx =rwk xR =rwRsinO

asi que podernos calcular el campo magnetico de esta esfera rotatoria y luego hacer

Er -RW =M

Calculareros primero el Acri y Lego
Brt=DXE. Debido a que tenemos vectores expresados en distintos sist.

debernos casarnos con uno, para simplificar la matraca digiremos un sist. Cartesians donde el de un sist. de
coordenadas esfericos, calze can. Debido a que no nos interesa solo el caso en quer apunta en la misma
direccion de , esta direccion de give estar ladeada par un angulo 4 y contenida enteramente en el plano x-z

ra Habiendo elegido el sist. como en la figura, donder es donde querennos saber el can

pomagneticoy es el vector que nos va indicando donde in integrandit

D =r (n)Freein i=wcosPK+ woint (2)

=Rr=R(sind'cosd' + sind'sind' +cosO' 13

El problema es que cormo imuestra la corriente K(rmorado) esta tendria componentes
en todos los ejes (I,j,k). Por mecanica recordannos que la velocidad en unpunto '

dada una rotacionan
Er, usando (2) y

(3) que una rotacion en una posit

=w(cos4k+sini) +R(sind'cosd'+ sin8'sind' +cosO'

=wR)-cos4sint'sind'i+(cosYsind'cosp'-sincost'l +Sinsint'sinp'k) (4)

Asi que la corriente en nuestro sist elegido seria K
=I=rx can (4)



Ya tenennos la corriente expresada, saberos que el diferencial de area de la esfera es

da= R'sint'do'do'

ap
asi que faltaria expresar 1F-r'l. Por dibujode la dereche vermos que podermos F

expresar esta magnitud conteorena del coseno
-F

-

Ir-r'l= VRr?-2rRcost'

Yatenemos todo, calculennes el vector potencial ⑰ R
E(r) =M),da

=(grwR)-cos4sint'sind'i+(cas4sinE'casp'-sinYcost'l +sinsint'sind' R'sint'd'dd(R2+r-2RCOSOY"

notamos que se nos von todos los terminos can sind'y cospl

-YtuRf-sintcoso'sint'do'dp'y =-M. rwR3Yocosode(R2+r-2RCOSOY"

=MR. ((R+r'+Rr) IR-r)-(R"tr'-Rr)(R+r)] I

Notamos en el resultado que hay una diferenciasegun siRaro Rar, asique seria

ECF) = (-Mowrsin4/3, riR
-MRYrUsint/3r's Rar

Notanos par dibujo que xr =-wsinPry

=>E(r =MoRrxr/3, rcRE
MoR"r.xr/3rs Rar

Recordanos el sistera que definimos en un inicio (content), ahi teniamos xr=ursin

=>EC) =MoRuursing/3, raRI MoR"UWsinO/3r2, Rar
en este sistenna, (r) seria de la forma E=(0,0, Apl, asi que el rator (B=PX) seria de la forma

B(F)=DxE =sinAln - (rAbl ... haganloustedee
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