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La figura muestra un ambiente sin gravedad en la cual existen dos cuentas idénticas de masa m confinadas a
moverse a lo largo de un alambre semi-circular de radio R. La cuentas permanecen unidas entre si y a los extremos
del alambre mediante tres resortes de constantes eldsticas 2k, k y k/2, en el orden mostrado en la figura. El largo
natural de los resortes 2k y k/2 es mR/3, mientras que el largo natural del resorte k es mR/2.

Es posible mostrar que el Lagrangiano del sistema es
: . k k
L= TR + SRS — kR (61 — 7/3) — SR (d2 — 61 — 7/2)? = TR (92 — 21/3)? (1)
A partir de este resultado:

(a) Usando los criterios gTbLl =0, 2L =, (%Lz =0y BBTSL = 0, determine las posiciones de equilibrio ¢9 y ¢9 de
2

? 9
ambas cuentas.

(b) Defina las variables §¢; = ¢1 — @) v 2 = ¢ — ¢9. Muestre que, salvo una constante aditiva, el Lagrangiano
para los desplazamientos fuera del equilibrio adquiere la forma

1 . ; 3 3
L= imR2 (5¢% + 5¢§) — kR? (2&15? + Z&?g - 5¢25¢1) : (2)

(c) A partir del Lagrangiano obtenido en la parte anterior, deduzca las ecuaciones de movimiento respetadas por
las variables d¢1 v d¢po.



Solucién: Calculando las derivadas del Lagrangiano se encuentra:

(%Ll = —2kR*(¢1 — 7/3) + kR*(¢2 — ¢1 — 7/2), ;i — mR%,
2 .
5752 = —kR2(¢2—¢1—7r/2)—%(¢2—27r/3), ;i:mRQQSQ.

Imponiendo que son zero, vemos que la configuraciéon de equilibrio satisface (;'51 = ég =0 con:
¢\ = 137 /42, P9 = 16m/21.
Reemplazando ¢1 = d¢1 + 137/42 y o = 03 + 167/21 vemos que
L= %RQ((sq&% +0¢2) — kR?(6¢1 — m/42)% — 232(5@ — 8¢y —m/21)% — %RQ(MQ + 27/21)?
Expandiendo los paréntesis:
L = TR(68} +063) — kR*(503 — 361m/21 + 7/ (42)°)
—532(&;53 + 807 — 2601803 — 28¢om /21 4 2041 m/21 + w2 /(21)%)
—§R2(5¢§ + 40¢om /21 + 472 /(21)?).
De donde se ven muchas cancelaciones:
L= %RQ(ME +662) — gkR%qﬁ - %R%g + kR%5¢1 8¢ — ThR?w2/(42)?

Tomando derivadas con respecto a las cantidades d¢1 y d¢o:

oL oL .
= —3kR*0¢, + kR%5¢, —— =mR%»
250, é1 o2 90, mR“6¢,
oL 3 oL .
= —ZkR%5¢9 + kR?6¢, —— = mR?*6¢s.
B30y 2 P2 o1 90, ¢2

Luego, las ecuaciones de Euler Lagrange implican:
- k k
01 +3—0¢1 — —0¢p2 =0,
m m

- k 3k
5¢2 — —dp1 + **(5(?2 =0.
m 2m



