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P1: La figura muestra un ambiente sin gravedad en la cual existen dos cuentas idénticas

de masa m confinadas a moverse a lo largo de un alambre semi-circular de radio R. La

cuentas permanecen unidas entre śı y a los extremos del alambre mediante tres resortes,

todos de largo natural Rπ/3. Los resortes tienen constantes elásticas 2k, k y k/2, en el

orden mostrado en la figura.

<latexit sha1_base64="NJpPR9m0V/Pc/PGTdrS5FSialU4=">AAAB7XicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclZnia1l047KCfUA7lEyaaWMzSUgyQhn6D25cKOLW/3Hn35i2s9DWAxcO59zLvfdEijNjff/bW1ldW9/YLGwVt3d29/ZLB4dNI1NNaINILnU7woZyJmjDMstpW2mKk4jTVjS6nfqtJ6oNk+LBjhUNEzwQLGYEWyc1u2rIetVeqexX/BnQMglyUoYc9V7pq9uXJE2osIRjYzqBr2yYYW0Z4XRS7KaGKkxGeEA7jgqcUBNms2sn6NQpfRRL7UpYNFN/T2Q4MWacRK4zwXZoFr2p+J/XSW18HWZMqNRSQeaL4pQjK9H0ddRnmhLLx45gopm7FZEh1phYF1DRhRAsvrxMmtVKcFm5uD8v127yOApwDCdwBgFcQQ3uoA4NIPAIz/AKb570Xrx372PeuuLlM0fwB97nD0AKju4=</latexit>
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<latexit sha1_base64="4Exd4I7hQdcYV5iHsuJYOVSt0s8=">AAAB7XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIr2XRjcsK9gHtUDJppo3NJCHJCGXoP7hxoYhb/8edf2PazkJbD1w4nHMv994TKc6M9f1vr7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w+aRqaa0AaRXOp2hA3lTNCGZZbTttIUJxGnrWh0O/VbT1QbJsWDHSsaJnggWMwItk5qdtWQ9YJeueJX/RnQMglyUoEc9V75q9uXJE2osIRjYzqBr2yYYW0Z4XRS6qaGKkxGeEA7jgqcUBNms2sn6MQpfRRL7UpYNFN/T2Q4MWacRK4zwXZoFr2p+J/XSW18HWZMqNRSQeaL4pQjK9H0ddRnmhLLx45gopm7FZEh1phYF1DJhRAsvrxMmmfV4LJ6cX9eqd3kcRThCI7hFAK4ghrcQR0aQOARnuEV3jzpvXjv3se8teDlM4fwB97nDz6Gju0=</latexit>
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<latexit sha1_base64="d/RhcRSMbEv4ivpbAndL8To6sfA=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV3xdQx68ZiAeUCyhNlJbzJmdnaZmRXCki/w4kERr36SN//GSbIHTSxoKKq66e4KEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6m/qtJ1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivVR71S2a24M5Bl4uWkDDlqvdJXtx+zNEJpmKBadzw3MX5GleFM4KTYTTUmlI3oADuWShqh9rPZoRNyapU+CWNlSxoyU39PZDTSehwFtjOiZqgXvan4n9dJTXjjZ1wmqUHJ5ovCVBATk+nXpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTdGG4C2+vEya5xXvqnJZvyhXb/M4CnAMJ3AGHlxDFe6hBg1ggPAMr/DmPDovzrvzMW9dcfKZI/gD5/MH1cWM+Q==</latexit>

k
<latexit sha1_base64="RZPk4QoybUxtcOb+t5qHV4V+jbI=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV3xdQx68ZiAeUCyhNlJbzJmdnaZmRXCki/w4kERr36SN//GSbIHTSxoKKq66e4KEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6m/qtJ1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivVo16p7FbcGcgy8XJShhy1Xumr249ZGqE0TFCtO56bGD+jynAmcFLsphoTykZ0gB1LJY1Q+9ns0Ak5tUqfhLGyJQ2Zqb8nMhppPY4C2xlRM9SL3lT8z+ukJrzxMy6T1KBk80VhKoiJyfRr0ucKmRFjSyhT3N5K2JAqyozNpmhD8BZfXibN84p3VbmsX5Srt3kcBTiGEzgDD66hCvdQgwYwQHiGV3hzHp0X5935mLeuOPnMEfyB8/kD2M2M+w==</latexit>m <latexit sha1_base64="RZPk4QoybUxtcOb+t5qHV4V+jbI=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV3xdQx68ZiAeUCyhNlJbzJmdnaZmRXCki/w4kERr36SN//GSbIHTSxoKKq66e4KEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6m/qtJ1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivVo16p7FbcGcgy8XJShhy1Xumr249ZGqE0TFCtO56bGD+jynAmcFLsphoTykZ0gB1LJY1Q+9ns0Ak5tUqfhLGyJQ2Zqb8nMhppPY4C2xlRM9SL3lT8z+ukJrzxMy6T1KBk80VhKoiJyfRr0ucKmRFjSyhT3N5K2JAqyozNpmhD8BZfXibN84p3VbmsX5Srt3kcBTiGEzgDD66hCvdQgwYwQHiGV3hzHp0X5935mLeuOPnMEfyB8/kD2M2M+w==</latexit>m

<latexit sha1_base64="MwLDTmC8FHqdPoiDQ3rlS+pifaI=">AAAB6nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd3g6xj04jGieUCyhNlJbzJkdnaZmRXCkk/w4kERr36RN//GSbIHTSxoKKq66e4KEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6nfqtJ1Sax/LRjBP0IzqQPOSMGis9VMmoVyq7FXcGsky8nJQhR71X+ur2Y5ZGKA0TVOuO5ybGz6gynAmcFLupxoSyER1gx1JJI9R+Njt1Qk6t0idhrGxJQ2bq74mMRlqPo8B2RtQM9aI3Ff/zOqkJr/2MyyQ1KNl8UZgKYmIy/Zv0uUJmxNgSyhS3txI2pIoyY9Mp2hC8xZeXSbNa8S4rF/fn5dpNHkcBjuEEzsCDK6jBHdShAQwG8Ayv8OYI58V5dz7mrStOPnMEf+B8/gCcao1f</latexit>

2k
<latexit sha1_base64="SABJp9Wk1hHviwHT9B8pyUjev0E=">AAAB7HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8xd3g6xj04jGCeUCyhNnJbDJkdnaZ6RXCkm/w4kERr36QN//GSbIHTSxoKKq66e4KEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR3dRvPXFtRKwecZxwP6IDJULBKFqpMSLnpNorld2KOwNZJl5OypCj3it9dfsxSyOukElqTMdzE/QzqlEwySfFbmp4QtmIDnjHUkUjbvxsduyEnFqlT8JY21JIZurviYxGxoyjwHZGFIdm0ZuK/3mdFMMbPxMqSZErNl8UppJgTKafk77QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2n6INwVt8eZk0qxXvqnL5cFGu3eZxFOAYTuAMPLiGGtxDHRrAQMAzvMKbo5wX5935mLeuOPnMEfyB8/kDYA2Nwg==</latexit>

k/2

(a) 3.0 pts. Obtenga los valores φeq
1 y φeq

2 para los cuales el sistema se mantiene en

equilibrio estable. Defina δφ1 = φ − φeq y δφ2 = φ2 − φeq
2 y derive las ecuaciones de

movimiento lineales y acopladas para las cantidades (pequeñas) δφ1 y δφ2.

(b) 1.5 pts. Obtenga las frecuencias de oscilación de los modos normales.

(c) 1.5 pts. Identifique los modos normales y bosqueje los movimientos asociados a cada

modo.
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P2: Un casquete semi-esférico de radio R tiene un orificio pequeño en su parte superior.

Por él, pasa una cuerda ideal inextensible de largo πR/2 con dos masas m1 y m2 en sus

extremos. La masa m2 cuelga verticalmente desde el orificio, mientras que m1 permanece

en contacto con la superficie del casquete (ver figura). Inicialmente, la masa sobre el

casquete es tal que θ = π/3, θ̇ = 0, φ = 0, φ̇ = ω0.

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="pYM132qgRhMHaU/a61ywLFbdrWg=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48V7Ae0oWy2m3btZhN2J0IJ/Q9ePCji1f/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6wEnC/YgOlQgFo2ilVg9HHGm/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI24QiapMV3PTdDPqEbBJJ+WeqnhCWVjOuRdSxWNuPGz+bVTcmaVAQljbUshmau/JzIaGTOJAtsZURyZZW8m/ud1Uwyv/UyoJEWu2GJRmEqCMZm9TgZCc4ZyYgllWthbCRtRTRnagEo2BG/55VXSuqh6l9Xafa1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBjSBwSM8wyu8ObHz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/puWPMQ==</latexit>

✓
<latexit sha1_base64="VIBBuhnkUi5vZIvf0FW9uTP3cQY=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIqMuiG3dWsA9sh5JJ77ShmcyQZIRS+hduXCji1r9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRTea3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqz02I2oGTIqyF2vXHGr7gxkmXg5qUCOeq/81e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6qYaE8pGdIAdSyWNUPuTWeIpObFKn4Sxsk8aMlN/b0xopPU4CuxkllAvepn4n9dJTXjlT7hMUoOSzT8KU0FMTLLzSZ8rZEaMLaFMcZuVsCFVlBlbUsmW4C2evEyaZ1Xvonp+f16pXed1FOEIjuEUPLiEGtxCHRrAQMIzvMKbo50X5935mI8WnHznEP7A+fwBF8KQjA==</latexit>O

<latexit sha1_base64="6NUNpLGp9P9MPSi5RzZ3Yxe22WA=">AAAB6nicbVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjPidgx68RjRLJAMoafTkzTpZejuEcKQT/DiQRGvfpE3/8ZOMgdNfFDweK+KqnpRwpmxvv/tFVZW19Y3ipulre2d3b3y/kHTqFQT2iCKK92OsKGcSdqwzHLaTjTFIuK0FY1up37riWrDlHy044SGAg8kixnB1kkPohf0yhW/6s+AlkmQkwrkqPfKX92+Iqmg0hKOjekEfmLDDGvLCKeTUjc1NMFkhAe046jEgpowm506QSdO6aNYaVfSopn6eyLDwpixiFynwHZoFr2p+J/XSW18HWZMJqmlkswXxSlHVqHp36jPNCWWjx3BRDN3KyJDrDGxLp2SCyFYfHmZNM+qwWX14v68UrvJ4yjCERzDKQRwBTW4gzo0gMAAnuEV3jzuvXjv3se8teDlM4fwB97nD/4fjZ8=</latexit>m1

<latexit sha1_base64="sj2tMOPIQ04dtVvQbuhpN6P6WSM=">AAAB6nicbVDLSgMxFL3xWeur6tJNsAiuykzxtSy6cVnRPqAdSibNtKFJZkgyQhn6CW5cKOLWL3Ln35i2s9DWAxcO59zLvfeEieDGet43WlldW9/YLGwVt3d29/ZLB4dNE6easgaNRazbITFMcMUallvB2olmRIaCtcLR7dRvPTFteKwe7ThhgSQDxSNOiXXSg+xVe6WyV/FmwMvEz0kZctR7pa9uP6apZMpSQYzp+F5ig4xoy6lgk2I3NSwhdEQGrOOoIpKZIJudOsGnTunjKNaulMUz9fdERqQxYxm6Tkns0Cx6U/E/r5Pa6DrIuEpSyxSdL4pSgW2Mp3/jPteMWjF2hFDN3a2YDokm1Lp0ii4Ef/HlZdKsVvzLysX9ebl2k8dRgGM4gTPw4QpqcAd1aACFATzDK7whgV7QO/qYt66gfOYI/gB9/gD/o42g</latexit>m2

(a) 1.5 pts. Obtenga una expresión para el Lagrangiano del sistema en función de las

coordenadas esféricas θ y φ que denotan la posición de m1 sobre el casquete.

(b) 1.5 pts. Derive las ecuaciones de Eüler-Lagrange asociadas a θ y φ.

(c) 1.5 pts. A partir de la ecuación de Eüler-Lagrange asociada a φ, determine una

expresión para φ̇ en función de θ tomando en cuenta las condiciones iniciales del sistema.

(e) 1.5 pts. Use el resultado de la parte (c) para eliminar φ̇ de la ecuación de Eüler-

Lagrange asociada a θ. A partir de este resultado, determine el valor que debe tener ω0

para que la trayectoria alrededor del casquete sea circular uniforme (con θ = π/3).

Indicación 1 : ~r = rr̂, ~v = ṙr̂ + r sin θφ̇φ̂+ rθ̇θ̂.

Indicación 2 : cos(π/3) = 1/2.
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P3: Una pared gira alrededor de un eje vertical con velocidad angular ~Ω = Ω0ı̂
′, tal como

muestra la figura. Un péndulo de largo L y masa m es sostenido por la pared desde el

origen O′, atravesado por el eje de rotación.

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="p3S6vtT5I9zvgrgQiKUBevrqAhI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3a3STsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgkfYMtwI7CQKqQwEPgTj25n/8IRK8zi6N5MEfUmHEQ85o8ZKTdkvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyVGhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFraUQlaj+bHzolZ1YZkDBWtiJD5urviYxKrScysJ2SmpFe9mbif143NeG1n/EoSQ1GbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukfVH1Lqu1Zq1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP2HuM+g==</latexit>m

<latexit sha1_base64="EsUXQCVtBq4y73jg2L4sJIh3P3Q=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqGXQxsIiAfMByRH2NnPJmr29Y3dPCCG/wMZCEVt/kp3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPYnXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZe+yXKlXStWbLI48nMApnIMHV1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCmd4zZ</latexit>

L

<latexit sha1_base64="TK0E4M2dNFLYO+rBMIrg0B885Ho=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkp6rLoxp0V7AOmQ8mkmTY0kwxJRihDP8ONC0Xc+jXu/Bsz7Sy09UDgcM695NwTJpxp47rfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOThsa5kqQltEcqm6IdaUM0FbhhlOu4miOA457YTj29zvPFGlmRSPZpLQIMZDwSJGsLGS34uxGRHM0f1Zv1J1a+4MaJl4BalCgWa/8tUbSJLGVBjCsda+5yYmyLAyjHA6LfdSTRNMxnhIfUsFjqkOslnkKTq1ygBFUtknDJqpvzcyHGs9iUM7mUfUi14u/uf5qYmug4yJJDVUkPlHUcqRkSi/Hw2YosTwiSWYKGazIjLCChNjWyrbErzFk5dJ+6LmXdbqD/Vq46aoowTHcALn4MEVNOAOmtACAhKe4RXeHOO8OO/Ox3x0xSl2juAPnM8fe3mQvQ==</latexit>

O0
<latexit sha1_base64="N04Z67glh9s1XJSEVhYYS38U1yI=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ6KokU9Vj04rGC/YA2lM120y7dbOLuRCihf8KLB0W8+ne8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXFtRKwecJxwP6IDJULBKFqp3R1SJCNy1iuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLI66QSWpMx3MT9DOqUTDJJ8VuanhC2YgOeMdSRSNu/Gx274ScWqVPwljbUkhm6u+JjEbGjKPAdkYUh2bRm4r/eZ0Uw2s/EypJkSs2XxSmkmBMps+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjaiog3BW3x5mTQvKt5lpXpfLddu8jgKcAwncA4eXEEN7qAODWAg4Rle4c15dF6cd+dj3rri5DNH8AfO5w/qFI8+</latexit>

k̂0

<latexit sha1_base64="VMAS+TIEVgfI7Z/hsWqQHHV45fY=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPoKexKUI9BLx4jmAdklzA7mU2GzD6c6Q2EkO/w4kERr36MN//G2WQPmlgwUFR10zXlJ1JotO1vq7C2vrG5Vdwu7ezu7R+UD49aOk4V400Wy1h1fKq5FBFvokDJO4niNPQlb/uju8xvj7nSIo4ecZJwL6SDSASCUTSS5w4pEleEFIfkvFeu2FV7DrJKnJxUIEejV/5y+zFLQx4hk1TrrmMn6E2pQsEkn5XcVPOEshEd8K6hEQ259qbz0DNyZpQ+CWJlXoRkrv7emNJQ60nom8ksnl72MvE/r5ticONNRZSkyCO2OBSkkmBMsgZIXyjOUE4MoUwJk5WwIVWUoempZEpwlr+8SlqXVeeqWnuoVeq3eR1FOIFTuAAHrqEO99CAJjB4gmd4hTdrbL1Y79bHYrRg5TvH8AfW5w/DwJF0</latexit>

ı̂0

<latexit sha1_base64="rb7XJFanldbpV+AK3wz2L4Q1xPI=">AAAB9HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA9hV0J6jHoxWME84BkCbOT2WTM7MOZ3kBY8h1ePCji1Y/x5t84m+xBEwsGiqpuuqa8WAqNtv1trayurW9sFraK2zu7e/ulg8OmjhLFeINFMlJtj2ouRcgbKFDydqw4DTzJW97oNvNbY660iMIHnMTcDeggFL5gFI3kdocUSfcxoDgkZ71S2a7YM5Bl4uSkDDnqvdJXtx+xJOAhMkm17jh2jG5KFQom+bTYTTSPKRvRAe8YGtKAazedhZ6SU6P0iR8p80IkM/X3RkoDrSeBZyazeHrRy8T/vE6C/rWbijBOkIdsfshPJMGIZA2QvlCcoZwYQpkSJithQ6ooQ9NT0ZTgLH55mTQvKs5lpXpfLddu8joKcAwncA4OXEEN7qAODWDwBM/wCm/W2Hqx3q2P+eiKle8cwR9Ynz/FSpF1</latexit>

|̂0

<latexit sha1_base64="CSyXaWxx6UzyxtLAdkiwM8Z5mag=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEqseiF48V7Ae0oWy2m2bp7ibsboQS+he8eFDEq3/Im//GTZuDtj4YeLw3w8y8IOFMG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCoo+NUEdomMY9VL8CaciZp2zDDaS9RFIuA024wucv97hNVmsXy0UwT6gs8lixkBJtcGiQRG1Zrbt2dA60SryA1KNAaVr8Go5ikgkpDONa677mJ8TOsDCOcziqDVNMEkwke076lEguq/Wx+6wydWWWEwljZkgbN1d8TGRZaT0VgOwU2kV72cvE/r5+a8MbPmExSQyVZLApTjkyM8sfRiClKDJ9agoli9lZEIqwwMTaeig3BW355lXQu6t5VvfFwWWveFnGU4QRO4Rw8uIYm3EML2kAggmd4hTdHOC/Ou/OxaC05xcwx/IHz+QMWyI5J</latexit>

�

<latexit sha1_base64="Br/VqWZalgdbmA5eyPuoIfRgBBs=">AAAB8XicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsIiuSiK+lkU3LivYBzahTKaTZuhkJszcCCX0L9y4UMStf+POv3HaZqGtBy4czrmXe+8JU8ENuO63s7S8srq2Xtoob25t7+xW9vZbRmWasiZVQulOSAwTXLImcBCsk2pGklCwdji8nfjtJ6YNV/IBRikLEjKQPOKUgJUe/ZgA9nWsTnqVqltzp8CLxCtIFRVo9Cpffl/RLGESqCDGdD03hSAnGjgVbFz2M8NSQodkwLqWSpIwE+TTi8f42Cp9HCltSwKeqr8ncpIYM0pC25kQiM28NxH/87oZRNdBzmWaAZN0tijKBAaFJ+/jPteMghhZQqjm9lZMY6IJBRtS2Ybgzb+8SFpnNe+ydnF/Xq3fFHGU0CE6QqfIQ1eoju5QAzURRRI9o1f05hjnxXl3PmatS04xc4D+wPn8AeZTkG0=</latexit>

⇢̂0

<latexit sha1_base64="PpG2Ltc7raqmOY0lKnbcJ41svbI=">AAAB8XicbVDJSgNBEK1xjXGLevTSGERPYUbcjkEvHiOYBTND6On0ZJr09AzdNUII+QsvHhTx6t9482/sLAdNfFDweK+KqnphJoVB1/12lpZXVtfWCxvFza3tnd3S3n7DpLlmvM5SmepWSA2XQvE6CpS8lWlOk1DyZti/HfvNJ66NSNUDDjIeJLSnRCQYRSs9+jFF4mexOOmUym7FnYAsEm9GyjBDrVP68rspyxOukElqTNtzMwyGVKNgko+Kfm54Rlmf9njbUkUTboLh5OIRObZKl0SptqWQTNTfE0OaGDNIQtuZUIzNvDcW//PaOUbXwVCoLEeu2HRRlEuCKRm/T7pCc4ZyYAllWthbCYuppgxtSEUbgjf/8iJpnFW8y8rF/Xm5ejOLowCHcASn4MEVVOEOalAHBgqe4RXeHOO8OO/Ox7R1yZnNHMAfOJ8/2ieQZQ==</latexit>

�̂0

<latexit sha1_base64="ONGVFOUhgJf/oN3hMYfKoAsR/Ak=">AAACDXicbZC7SgNBFIZn4y3G26qlzWAUrcKueGuEoI2dEcwFsssyOzlJhsxemJkNhCUvYOOr2FgoYmtv59s4m2yhiT8MfPznHOac3485k8qyvo3CwuLS8kpxtbS2vrG5ZW7vNGSUCAp1GvFItHwigbMQ6oopDq1YAAl8Dk1/cJPVm0MQkkXhgxrF4AakF7Iuo0RpyzMPnCFQ7NwF0CP4KgfPwk6fKOywgKg+PvLMslWxJsLzYOdQRrlqnvnldCKaBBAqyomUbduKlZsSoRjlMC45iYSY0AHpQVtjSAKQbjq5ZowPtdPB3UjoFyo8cX9PpCSQchT4ujNbT87WMvO/WjtR3Us3ZWGcKAjp9KNuwrGKcBYN7jABVPGRBkIF07ti2ieCUKUDLOkQ7NmT56FxUrHPK2f3p+XqdR5HEe2hfXSMbHSBqugW1VAdUfSIntErejOejBfj3fiYthaMfGYX/ZHx+QOQPpn8</latexit>

~⌦ = ⌦0 ı̂
0

(a) 2.5pts. Determine expresiones para cada fuerza no-inercial que participa en la se-

gunda ley de Newton válida en el sistema de referencia solidario a la pared.

(b) 2.5pts. Encuentre la ecuación de movimiento para el ángulo φ del péndulo con

respecto al eje vertical. ¿Para qué valores de Ω0 el ángulo φ = 0 es un punto de equilibrio

estable?

(c) 1pt. ¿Es posible lograr que el péndulo oscile (en torno a algún ángulo) sin que se

despegue de la pared? Justifique su respuesta.

Indicación 1 : m~a ′ = ~F −m~̈R−m~Ω× (~Ω× ~r ′)− 2m~Ω× ~v ′ −m~̇Ω× ~r ′.

Indicación 2 : ~v = ρ̇ρ̂+ ρφ̇φ̂, ~a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+ (ρφ̈+ 2ρ̇φ̇)φ̂
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Solución P1: (a) Se tiene φeq
1 = π/3 y φeq

2 = 2π/3. El Lagrangiano del sistema es

L = m
2
R2φ̇2

1 + m
2
R2φ̇2

2 − kR2(φ1 − π/3)2 − k
2
R2(φ2 − φ1 − π/3)2 − kR2(πR− φ2)

2. Luego:

mφ̈1 + 2k(φ1−π/3)− k(φ2−φ1−π/3) = 0 y mφ̈2− k
2
(2π/3−φ2) + k(φ2−φ1−π/3) = 0.

Definiendo δφ1 = φ1 − φeq
1 y δφ2 = φ2 − φeq

2 las ecuaciones son δφ̈1 + 3k
m
δφ1 − k

m
δφ2 = 0 y

δφ̈2+ 3k
2m
δφ2− k

m
δφ1 = 0. (b) Ω2 = k

m

(
3 −1

−1 3/2

)
. Los autovalores son λ = k

m
(9/4±5/4).

Luego ω1 =
√

7k
2m

y ω2 =
√

k
m

. (c) ~e1 = (−2, 1)/
√

5 y ~e2 = (1, 2)/
√

5. A partir de estos

los movimientos pueden ser dibujados.

Solución P2: (a) Se tiene que z2 = Rθ. Además ~v1 = R sin θφ̇φ̂ + Rθ̇θ̂. Luego

L = m1

2
R2(θ̇2 + sin2 θφ̇2) + m2

2
R2θ̇2 −m2gRθ −m1gR(1− cos θ). (b) Las ecuaciones de

E-L son: (m1 +m2)R
2θ̈ −m1R

2φ̇2 sin θ cos θ +m2gR +m1gR sin θ = 0 y d
dt

(sin2 θφ̇) = 0.

(c) sin2 θφ̇ =constante. Usando las condiciones iniciales: φ̇ = 3ω0

4 sin2 θ
. (d) (m1 +

m2)R
2θ̈ − m1R

2 9ω2
0

16 sin3 θ
cos θ + m2gR + m1gR sin θ = 0. Imponiendo θ̈ = 0 obtenemos

ω0 =
√

2g
R

(1 + 2√
3
m2

m1
).

Solución P3: (a) La posición y velocidad de m en S ′ son: ~r ′ = Lρ̂ ′ y ~v ′ = Lφ̇φ̂ ′. Luego
~Fcent = −m~Ω × (~Ω × ~r ′) = −mΩ2

0Lı̂
′ × (̂ı′ × ρ̂) = −mΩ2

0L sinφı̂′ × k̂′ = mΩ2
0L sinφ̂′ y

~FCor = −2m~Ω×~v ′ = −2mΩ0Lφ̇ı̂
′×φ̂′ = −2mΩ0Lφ̇k̂

′ cosφ. (b) Se tiene ~a ′ = Lφ̈φ̂−Lφ̇2ρ̂.

Luego, la segunda Ley de Newton es mL(φ̈φ̂− φ̇2ρ̂) = −T ρ̂+mgı̂′ +Nk̂′ +mΩ2
0L sinφ̂′−

2mΩ0Lφ̇k̂
′ cosφ. En base ciĺındrica: mL(φ̈φ̂−φ̇2ρ̂) = −T ρ̂+mg(ρ̂′ cosφ−φ̂′ sinφ)+Nk̂′+

mΩ2
0L sinφ(ρ̂ sinφ + φ̂ cosφ) − 2mΩ0Lφ̇k̂

′ cosφ. Luego φ̈ + g
L

sinφ − Ω2
0 sinφ cosφ = 0.

Para pequeños ángulos se tiene φ̈ + ( g
L
− Ω2

0)φ = 0. Luego, se requiere que Ω2
0 <

g
L

. (c)

N = 2mΩ0Lφ̇ cosφ. Vemos que N < 0 cuando φ̇ < 0. Dado que una oscilación requiere

que en algún momento φ̇ < 0, inevitablemente el péndulo se despegará de la pared.
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