
Mecánica FI2001-3
Control 2: Miércoles 17 de mayo, 2023

Prof. Gonzalo A. Palma. - Auxiliares: Francisco Colipi y Javier Huenupi

Ayudantes: Gabriel Maŕın y Valentina Suárez

P1: Considere dos masas m sostenidas por una varilla ŕıgida (sin masa) de largo L que

puede girar en torno a un eje (punto O) ubicado sobre el suelo (ver figura). Las masas

están a distancias R y L del origen O, respectivamente. La primera masa permanece

conectada al suelo mediante un resorte de constante elástica k y largo natural D < π/2,

confinado al borde de un disco de radio R cuyo centro coincide con el eje de giro de la

varilla.

(a) Calcule el momento angular total del sistema con respecto al eje de rotación.

(b) Calcule el torque total del sistema con respecto al eje de rotación.

(c) Obtenga la ecuación de movimiento para el ángulo φ.

(d) Determine la fuerza que el eje O ejerce sobre la varilla en el instante inicial en que

φ = π/2 y φ̇ = 0.

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

R

<latexit sha1_base64="FmS19wKVtyU2RMbzbeZl4lWZ93k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMxDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+n2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A7CBjOI=</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="8hWGzw12b1YtMfGv4lG8cWv94b0=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJIQb0V9eCxgmkLbSib7aRdutmE3Y1QSn+DFw+KePUHefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6aCa+O6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bOgkUwx9lohEtUKqUXCJvuFGYCtVSONQYDMc3k795hMqzRP5aEYpBjHtSx5xRo2V/CE5J3fdUtmtuDOQZeLlpAw56t3SV6eXsCxGaZigWrc9NzXBmCrDmcBJsZNpTCkb0j62LZU0Rh2MZ8dOyKlVeiRKlC1pyEz9PTGmsdajOLSdMTUDvehNxf+8dmaiq2DMZZoZlGy+KMoEMQmZfk56XCEzYmQJZYrbWwkbUEWZsfkUbQje4svLpHFR8aqV64dquXaTx1GAYziBM/DgEmpwD3XwgQGHZ3iFN0c6L8678zFvXXHymSP4A+fzB3djjdM=</latexit>

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

L

<latexit sha1_base64="pj7Vh9GyVkna0pxsEqh7tiQpBAs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHZBGwuLBMwHJEfY28wla/b2jt09IYT8AhsLRWz9SXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRrczv/WESvNYPphxgn5EB5KHnFFjpfp9r1hyy+4cZJV4GSlBhlqv+NXtxyyNUBomqNYdz02MP6HKcCZwWuimGhPKRnSAHUsljVD7k/mhU3JmlT4JY2VLGjJXf09MaKT1OApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8MqfcJmkBiVbLApTQUxMZl+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw2BRuCt/zyKmlelL1K+bpeKVVvsjjycAKncA4eXEIV7qAGDWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaM052cwx/IHz+QOnaYzc</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

Indicación: Recuerde que para un sistema de N part́ıculas se tiene
∑N

i=1mi~ai =
∑N

i=1
~F ext
i

donde ~F ext
i corresponde a la fuerza externa que actúa sobre la i-ésima part́ıcula.

1



P2: Considere un tubo de largo L, colocado en posición vertical por cuyo interior puede

deslizar sin roce un émbolo de masa m. Este se encuentra unido a un resorte de largo

natural D y constante elástica k cuyo otro extremo está fijo en la base del tubo. Sobre el

émbolo descansa una part́ıcula de masa M . El largo del tubo es el doble del largo natural

del resorte (L = 2D). Suponiendo que el émbolo se libera luego de comprimir el resorte

una distancia ∆ con respecto al largo natural del resorte:

(a) Determine una expresión para la magnitud de la fuerza N de interacción entre la

part́ıcula y el émbolo (mientras esta fuerza exista) en función de su distancia z al extremo

inferior del tubo.

(b) Calcule la enerǵıa mecánica total E del sistema válida mientras la masa M y el

émbolo m permanecen en contacto. Obtenga una relación entre ż y z y los parámetros

del sistema.

(c) Calcule la compresión ∆min mı́nima del resorte al momento de liberarlo, para que en

el movimiento resultante la part́ıcula no pierda contacto con el émbolo.

(d) Calcule la compresión ∆min mı́nima del resorte al momento de liberarlo, para que en

el movimiento resultante la part́ıcula llegue al extremo superior del tubo.

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

L

<latexit sha1_base64="pj7Vh9GyVkna0pxsEqh7tiQpBAs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHZBGwuLBMwHJEfY28wla/b2jt09IYT8AhsLRWz9SXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRrczv/WESvNYPphxgn5EB5KHnFFjpfp9r1hyy+4cZJV4GSlBhlqv+NXtxyyNUBomqNYdz02MP6HKcCZwWuimGhPKRnSAHUsljVD7k/mhU3JmlT4JY2VLGjJXf09MaKT1OApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8MqfcJmkBiVbLApTQUxMZl+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw2BRuCt/zyKmlelL1K+bpeKVVvsjjycAKncA4eXEIV7qAGDWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaM052cwx/IHz+QOnaYzc</latexit>

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="I6lx7kJ3J2ctPwbk+TFgr5/RVcU=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaNryPRi0dI5JHAhswODYzMzm5mZk1wwxd48aAxXv0kb/6NA+xBwUo6qVR1p7sriAXXxnW/ndzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9o6ChRDOssEpFqBVSj4BLrhhuBrVghDQOBzWB0O/Wbj6g0j+S9Gcfoh3QgeZ8zaqxUe+oWS27ZnYEsEy8jJchQ7Ra/Or2IJSFKwwTVuu25sfFTqgxnAieFTqIxpmxEB9i2VNIQtZ/ODp2QE6v0SD9StqQhM/X3REpDrcdhYDtDaoZ60ZuK/3ntxPSv/ZTLODEo2XxRPxHERGT6NelxhcyIsSWUKW5vJWxIFWXGZlOwIXiLLy+TxlnZuyxf1M5LlZssjjwcwTGcggdXUIE7qEIdGCA8wyu8OQ/Oi/PufMxbc042cwh/4Hz+AOyBjQg=</latexit>z

<latexit sha1_base64="/Zfernn6S1BgFM9aZjTNyNpRzoM=">AAAB6HicbZDJSgNBEIZr4hbHLerRy2AQPIUZweUiBr14ERIwCyRD6OnUJG16eobuHiGEPIEXD4p41Yfx7kV8GzvLQRN/aPj4/yq6qoKEM6Vd99vKLCwuLa9kV+219Y3Nrdz2TlXFqaRYoTGPZT0gCjkTWNFMc6wnEkkUcKwFvatRXrtHqVgsbnU/QT8iHcFCRok2Vvmmlcu7BXcsZx68KeQvPuzz5P3LLrVyn812TNMIhaacKNXw3ET7AyI1oxyHdjNVmBDaIx1sGBQkQuUPxoMOnQPjtJ0wluYJ7Yzd3x0DEinVjwJTGRHdVbPZyPwva6Q6PPMHTCSpRkEnH4Upd3TsjLZ22kwi1bxvgFDJzKwO7RJJqDa3sc0RvNmV56F6VPBOCsdlL1+8hImysAf7cAgenEIRrqEEFaCA8ABP8GzdWY/Wi/U6Kc1Y055d+CPr7QcIM5AZ</latexit>

M

<latexit sha1_base64="/GhNHBrQFDQfx1EQNN15hwN4XcE=">AAAB6nicbZDLSgMxFIbP1Futt6pLRYJFcCFlRvCyLOrCZYv2Au1QMmmmDZPJDElGKEOXLt24UMStD9HncOcz+BKml4W2/hD4+P9zyDnHizlT2ra/rMzC4tLySnY1t7a+sbmV396pqSiRhFZJxCPZ8LCinAla1Uxz2oglxaHHad0Lrkd5/YFKxSJxr/sxdUPcFcxnBGtj3QUnN+18wS7aY6F5cKZQKO0PK9+PB8NyO//Z6kQkCanQhGOlmo4dazfFUjPC6SDXShSNMQlwlzYNChxS5abjUQfoyDgd5EfSPKHR2P3dkeJQqX7omcoQ656azUbmf1kz0f6lmzIRJ5oKMvnITzjSERrtjTpMUqJ53wAmkplZEelhiYk218mZIzizK89D7bTonBfPKk6hdAUTZWEPDuEYHLiAEtxCGapAoAtP8AKvFreerTfrfVKasaY9u/BH1scPt6+RJQ==</latexit>

k, D

Indicación: Suponga que se cumple kD = 4(M +m)g.
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P3: En ausencia de gravedad, una part́ıcula P de masa m puede deslizar sin roce por una

circunferencia de radio R centrada en el origen O. La part́ıcula está unida a un resorte

de constante elástica k y largo natural D. El otro extremo del resorte está fijo a un punto

Q que se ubica a una distancia L de O hacia la izquierda (ver figura). Considere que

L = 1√
2
R y D =

√
5
2
R.

(a) Estudie y clasifique los puntos de equilibrio de φ.

(b) Obtenga la frecuencia de pequeñas oscilaciones en torno a cada punto de equilibrio

estable.

O

<latexit sha1_base64="cmjODE0jsBN3AHeHXDzqi/MQ3pQ=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoO6KbtxZwT6wHUomvdOGZjJDkhFK6V+4caGIW//GnX9jpp2Fth4IHM65l5x7gkRwbVz32ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGN5nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLHSYzeiZsioIHe9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7cfszRCaZigWnc8NzH+hCrDmcBpqZtqTCgb0QF2LJU0Qu1PZomn5MQqfRLGyj5pyEz9vTGhkdbjKLCTWUK96GXif14nNeGlP+EySQ1KNv8oTAUxMcnOJ32ukBkxtoQyxW1WwoZUUWZsSSVbgrd48jJpnlW98+rV/Xmldp3XUYQjOIZT8OACanALdWgAAwnP8ApvjnZenHfnYz5acPKdQ/gD5/MHGLSQjw==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="uGd0okehDoFk+oRyzO0MixH+Fuk=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkUL0VvXisYD+gDWWz3TRLdzdhdyOU0L/gxYMiXv1D3vw3btoctPXBwOO9GWbmBQln2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnXR2nitAOiXms+gHWlDNJO4YZTvuJolgEnPaC6V3u956o0iyWj2aWUF/giWQhI9jk0jCJ2Khac+vuAmideAWpQYH2qPo1HMckFVQawrHWA89NjJ9hZRjhdF4ZppommEzxhA4slVhQ7WeLW+fowipjFMbKljRoof6eyLDQeiYC2ymwifSql4v/eYPUhNd+xmSSGirJclGYcmRilD+OxkxRYvjMEkwUs7ciEmGFibHxVGwI3urL66R7Vfca9ZuHRq11W8RRhjM4h0vwoAktuIc2dIBABM/wCm+OcF6cd+dj2VpyiplT+APn8wcXaI5L</latexit>

R

<latexit sha1_base64="FmS19wKVtyU2RMbzbeZl4lWZ93k=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FvXhMxDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+n2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rwyp9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvUr5ul4pVW+yOPJwAqdwDh5cQhXuoAYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A7CBjOI=</latexit>

L

<latexit sha1_base64="pj7Vh9GyVkna0pxsEqh7tiQpBAs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHZBGwuLBMwHJEfY28wla/b2jt09IYT8AhsLRWz9SXb+GzfJFZr4YODx3gwz84JEcG1c99vJra1vbG7ltws7u3v7B8XDo6aOU8WwwWIRq3ZANQousWG4EdhOFNIoENgKRrczv/WESvNYPphxgn5EB5KHnFFjpfp9r1hyy+4cZJV4GSlBhlqv+NXtxyyNUBomqNYdz02MP6HKcCZwWuimGhPKRnSAHUsljVD7k/mhU3JmlT4JY2VLGjJXf09MaKT1OApsZ0TNUC97M/E/r5Oa8MqfcJmkBiVbLApTQUxMZl+TPlfIjBhbQpni9lbChlRRZmw2BRuCt/zyKmlelL1K+bpeKVVvsjjycAKncA4eXEIV7qAGDWCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaM052cwx/IHz+QOnaYzc</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="8hWGzw12b1YtMfGv4lG8cWv94b0=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4kJJIQb0V9eCxgmkLbSib7aRdutmE3Y1QSn+DFw+KePUHefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6aCa+O6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bOgkUwx9lohEtUKqUXCJvuFGYCtVSONQYDMc3k795hMqzRP5aEYpBjHtSx5xRo2V/CE5J3fdUtmtuDOQZeLlpAw56t3SV6eXsCxGaZigWrc9NzXBmCrDmcBJsZNpTCkb0j62LZU0Rh2MZ8dOyKlVeiRKlC1pyEz9PTGmsdajOLSdMTUDvehNxf+8dmaiq2DMZZoZlGy+KMoEMQmZfk56XCEzYmQJZYrbWwkbUEWZsfkUbQje4svLpHFR8aqV64dquXaTx1GAYziBM/DgEmpwD3XwgQGHZ3iFN0c6L8678zFvXXHymSP4A+fzB3djjdM=</latexit>

<latexit sha1_base64="yn72uj8s/DTU/8kMNFSQDJp4LEM=">AAAB6HicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIr2XRjcsW7APaQTLpnTY2kxmSjFCGfoEbF4q49ZPc+Tem7Sy09UDgcM655N4TJIJr47rfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x+0dJwqhk0Wi1h1AqpRcIlNw43ATqKQRoHAdjC6nfrtJ1Sax/LejBP0IzqQPOSMGis16g/lilt1ZyDLxMtJBXLY/FevH7M0QmmYoFp3PTcxfkaV4UzgpNRLNSaUjegAu5ZKGqH2s9miE3JilT4JY2WfNGSm/p7IaKT1OApsMqJmqBe9qfif101NeO1nXCapQcnmH4WpICYm06tJnytkRowtoUxxuythQ6ooM7abki3BWzx5mbTOqt5l9aJxXqnd5HUU4QiO4RQ8uIIa3EEdmsAA4Rle4c15dF6cd+djHi04+cwh/IHz+QOs2Yze</latexit>

P

<latexit sha1_base64="vDXTfW13S1WrpxEQ7n88m7NSCIQ=">AAAB6HicbZDJSgNBEIZr4hbjFvWoSGMQPIUZweUY9OIxA2aBZAg9nUrSpmehu0cIQ46evHhQxKtPkefw5jP4EnaWgyb+0PDx/1V0Vfmx4Erb9peVWVpeWV3Lruc2Nre2d/K7e1UVJZJhhUUiknWfKhQ8xIrmWmA9lkgDX2DN79+M89oDSsWj8E4PYvQC2g15hzOqjeW6rXzBLtoTkUVwZlAoHY7c78ejUbmV/2y2I5YEGGomqFINx461l1KpORM4zDUThTFlfdrFhsGQBqi8dDLokJwYp006kTQv1GTi/u5IaaDUIPBNZUB1T81nY/O/rJHozpWX8jBONIZs+lEnEURHZLw1aXOJTIuBAcokN7MS1qOSMm1ukzNHcOZXXoTqWdG5KJ67TqF0DVNl4QCO4RQcuIQS3EIZKsAA4Qle4NW6t56tN+t9WpqxZj378EfWxw+brJCH</latexit>

Q
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Solución P1: (a) El momento angular del sistema c/r a O es ~L = m(Rρ̂) × (Rφ̇φ̂) +

m(Lρ̂) × (Lφ̇φ̂) = m(R2 + L2)φ̇k̂. (b) El torque c/r a O es ~τ = ~0 × ~Feje + (Rρ̂) ×
~Fres + (Rρ̂) × (mgĝ) + (Lρ̂) × (mĝ). Se tienen ~Fres = −k(φR − D)φ̂ y ĝ = −(cosφφ̂ +

sinφρ̂). Luego ~τ = − [Rk(φR−D) +mg(R + L) cosφ] k̂. (c) Usando ~̇L = ~τ obten-

emos φ̈ + [Rk(φR−D)+mg(R+L) cosφ]
m(R2+L2)

= 0. (d) De la indicación: m(R + L)(φ̈φ̂ − φ̇2ρ̂) =

2mg~g−k(φR−D)φ̂+ ~Feje. Usando (c): ~Feje = −(R+L) [Rk(φR−D)+mg(R+L) cosφ]
(R2+L2)

φ̂−m(R+

L)φ̇2ρ̂+ 2mg(cosφφ̂+ sinφρ̂) +k(φR−D)φ̂. Insertando φ = π/2 y φ̇ = 0 y simplificando:
~Feje = − L(L−R)

(R2+L2)
k(Rπ/2−D)̂ı+ 2mg̂.

Solución P2: (a) Mientras M y m se tocan: mz̈ = N−gm y Mz̈ = −k(z−D)−N−gM .

Eliminando z̈ se obtiene: N = km
m+M

(D − z) (i.e. hay contacto mientras D > z). (b)

E = 1
2
(m + M)ż2 + k

2
(z − D)2 + g(M + m)z. Inicialmente ż = 0 y z = D − ∆. Luego:

Eini = k
2
∆2+g(M+m)(D−∆). Igualando E = Eini obtenemos 1

2
(m+M)ż2+ k

2
(z−D)2 =

k
2
∆2 + g(M + m)(D − ∆ − z). (c) ż = 0 nos da la siguiente ecuación para puntos de

retorno z2r − 2zr(D− g
k
(M +m)) +

[
D2 −∆2 − 2g

k
(M +m)(D −∆)

]
= 0. Las soluciones

son z1 = D−∆ (algura inicial) y z2 = D+ ∆− 2 g
k
(M +m) (altura final). Con D− z > 0

vemos que ∆min = 2 g
k
(M + m). (d) De (a) M se separa en z = D. De (b) sigue que al

separarse ż20 = k
m+M

∆2−2g∆. A partir de entonces, la enerǵıa de M es E = 1
2
Mż2+Mgz

con valor inicial E0 = 1
2
Mż20 + MgD. Con E = E0 y punto de retorno zr = L = 2D

encontramos ∆2 − 2gm+M
k

∆− 8g2 (m+M)2

k2
= 0 (se usó indicación). Luego ∆ = 4gm+M

k
.

Solución P3: (a) El largo del resorte es ||Rρ̂− ı̂L|| =
√
R2 + L2 + 2LR cosφ. Luego E =

m
2
R2φ̇2 + k

2
(
√
R2 + L2 + 2LR cosφ−D)2. De Ė = 0 se obtiene φ̈+ kL

mR
( D√

R2+L2+2LR cosφ
−

1) sinφ = 0 (también puede ser derivada con Segunda Ley de Newton). Los puntos de

equilibrio se obtienen para φ̈ = 0, lo cual requiere sinφe = 0 oD =
√
R2 + L2 + 2LR cosφ.

Esto es cosφe = D2−R2−L2

2LR
. Reemplazando vemos que cosφe = 1√

2
. Luego, los puntos de

equilibrios son φe = 0, φe = π, φe = π/4 y φe = −π/4. Claramente para φe = 0 y φe = π el

resorte está estirado y contráıdo respectivamente, aśı que son inestables. Para φe = ±π/4
el resorte está en su largo natural, asi que son estables. (b) Definiendo δφ = φ − φe la

ecuación de movimiento es δφ̈+
√

5
2
k
m

(
√
5√

3+2
√
2 cos(φe+δφ)

− 1) sin(φe + δφ) = 0. Con Taylor

en torno a φe = ±π/4 se obtiene: δφ̈+ 1
2
√
5
k
m
δφ = 0. Sigue que ω0 =

√
1

2
√
5
k
m

.
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