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P1.- Mapa de Poincaré

Considere que el movimiento de una partícula está dada por el campo vectorial en coordenadas

polares

ṙ = r(1 ≠ r2
)

◊̇ = 1

Coloque la sección de superficie S (ver Figura de la derecha) en el plano x ≠ z de coordenadas

cartesianas.

a) Identifique el periodo de la órbita y calcule la solución de r(t)

b) Utilice un gráfico cobweb (ver Figura de la izquierda) para mostrar que el sistema tiene una

única órbita periódica, y calcúlela

c) Analíticamente, analice la estabilidad de la órbita periódica encontrada utilizando la ecuación

linealizada y la ecuación de valores propios asociada

(a) Gráfico cobweb (b) Sección de superficie S, perpendicular al flujo
de órbitas
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P2.- Mapa de Lorenz

Considere el mapa de tipo carpa

xn+1 =

I
2xn , 0 Æ xn Æ 1/2

2 ≠ 2xn , 1/2 Æ xn Æ 1

como un modelo analítico simple del mapa de Lorenz

a) ¿Por qué se le conoce como mapa de carpa?

b) Encuentre todos los puntos fijos y clasifique sus estabilidades

c) Muestre que el mapa tiene una órbita de periodo-2, ¿es estable o inestable?

d) ¿Puede encontrar algún punto de periodo-3? ¿y de periodo-4? Si así es, ¿las órbitas periódicas

correspondientes son estables o inestables?

(c) Mapa de Lorenz original (d) Diagrama de bifurcación de un mapa de carpa

Auxiliar 8 2



Auxiliar 8
P1

a
a) Tenermos i = r(1 - r) y

= 1
,

esta ultima nos dice que

O(t)= A - to = t

y sielegimos el S en el plano X-Z , entences sila particula parte en a) so
-

este plano ,
lo cruzar por primera vez lego de una vuelta complete,

Osea lego de t: his ly zin para n veltas) .

-

Antances resolvarnes la EDO der integrando desde to 0 a +=2 : T
=> s= 2n

resolviendo la parte radial

/ dr

r(1/rz- 1)
:

U = f - 1 = du = - 2 dr

> /M = -mufe=ence(= en)(f-1)"y = b) (t-")(-1)")
reenplazam do => ((((-)/(-1) = an

ext(- i nee
to que define nuestra iteracion Xax=P(Xm)

,
donde tendrianos

P(r) = (e ** (r - 1) + 1)1

Estafuncion la poderos usar para iterar graficamente nuestra relacion .

Para esto debennos graficar P(X)
into con la identidad f(x) = xI

N Donde notamos que sin importar el valor inicial de la

ien
iteracion

,
la recurrencia tien de a

-Y = 1

que es exactamente un puntofijo (estable) del Sist .
I= r -r

OgoqueSiVore, elist .
Lambien fiended r

, ya ee



b) Para analizar la estabilidad de unpunto fijo de un sist. =ICE) utilizado Mapas de Poincare
debennos calcular los autovalores asociados a DPIX)

,
d Jacobiano de P evaluado en los puntos

fijos que deseannes analizar .
Una Orbita cerrada es finealmente estable sa: IXr/1 UK

Notames que podermos in mas rapido si linealizanos la EDO ·
Nuestro puntofijo es =1

,
asi que

perturbanos commo r(t) = 1+ Gritt can 18r121 It

= Sr = 1 +8 - (1 +8)2
= 1 + 3r - (1 + 38 + 382 +8)

-=-28r + 0(8rY

· Er =-28r = Gr = fr.e

y cormo elflujo velve a atracesar S lego de un t=25= Gr=e
*

8r asique e
*

es nuestro valor
↓

propio y comple con que le 11 ,
asi que el equilibrio es linealmente estable



P2
⛺

a) Hagaros algo similar a lo anterior
. Gafiquermos P(x) 11 X

Xa = P(x) = 2 Xn si0z xn2 112 -
i

2-2X Si 1/2 Xn1 1

X

Esclaro que sele Hanna mapa de carpa por la forma de P(X) -
X

L I

b) Los puntos fijos cumplen can que Xn=P(Xn) ,
o sea

X

-

que el sist . Se queda quieto en ese punto y no cambia -

mientrasseg uimositer and la carpa hacemos la imposicinis

X

X P(x)

" I i
I

An = 2 Xn

que se comple sai X=0 ,
mientras que para el segundo tramo de la carpa imponenos

An = 2-2 x => Xn = 213

~ .
Los pos . fijos de este sist. Son x

*

-10, 2/3}

Para analizar la estabilidad , para el po.
x

*
=O considerates el trano 2x

-> P(x) = 2x = d = 2) 1 :. *= 0 es inestable
dX

Mientras que para x
*
= 213 considerates el tranmo P(X)=2-2x => DK) =- 2 <- 1 %. x

*
=2/3 es inestable

C Una Orbita de periodo-2 corresponde a un punto que lego de ser iterado das veces
,
severe

-

al mismopunto (un po . fijo seria una orbita de periodo-1) . Enconfremos un to que cumpla
esto

x2 = P(x) = P(P(x. ))
,
donde x2 = x

reannos si se cumple consideran do solo el primer trano

Not P(P(X. )) = P(2X0) = 2 : (2x) = 4X !
. Xo = 0

pero X.
= 0 es un punto fijo ,

asi que considerenes un que pasa del primer al segundo trano
.

to = P(2x) = 2-4x = x = 215

commo x= 2/52112 y P(2/5) = 4/5> 1/2
,
entences este si es unpto. de periodo-2 .

Laee
. de este

pto es

Xn+ = 2 - 4 xn => P(x)
= 2= 4x -P(x)K 1 .. X = 215 es inestable

d) Busquenos un po .
de periodo-3 ,

sabermas no se predemantener solo en el primer tranno

to 2. No = Xo = 0



probermos to = P, /Pc (P, (x))) = Pr(P2(2x. )) = P1(2 - 4x0) = 4 - 8x = x = 4/9
,
dende

Xo = 4/921/2
,
P, (419) = 8/9 >1/2

,
P. (89) = 2-1619 = 2192112 "P- (219) = 4/9 = X

asique se cumplen todas las hiptesis y xo = 4/9 seria upto
.
de periodo-3 . Commo su ec. es de la

forma
Xn+ = 4 -8 xn => P(x) = 4 - 8x = 1P(x)1 > 1

Xo=419 es inestable

Queda propresto el punto de periodo-4


