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P1.- Estabilidad 1D

Utilice diagramas de fase para encontrar los puntos fijos y estudiar su estabilidad, para los si-
guientes casos:

a) ẋ = f(x), con f(x) una función cualquiera

b) ẋ = x2
≠ 1

c) ẋ = x ≠ cos x

P2.- Bifurcaciones

Estudie cómo emergen puntos fijos y cómo cambia su estabilidad para los siguientes casos

a) Saddle-Node: ẋ = µ + x2

b) Saddle-Node: ẋ = µ ≠ x ≠ e≠x

c) Pitchfork: ẋ = µx ≠ x3

Para esto utilice diagramas de bifurcación y encuentre los valores de µ que generan la bifurcación en
cada caso

P3.- Péndulo no lineal

Considere la EoM que describe un péndulo simple

◊̈ + Ê2
0 sin ◊ = 0 .

Sin aproximar el término trigonométrico, separe la ecuación en dos EDOs de primer orden de la
forma

ẋ = f(x, y)
ẏ = f(x, y) ,

donde x, y no son las coordenadas cartesianas del sistema. Encuentre los equilibrios del sistema
y el comportamiento en el espacio de fases para distintas condiciones iniciales.
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P4.- Ciclo límite

Considere un problema donde la masa inercial m de una partícula es despreciable frente a los
otros parámetros del problema. Estudie el sistema dado por las siguientes ecuaciones

ẋ = µx ≠ Êy ≠ x(x2 + y2)
ẏ = Êx + µy ≠ y(x2 + y2) ,

donde ahora sí x, y son las coordenadas cartesianas de la partícula.

a) Grafique el campo vectorial (ẋ, ẏ) = (f1(x, y), f2(x, y)), donde

f1(x, y) = µx ≠ Êy ≠ x(x2 + y2)
f2(x, y) = Êx + µy ≠ y(x2 + y2)

y analice las trayectorias que seguiría la partícula para distintas condiciones iniciales (x0, y0)
¿nota alguna tendencia?

b) Con el análisis anterior, transforme este sistema cartesiano a uno en coordenadas polares con

x = r cos ◊ , y = r sin ◊ .

Analice el comportamiento de los equilibrios según r para los casos µ > 0 y µ < 0

c) Concluya cuál es el valor de µ que genera la bifurcación

d) Para el caso de existencia de ciclo límite (solución periódica a la que tiende el sistema), calcule
el radio de este ciclo
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Formulario
Estabilidad para multivariables

Sea un sistema de EDOs dado por la ecuación vectorial

ẋ = f(x) ,

con x œ Rn. Sea x0 un punto fijo (de equilibrio), para analizar la estabilidad de este definimos
x = x0 + ÷ y expandimos la función f(x0 + ÷)

÷̇ = f(x0) + Df(x0)÷ + O(÷2)
¥ Df(x0)÷ ,

donde Df(x0) es la matriz Jacobiana

Df =

Q

ccccca

ˆf1
ˆx1

ˆf1
ˆx2

. . . ˆf1
ˆxn

ˆf2
ˆx1

. . . . . . ...
... . . . . . . ...

ˆf2
ˆxn

. . . . . . ˆfn

ˆxn
.

R

dddddb

Las estabilidades estarán dadas por la ecuación de autovalores

det(Df(x0) ≠ I⁄) = 0 .

Para el caso de una variable, el análisis se reduce a analizar el signo de f Õ(x0) en

÷̇(t) = f Õ(x0)÷(t) .
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Auxiliar 7
P1

P2

Empeceros con el caso general i= f(x)

Ye
f(x) 208puntostsos10deequilibrisestandadesa are

a) en un diagrama de fase esdonde f corta el eje X
.

X
Y

8
X

⑧ -
X

La estabilidad de cada punto la definimos segune Silas flechas verdes apontan hacia el punto (estable)
O desde e punto (inestable)

V

Ye
d

X
2
- 1

zona f(x) 0 => > 0

b I .
X S Y

X I ⑧ X
-1 1

zona f(x) 0 => <O
-1 =

V

V

Ye X

Este caso lo pudimos haber graficado con el computador,

COS(X)
pero podemos hacer to a mano graficando cada fermi-

no por separado y ver crando secrugan , f(x) = 0
,

↳
YX y para ver la estabilidad basta con identificar cando-J un fermino es mas grande que el Otro

V

Signiendo ocupando diagramas de fase (X ,
i)

,
notannos que sitenennos

=f(X ;M) con un parametro
lo varios parametros constante

,
al cambiar M vaa cambiar f y conello los pos .

de equilibrio to y
en algunos casos sus estabilidades .

Er

+

x

Ex

=no hay
I < X T > equilibrios

X ⑧ ⑧8. X

·
caso extrano

I
X

X

W W W

M20 M = 0 >0



por to que pasames de tener 2 pos. de equilibrio,
a solo 1 po .

de equilibrio y luego a ninguno

< L ⑧8. -·

·~
V

-8 C ⑤⑧. - aurmento den
- [ 8 -
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Estoen un diagra de bifurcacion (M ,

x) se ve commo

M A ↓N

Donde las curves estan dadas por la es de puntos
-M -

5

Xx fijo
M + x = 0 = X =It

⑤ que es claro que las raices existen soloX para M20 -

X =

M + x2

X -

~

i M Una ecacion de la forma
⑤

N Se dice que presenta una bifurcacion delV
. tipo Saddle-Node

-

v

- .r

c) Para la bifurcacion de Pitchford
-

fenermos la EDO Y =Mx-x que en un diagramma de
fase se ve commo

* * Er

+
x

X To I
X

X ↳
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P3
Teneros la EDO +Wosint= O

,
dondesi nombranos x = t => x= y si nombranes y

= X

=> I = x= que por la EoM seria i =- W.sin(x)
,

asi quarremes e sist. A primer orden

= =

y
= f(x,y)

y
=

- wsin(x) = fz(x ,y)

y buscannes los pos . fijos imponiendo i ==0 = y=0"-wosin(x)=0

.. o =h con neIN y Yo
= 0

Para analizar la estabilidad calculeros la matriz Jacobiana

- 2 = 2 = 0 =1 = - w.cosk) :. DFxy=(-wicos(n % )
sy

calcularies la funcion de autovalores

det(DI(Xo, yo)
- Hex) =

- x
A

= 1 + W.cos(n)=0 => 1+-= IW.V-cos(n)
- Wocos(ni) -x

Puntos estables
-Parad caso n par => 1+, - son imaginarios puros conjugados E soluciones oscilatorias para Xity yet ,

mientras

que sin es impar => 11- son reales
,

uno positive y otro negativo por to que una de las soluciones decae a

Den t -> x
y la otra explota ,

to que indicaria puntos instables

Veannos estograficamente

⑧

y
=⑤ &

O I

X=0 O

Equilibrio estable Equilibria inestable



P4
a) Graficannos el campo vectorial (x

, j) = (f(x ,y ;M ,
w= 1)

, fz(x, y , u ,
w = 1)

y y

X X

Notamos que para M =- 4 la trajectoria tiende a CO
,
01 sin importar la C.

I
.
(X

., yo) ,
mientras que param

= 4

la trajectoria tiende a unanillo
,

sin importar si la C .
I

.

esta dentro (no graficadal o fuera del anillo /imagen de la

derechal
.

b) Debido a que el anillo se ve bien circular
,
intentennas escribir (x ,y) en cord . Polares (r ,

8)
.

Tenermos el

Sist.

X = Mx - wy - x(x +y , j = wx + My -y(x + y2)
-

sitormaros x=rcosty y= rsint - r=Vx + yz "tant = yIx

# = + 2 e
-by dt

V= 2 y . (Mx-wy -x(x+yy)) + 2Vx+y2(wx +

My
- y(x2 + y2))

2 x sy

= x (Urcost-crsint-rcoso . r2) + 1 /urcost+Musint-raino . r)
--

r r

- ~- MucosO-Urcostsint - rcos't + curcostsint+Musint - rsin't

=Mr - r = r(u -rt



=
=flarcton(y(x)) (Mx-wy- x(x+yy) + flarctanlyki)(wx +

ry
-yk + y-))

Ex by

= 1 (Urcost-crsint-rcoso . (2) + x (urcost+Musint - rsino . r)
2

r r2

- - -=-Mostsint + Wsin't + rcostsint + WCOs + McosOsint - rosine
= W

*⑧

↓ = r(u - rz)(1)
1

d = w(z)
· ·

At

Notamos de (2) que la particula se neve con vel
. Angular ste

.
mientras que (1) fiene la forma de una

bifurcacion de Pitchfork
X = Mx - x3

o sea
, que para MO tenemos solo un equilibrio y estable en r= 0 /imagen de la izquierdal ,

mientras que para
M> 0 ester= O pasa a ser un equilibrio instable y surgen doo equil. estables

,
r = IV ,

donde commo r>0

realmente solo foramos r = +M .
En un diagramma de bifurcacion

M
N solo esta region# p es fisicamente de interes

X -Y

.... M

....
V

--

C) Es claro que Mes el parametro de bifurcacion y genera el cambio abrupto del sist. en M=0 , ya que se pasa de

fener 1 equilibrio estable a 1 equilibrio estable (distintol y I inestable

d El radio del ciclo limite seria r = constante


