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P1.- Péndulo anarmónico

Considere un péndulo con una masa m suspendida en un resorte ideal con cons-
tante elástica k y largo natural l0 y en presencia de un campo gravitatorio g, ver
Figura 1.

a) Calcule el Lagrangiano y expanda en Taylor hasta tercer orden el término aso-
ciado a la energía potencial elástica

b) Encuentre las ecuaciones de movimiento

c) Para resolver la ecuación de movimiento orden por orden, expanda las coor-
denadas cartesianas como x = x(0) + ⁄x(1) y y = y(0) + ⁄y(1), al igual que las
frecuencias del sistema ‹i = Êi + ⁄Ê(1)

i , donde ⁄ π 1 es un parámetro pertur-
bativo del problema

Figura 1: Péndulo-resorte
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Expansión en Taylor

Sabemos que una función f(x) de una sola variable puede ser expandida en
torno a un punto x0 en serie de Taylor como

f(x) =
Œÿ

n=0

1
n!

dnf(x0)
dxn

(x ≠ x0)n ,

mientras que para una función de dos variables, f(x, y), en torno a un punto
(x0, y0), sería

f(x, y) =
Œÿ

i=0

Œÿ

j=0

1
i!j!

ˆi+jf(x0, y0)
ˆxiˆyj

(x ≠ x0)i(y ≠ y0)j .
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Auxiliar 6
P1
al Este problema tiene doggrades de libertad : (r

,
t)0 (x ,y) ,

escogerenes las coord . Cartesianas
. ILa energia cinetica es simplemente

l

·mean
:

⑦
T= m(x;) it r(t)

y las energias potenciales

-Ug = -m. r= mgY . (xx +yy) =

mgy y

-Un = (k(r-b) = 1k(VX+ (l-y)2 - 10)2 --missI

2

entences el Lagrangiano es

2= T- U = (m(x+ ; )-mgy-k(Vx+ (l-y)2- 1.)
Normalmente aproximarianes este Lagrangiano hasta segundo orden enTaylor para asi obtener EoMs

lineales .
Sin embargo,

si la perturbacion de las coord
., q:

= Gio+8q:, no estan pequena , hay que
considerar mas ordenes en la expansion7

Expandanos la energia potencial elastica al ser el Unico termino no polinomial , donde el Taylor
de dos variables es

Pr(X
,y) =zij extfixylang*"ly-y .

"

= f(X , yo) + fx (X ,y)(x- x) + fy)X , y. )(y - yo)

+ fxx(x ,y.)(x- x)'+
,
fix(,y. )(y-y + 2

.ffxg( ,ya)(x-x0)(y-yo

I ! 1 fixy(X0,%)(x-x"(y-y.
1 +-! 1 fyxx(X-x(y-y)" #fex(x-x + fyyK.,yolly-yol

2! 3 ! 2 ! 3 !

too

El punto (X..Yol es la posicion de equilibrio (estable sidios quiere) ,
donde es directo que x.

= 0 y 1
esescogidot .q .

el origen de nuestro sist . Se encuentre a la altura especifica del equilibrio en la card . y
Ocupando Mathematica jejeje ,

obtenennos

-k(Vx + (l-y)- - b) = -k(l-b+ k(l-lo)by - kby - k(l-6)8x2+k8xyt . .

u
fermino de orden 3



y poderos calcular & considerando d caso ID canx=0

mi =- mg +k((l -y) - b)

donde i =0 en y
= 0 =>

mg= +k(l-b) = 1 = +mg/k
=>> - k(x)l-y)- -b) =

- mig+mngly-by- my + ko &xfy
as

8t
212

reenplazando en el Cagrangiano ,
renombrando lastes

. I notando que se cancelan los mig by deNg y Um

(m)87sy-sy2-q8x+kh . 8x8y) - get

=m(1" Sy2-WiSX-wiby+ 208x'sy)

klodonde definiros wi ,
W= I, =

am

Desde ahora cambiernos la notacion de 39: a simplemente q : (para no escribir tantos 8's)

L =Am(xy"-wix-wiy'+2xxy)
entences las ecs .

de E-L serian

8 =- wix+2xxy -

=-wi +a

-k = x = (... )= rb
= y = Gl... ) = y

+Wix-2xxy = 0 (1)
1

i + wiy -xx= 0 (2)

A continuacion havemog el procedimiento habitual de oscilaciones anarmonicas (revisar Landar o Saletan) ,
separanos losdistintos oudenes que constituyen x ey cormo

10) (1) (1) (2)
XX(t = X + xX + x*+

... -y(t) =y+ y + xy+ ...

Tambien perturbareros as frecuencias commo

Vi= Wit XWY + wit... Ue=WitWe + W! + ...

entences sidefinimos Ti= ri t "Tc= rt para x ey respectivamente

=> d = rid= Vix"= (Witaw, + Wit ...
"

(X" ax" a'x"t ...
dt



=>

↳ = (W-+aw"+(Wit ... ) (y'" +xy
* "I a'y"+ ...

)

↳ derivadas er a Tz

Reenplazando en (1)

=> (Witaw,+ *Wit ...
"

(*** ax"+' *""t ... ) +Wilx+xx+ ax+ ... )

- 2x(x" + xx" + xx+ ... ))y +xy + dy"+ ... ) = 0

calclaveros la correccion solo hasta primer order, x"y y , per to que solo nos quedarenos can los

termines de order 02x y Olay ,
el resto lo desprecianos

=> (Witaw,")" (x" " +xx"") + wilx +xx") = 2x)x"y + xx"y" + xx" y
,x) = 0

-> (Witzaw ,
w") IX""+ *x"") + Wix"+awix"-2xxy'

*
= 0

-> Wix
"""+wix""+2aww"X"+ Wix"+Qwix"-2xxy

*
= 0

Con esto armannos das EDOs
,

una de orden Ol y otrade orden Ola

WICX* "

+ X*) = 0 11 . 1)

Wi(X" "
+ X") +2WW* "-2 xy'

* = 0 (1 . 2)

Repetimo el procedimiento,
ahora para (2)

=> (Witzaww") (y "Tay"") + Wey"+aw?y"-xx
*

= O

=> Wily"
"

+y
* ) + a (Wily" "+y") +2wew,"y'" - X* I = 0

y sacamos las das EDOS

Wily"
"

+ y(0) = 0 (2 . 1)

Wily"
"

+ Y) +2WeW:
"ya" -X* = O (2 .

2)

Notarosque (1 . 1) y (2 . 1) Son M
.
A

.
S

. con soluciones de la forma

X
"

(T1) = GCOS(51) = ACOS (V, t)
~

y (T: ) = bcos(T) = bcos( rit)

reenplacenosen (1 . 2)

=> Wilx" "

+ x")-2ww," acos(Ti)-habcos(T. cos(T2) = 0
< coscosp = (cosk+p) + cos(x-B1]

=> Wilx" "

+ x")=acos(Ti) +ab(cos(+c++2) + cos(T-
- +2)]

forzamiento indescado

A diferencia del Auxiliar 5
,

ahora debernos eliminar los forzamientos con frecuencia igual a la frecuencia
natural de la For

,
de atra forma nuestro metodo de aproximacion dejaria de ser valido ya que q

tenderian a infinito



Es por esto que debernos exigir Wi"=O => U= W, = T1= Wit
y obtendriannes

=> Yn+wix"= ab(cos( Wit+v2t) + cos(Wit-rit)] (3)

antes de resolver esta EDO
,
desarrollernos (2. 2)

=> Wily""+y") = 2wiw,

" beos(i) + acOS(+1) cos (in) = 0

> Wily"
"

+y") = 2wiw!""

bos(T2)+(cos(2+) +1)
aqu fambien tenennes que famar w. = O para que no tengamos una sal . divergente /par resonancial

=> Wily +yn)= a(cos(awit)+1)
y commo ahora V== W2 => ↑2 = Wit

=> +Wiy"=
(cos(2wit) +13

que tienesa. homogenea
y (t)=Acos(wit) +B sin (wet)

y sol . particular y : lt)
= a a cos(2Wit
zwi

*

2(Wi-4w)

=> y" (t) =y +y = Acos(wit) +BSin (wet) + a I a cos(2Wit
2Wi 2(Wi-4wi)

Recordando que Uz = We

13) => "+Wit=ab (cos((witwilt) + cos((w,-wist)]

que tienesal . homogenea
x (t) = C· cos (Wit) +D . Sin (Wit)

y so . particular
x " It)=- ab cos((witwist) + ab cos((w,

-wi)t)
We(2w,+Wil WeCLWI-W2)

=> x"(t) = C. COS (Wit) + D . Sin (Wit) -
ab cos((WitWist) + ab cos((w,

-wi)t)
We(2w,+Wil WeCLWI-W2)

donde paraencentrar las des de integracion A,
B

.CyD debernos usarlas C .
I

.

de este metodo

!

q (t= 0) = 0
-

(t =0= 0 It = 1

de todas formas , pasado el suficiente tiempo la sol . que dorina es la sol. particular ,
entances

solo tormeros :"Y y .
" (siquieren ,

calculen estastes.
,
a mirme da Perezal



Finalmente
,
nuestra sol . completa /hasta orden q" ,

<) seria

* X(t = x +xx = acOS(Witl -Xab cos((witwist) + aab cos((w,
-wi)t)

We(2w,+Wil WeCLWI-W2)

*
Yct = y

*
+

xy
*

= bcos(Wet) + x a + x. a cos(2Wit
2Wi 2(Wi-4wi)

En las siguientes Figuras semuestra una comparacion entre la solucion nimerica del sist .
de EDOS

(1) y (2)
, y
el resultado que obtuvinos

Fig 1 : XIt) para Wit , Wi= 1
. 2

,
a= 1

,
b =2ya = 0

.
05

Figh: YIt) para Wit , Wi= 1
. 2

,
a= 1

,
b =2ya = 0

.
05


