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P1.- Ecuación de Mathieu con roce

La ecuación de movimiento del péndulo de kapitza plano con roce viscoso está
dada por la ecuación de Mathieu a la que se le agrega un término —÷̇

÷̈ + —÷̇ + [‘ ≠ 2h cos(2t)] ÷ = 0 .

Las regiones de estabilidad e inestabilidad para el caso sin roce (— = 0) se visualizan
en la Figura 1

a) Para — = 0 calcule las expresiones analíticas de los límites que definen las
regiones de estabilidad para una región en torno a (h, ‘) = (0, 1) (origen de la
primera lengua de la Figura) considerando h π 1

b) Repita el cálculo anterior pero para — ”= 0

Figura 1: Regiones de estabilidad (zonas blancas) e inestabilidad (zonas achuradas)
en función de los parámetros del problema
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P2.- Péndulo Andronov-Kapitza

Considere un aro de diámetro R, el cual está lubricado. Un anillo de masa m puede
deslizarse sobre el aro sintiendo el efecto de disipación de tipo húmeda caracterizada
por el coeficiente de amortiguamiento ⁄.

Si el aro es sometido a girar con respecto a la vertical con una velocidad angular
� (ver Figura 2)

a) Encuentre las ecuaciones de movimiento

b) Calcule los puntos de equilibrio y caracterícelos en función de los parámetros
del problema

Figura 2: Péndulo de Andronov-Kapitza

Roce viscoso
Para considerar un problema con roce viscoso lineal con coeficiente ⁄, el La-
grangiano se modifica como

LÕ = e2⁄tL ,

donde L es el Lagrangiano de toda la vida. Entonces las ecuaciones de movi-
miento se calculan utilizando las mismas ecs. de Euler-Lagrange, pero usando
LÕ

d
dt

A
ˆLÕ

ˆq̇i

B

≠ ˆLÕ

ˆqi
= 0
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Auxiliar 5
P1

Laecuacion de Mathieu sin roce esta dada por

i + (t-2hcos(2t)]m = 0 (1)

Para el punto (h ,
e) = (0

,
1) esta se transforma a

i + y = 0 =

y(t)
=

y .
cos(t+8) (1)

con % la amplitud de oscilaciony
& undesfase .

Debido a que consideraremos una regionen
torno a (h

,
e) = (0

, 1) = h< 1 y
- ~ 1

.
torarennes camo ansatz (1) pero con un nuevo termino

eint que nos indicar si la sal . es estable o inestable
,

asi que propangaros

M(t) = you'ntcos(t+8) sepredetermar 8 = 0
, pero

asi es mas general
=> i = in y.

entcos(t+8) - Yoeintsin(t+8) => Y = -Mineintcos(t+8) - him moeint sin (t+8)-Moeimtcos(t+8)

reenplazamdo en (A)

=> -Minoeitcos(t+8)-hiMmoeint sin (t+8) -Moeint costs) + (E-2hcos(2t)]M .
eimtcos(t+8) = 0

=> ( -M - 1 + t]cos(t+8) -hiMsin(t+8) -2hcos(2t cost+ 8) = 0 (2)

reescribines el Ultimo termino

cos(It)cos(t + 8) = cos(2t-(t+8) - sin(2t)sin (t + 8)

=cos(A-8) - (cos(2Hcos(t+8) - cos(2t+ (t+ 81)]

=cos(t-8)-cos(2Hcos(t+ 3) + cos(3+ + 8)

> COS(2tcos(t+ 8) = 27 (cos(t-6) +cos13t+8))

donde despreciaros el termino cos(3++ 8) ya que cumple el rol de unforzamiento confrequencia
distinta a la frequencia natural del sist

,
37 1

, y seria despreciable frente a otros forzanmientos
con frecuencia igual a la natural

,
como cos(t=5) y sin (t+8) (que tienen frecuencia 1 igual que el

ansatz)
Reemplazanosen (2) y usarmos

cos(t1 8) = costcos8 I sintsing y sin(t+8)
= sintcoss+cost sing

=> ( -M2-1 + =) (cost cost-sintsing) - hiM(sintcof + costsins) - h/costcoss + sintsing) = 0

-cost(( -M-1+1-h) coss-2imsing] + sint [(m41---h) sing-2incoss] = 0 (3)



↳stienequeresolverse Fly commo cos y sin son I. entences los coeff . que los a componen de in

( - =
- 1 + - - h) coss - hising = 0

- Cincos8 + (Mi1---h) sing = 0

deforma matricial

(Fuzt- h) (c -n)((-8)
= (8)

*8 t . q .
cos8=sing=0

, por lo que debernos impener que la matrig de la isquierda no sea invertible

=> deff (uzte-h) -h) I = h
- (n+1- ) + Y' = 0 (4)

Ahora
,
recordanos que nuestro ansatz es Mit a eintcos(t+8) ,

asi que teneros distintos casos

> M 0 : entences MER y yct es oscitatorio estable

- U0 : entences MeD comoM= Re(ul +
: Im(n)=> int=-Ir(ult+iRe(mlt ,

asi que depen-
diendo si In (u) espositivo o negativo la solucion ser estable o inestable

entences el limite de nuestras regiones estan dados par M'= 0 , reeplazamdoen (4)

=> hi - (1 -z) =0(> h = 1(1 - t)

o sea que h(z) es una funcion can pendiente I1 y que eruza el eje Yen =1

Para -= 1 y htO -
mustaregiona re

de immediato lasolucion
es inestable 1 -

- 1
r ↳

h= - 1 + E

↳ h= 1 - t



Ahora
,

si tomanes =O

i + Bi+(t-2ncos(2+)]n = 0 (5)

considerando el punto (h , e
,
B) = (0

,
1

,
0) tenemos el misro caso deantes

i + y = 0 =

y(t)
=

n.
cos(t + 8)

asi que tormenos el mismo ansatz M(t)
= 1 .
eintcos(t+8)

, reemplazando en (5)

-Mneintcos(t+8)-hiMMeint sin (t+8) -Moeintcos(t+S)

+B) in yeintcos(t+8) -Yeintsin(t+8)
+ (t- 2h cos (2t)] Moeimt COS (t+ 81 = 0

haciendo lo misrmo de antes

cost(( -n-1+1-h) coss - hising + BiMcos8-B sin8]

+ sint ((mi1---h) sing-2incoss - Bcoss - Binsing J = 0

los coeff . que accompanan el cos y sin deben ser 0 (jugaros un poco can los signos

(h + (n + 1 - - - Bin)) cos8+(2iM+B(sin8 = 0

(2iM+B) cos8+(h-(m 1 -- - Bin)) sing = 0

-det( ... ) = hi (n+1-- - Bin - (2in+B) = 0

siguiendo lamisma logica de antes ,
el limite de las regiones esta dado porM= 0 (EM=0

=> hi - (1 - -)
2

- B
=

0

- - (1-e= 1 I -

=1 ,
con y

= 1- 1

B Be

donde para B fijotenemos la ec
.

de una hiperbola can asintotata 1 -

ty
- 1 +

-zona instabilidad

1 -= ↳ - 1 +E
El aumento de B hace "subla curra de la
I hiperbola y toman do B

= 0 recuperanos

I ↳ exactamentedObtenidoaae
Tenermos que poderos tener h0 (pequino sil

B= 1
y ahora la solucion si seria estable



P2
Un Sisterna con roce viscoso lineal can coeficiente *I por ej . en un oscilador ID

amortiguado este coeff . aparece como " +2xx +wix=0) puede ser modelado can un

Lagrangiano de la forma
1 = e

+

)T -V)

de donde las ess .

demor
,

Secalculan con E-1 usual

:) q: O

Entances encentrennos el Lagrangiano del Sistemna .

k
t> ⑧ En coord. Cartesianas :

W ↳ x = Rsintcoset y= Rsinksint bZ= -Rost

Roost r X = Rcostcot. -Resintsint
z= 0

I
-

↳ j = Roastsint+ RRsintcost-
b E = Rsint

Fig 1 : Vista I al aro

=> T=(m(x+; + E')
t >O -I

Rsint
=m) Ricostcost &+Rsin'tsin't-2R'costsintsintcoshtI

+ RcostSintO'R'sintcost +2R2 coOsint cost sin&t

- sir
sinet

+Rsin"

-

Fig 2 : Vista desdearriba -m (RcosO+
RR'sin't+RsinO8

=m(RE+ RsinORY >rapidezword esfricas con 6=

y la energia potencial gravitatoria
U =-mig . F = nig . (Rsinocosti + Rsindsinty - Reaso

= mgRoost
=> 1= ein(fm(R + Rsin") + mgRcosD)



asi que la ec.
demou . es

~ o = et(mR"sintcost" - migR sind

= emR (e) = e (21mR8+mR

=> + 21-R"sinEcost+ sint = 0 (1)
R

los equilibrios (relativos) Se don en = 8 = 0

=> I sint= sinocost
R

que se comple para sint. =O O cost= 9 .

R

Toraros &= 0.
+80 y expandinos a prinner orden la EoM In

↳ sin (0.
+ 80)cos(t .+88)= Sint. costo +(Cost . -sin. ) 80+ 0(88Y

- Sin (0. + 88)= Sint.+coSt.. 80+ 0(88)

=+2N-R"(sint
. costo + (cost . -sinc. ) 30] +

Isinto+ cost· 88=

-> i + 21n+ Won = 0 (2)

donde m
= 80+ cte

,
A. q . Sehormogeniza la EDO y donde

W.

= Icost. -"coso-sindo
R

Para analizar la estabilidad de los ptos. de equilibrio tomannos elansats

Mit =M. eir eint ,
con M= Re() +i(m(n) =d

reeplazanos en la toM

-> -

-

(t) + 21iMm(t) + Win(t)
= 0 1 - nt)

-> M -M . 2iX-Wo= 0

Mrz= in IV- + Wo

- i1 = - x + scost. -2 cost-sindo



Notannos que camo el ansatz es m(t & eit-e-imlustgiRelmit
, para que la solucion

sea estable necesitaros que MER 0 que Im(m)>0 ,
entences nuestro caso limitees

crando M
= 0

,
O sea para una de las raicesdeMi + .q .

I
Wo= Icost. -2"Cos-sin0) = 0 (3)

R

ya que de esta forma Mr= is
= i1= is =>M1= hi1 y Mr

= 0 dondese curple
que MER o Im(u)>0 .

Mientras que para w.0 tenemos que

Mrz= is IVx-wo

donde VI-w: A para W.>0 => Im(u)/0 , pero VA-w: > 1 para w. O par to

que uno de los M : fendra Im(u)0=> instabilidad

Commo (3) define nuestro limite

R = (Cost. -sinc ) & (4)
para el caso sint.

O
COSDo ~

Se

que representa una parabola con concavidad (east. -sindol/cost: en un grafico
gIR v. S .

&

r
-

-> Curca si la concavidad es positive

- zona estabilidad

X -
R

- curva sila concavidad es

negativa
N

mientras que si consideramos el caso cost es reardenames (4)
↓

E = (2008-1)22= 294R"- & =

- R
e

gIRR2 I
- G= RY =

G IR

que ahora son dos parabolas,
una con concavidad +1 y la dracon-1

* Para el caso sint= O => E.

= 0vi se obtiene lo misro
, g/R= Ih


