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P1.- Control 1 2022-2

Una bolita de masa m se desliza sin roce por el interior de una copa. La superficie de la copa está
descrita por la función z = f(fl) donde z y fl son coordenadas cilíndricas y el eje vertical k̂ es el eje
de revolución de la copa (ver Figura). Se observa que la bolita se mueve describiendo un círculo y
manteniendo constante su altura.

a) Dibuje el DCL de la bolita

b) Escriba las ecuaciones de movimiento en coordenadas cilíndricas

c) Determine la velocidad angular Ê de la bolita en términos de dz
dfl , el radio del círculo y otras

constantes del problema

d) Considere los casos de una copa de martini (zm = fl) y en una de vino (zv = H
! fl

R

"2). Determine
la velocidad angular Ê en cada caso

e) Si la altura de la bolita en ambas copas es la misma, señale en cuál de ellas la bolita tiene una
mayor velocidad angular o si esto depende de alguna condición de los parámetros
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P2.- Fuerza normal no trivial

Un anillo de masa m desciende, debido a su propio peso, por un alambre de forma helicoidal de
radio R0 y paso tal que z = h ≠ „R1. No hay roce anillo-alambre, pero si hay un roce viscoso: el
anillo es frenado por un roce viscoso lineal F̨ = ≠cv̨.

La condición inicial es „(0) = 0, z(0) = h y „̇(0) = 0 y la aceleración de gravedad es g.

a) Obtenga el vector unitario tangente t̂ de la trayectoria y con este encuentre la expresión más
general posible para la fuerza normal N̨ de este problema.

b) Descomponga la ecuación (vectorial) de movimiento en ecuaciones escalares (lo usual).

c) De las ecuaciones anteriores obtenga la forma explícita de Ê(t) = „̇(t) en función de los datos:
m, R0, R1, c y g.
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Formulario
Coordenadas cilíndricas

La posición, velocidad y aceleración en coordenadas cilíndricas están dados por:

r̨ = flfl̂ + zk̂

v̨ = fl̇fl̂ + fl„̇„̂ + żk̂

ą =
1
fl̈ ≠ fl„̇

2
2

fl̂ +
1
2fl̇„̇ + fl„̈

2
„̂ + z̈k̂

=
1
fl̈ ≠ fl„̇

2
2

fl̂ + 1
fl

d
dt

1
fl

2
„̇

2
„̂ + z̈k̂

Fuerza normal general

Por definición, la fuerza normal N̨ es siempre es perpendicular/normal a la superficie.

El vector unitario tangente a la trayectoria de una partícula se calcula como

t̂ = v̨

||v̨ || ,

por lo que, en la mayoría de los casos (no todos), se tiene la relación t̂ · N̨ = 0. Esta relación
solo se ocupa cuando la partícula sigue una trayectoria no trivial.

Figura 1: Coordenadas cilíndricas
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Auxiliar 5
P1 Notamos que solo tenemosdos fuerzas actuando sobre

la particula : la normal perpendicular a la superficie
ka y el peso en -k

T
* ⑤ Por enunciado

,
debemos degir un sist . de coord . Cilindri-

----E n

f
cas con origen en la base de la copa

*
Toca descomponer las fuerzas -

1mig ↳ Peso : Fo = -migk fxi)
-

w
=

-5 =2
despress↳ Normal : N = Ne + Nzk

B2
calculamos

⑤
- Y para expresar la aceleracion (en clindricas) usamos que

D = % = 0 Di= = 0

el radio de una orbita
asi que tendriamos - en especifico

↓
a = K:by + 14 23)+ = - " +d4-8

donde ocupamos la expresion conderivada en porque no hay fuerzas en y
por lo tanto hay conservacion del momentume angular

7

Reemplazando en segunda Ley de Newton ,
ma = ZF

-my + d(mp20) = - mgk + Neg +Ne

con lo que conseguimos la ec. demovimiento vectorial. Obtengamos las ecs.
escalares

-my = Ne

my
k O = -mg+ Nz => Ne = mg

Donde, recordar quep es el radio de la orbita que seguiria la particula .

Ahora, no conoceros la expresion de Ne como para despejar p de ), por lo que
deberos buscar la expresion de esta normal.

Notamos que en tenemos la normal en 9 , pero como sucede siempre,
no sabemos su expression a priori (no hay una formula general para la normal,
depende del problema) , pero geometricamente podemos ver que Ne y Nz vienen
de lamisma normal, por lo que esta relacionadas



Por calculo diferencial tenemos que la pendiente en un

·
punto X de una curva f(x) es

de =) = tan(d)
6)
dx

dx

.......B -E - -E - - -- yesta pendiente es igual a la tangente del angulo
formado con la horizontal · Asi que en este problema

tendriamos que

tonx = &D =d
y tenemos que tanx = tan (H12-B) =# , por lo que las normales seriae

= Ne +Nzk * Ne = -NCosB" Nz = Nsinp

y como tom-sin/cos => 1== -N =-N
Nz/ Nz
-L 1

· NtaeB SinB&z = -Mngi park)
1

Ahora si , reemplazando en f)

=> -my =

- mgde
↳ By = V dzz

Reemplazando enembos casos
↳ Martini (zm = f) : m =d

= 1 = Wm
I

· Vino (zu = H(y/R)4) : d = 2H, WFN =V
Para saber cul tendria mayor velocidand angular , habria que saber la altura en
especifico , ya que para una altura muy grande um => 0 (recorder zm = g),
mientras que lui es constante para cualquier altura

*

En este lado Wi >Wi

:



P2
Por la forma de la trayectoria es obvio ele- !

gir coord. Cilindricas

a) Para calcular el vector tangente unitario M ·

>
usamos la formula PL ->

E
= l w

asi que primero expresmos la velocidad ,
donde por la forma de la espiral tenemos :

jc ·
·

f
= Ro =>> j = = 0

↑ z= h-DR = 2 = - qR = - !R

Reemplazando en la velocidad
i = j +j + k = Ri-Rigk

y su magnitud seria
1 E1 = PVR + R:

asi que E seria : E = Ro
-

Ri k (1)

XR +R XR +R

Ahora, por def . la normal es perpendicular a la superficie , en este caso la espiral

qquetieneelmismovectortangentequelatrajectoria de la partiaa (por que esta sigue

T . O (2)

En este caso, por la forma oblicua y curvilinea de la espiral, tenemos componentes
de N en las 3 direcciones, o sea,

N = Ne G + No + Nzl (3)

asique (1) y (3) en (2)

(Ne + No P+ NzR)
· Ro, &

-

yRi 1)
= 1 (NoRo-NzRe)( VR +Ri

=> No = NeR .. N = Neg +Ne + Nzk
Ro



b) Pensemos en las fuerzas aplicandose sobre la particula

· Gravitacional : Fr = -migk
↑ Normal : N = Ne +Ne + Nz

· Roce viscoso : Fr = -C = -C(R. -Rik

y la aceleracion en cilindricas seria

a = (j - jj + (2 +Pl + Ek
= - Ro + R: -R.O

asi que la 2 da Ley de Newton seria

ma = Z: Fi

·m(-R.G + R. -R. ) = -mgk + Neg +Ne + Nzk-C(R- -Rik)

y las ecs. Escalares serian

i) - mRoD = N
!) MR: O = NeE-cR . O

Ro

) - mRiO = - mg + Nz + CRid

De las ecs. de )y ) podemos despejar Ne (que no conoceros) e igualar
④Nz = (mR + CRO

Y mR +CR = -mR +MgR - CRid

E > Nz = - mRiO +mg-CRi (m(RtRil = mgR, - c(Ri +Ri)

↳= C-D , can c
= GR
Ro+Ri

antes de integrar "escondamos" la parte inhomogenea constante, ci ,
como

· = (ma-0) , definimos -D=-

-! = -=
a

que ahora si podemos integrar

d =

= dt / I



=> (Fl do =-
=

per enunciado

donde como CH = Mc -(t) - (t=0 = mG - (t=0 = mc
C C C

=> In (G(t) - In (mc) =-
-t

=> (H) =mc-(t = me eC

> (t =mc(1 - emt


