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P1.-

Considere un poste de secciéon circular de radio R colocado verticalmente sobre una superficie
horizontal. Una particula de masa m se encuentra atada a una cuerda de largo Lg, cuyo otro extremo
se encuentra fijo al poste. El roce entre la particula y la superficie horizontal es despreciable. En
un cierto instante, cuando la cuerda se encuentra estirada y en una direcciéon tangente al poste, se
da a la particula una velocidad inicial vg, en direccién perpendicular a la cuerda estirada, como se
indica en la Figura.

1. Determine la ecuacién de movimiento de la particula m en un sistema de coordenadas conve-
niente.

2. Obtenga la velocidad angular ¢ en funcién del dngulo ¢ (dngulo de enrrollado de la cuerda).

3. Suponga que la cuerda se corta cuando la tensién alcanza el valor T4, obtenga el dngulo ¢
de enrrollado de la cuerda en ese momento.
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Figura 1

P2.-

Considere un tubo de radio interno R y largo L colocado en posicién vertical, con su extremo
inferior cerrado. En un cierto instante se suelta en el extremo superior del tubo (y desde el reposo)
un émbolo de masa m, que se mueve hacia abajo por efecto de la gravedad, sin roce con las paredes
del tubo, comprimiendo el aire encerrado por debajo de él. A medida que el aire de la camara inferior
se comprime, su presiéon P aumenta de modo tal que el producto entre la presion P y el volumen V'
de la camara se mantiene constante (PV = Cj, con Cj conocido). La presién atmosférica fuera del
tubo es igual a Fj.
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1. Escriba la ecuacién de movimiento para el émbolo.
2. Determine a que altura el émbolo alcanza su maxima velocidad.

3. Determine una ecuaciéon para encontrar la altura minima que alcanza el émbolo sobre la base

del tubo.
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Figura 2

P3.- | [Propuesto]

Una particula de masa m se mueve sin roce sobre la superficie externa de un cono con semiangulo
de apertura «. La masa estd unida a una cuerda que pasa por el vértice del cono y es recogida con
una velocidad vy, como se observa en la Figura. Inicialmente la masa se encuentra a una distancia L
del vértice del cono y girando con una velocidad angular wy con respecto al eje del cono.

1. ;En algiin momento la masa podria despegarse de la superficie del cono?, si es asi, ja qué
distancia del vértice?

2. Calcule la tensién de la cuerda en el momento que esto suceda.
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Figura 3
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P1.-

Considere un poste de seccién circular de radio R colocado verticalmente sobre una superficie
horizontal. Una particula de masa m se encuentra atada a una cuerda de largo Lg, cuyo otro extremo
se encuentra fijo al poste. El roce entre la particula y la superficie horizontal es despreciable. En
un cierto instante, cuando la cuerda se encuentra estirada y en una direccién tangente al poste, se
da a la particula una velocidad inicial vy, en direcciéon perpendicular a la cuerda estirada, como se
indica en la Figura.

1. Determine la ecuaciéon de movimiento de la particula m en un sistema de coordenadas conve-
niente.

2. Obtenga la velocidad angular ¢ en funcién del dngulo ¢ (dngulo de enrollado de la cuerda).

3. Suponga que la cuerda se corta cuando la tensién alcanza el valor Tpsx, obtenga el dngulo ¢
de enrollado de la cuerda en ese momento.
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Figura 1

Respuesta

Usamos coordenadas polares para definir la posiciéon de la masa. El origen del sistema lo ponemos
en el centro del circulo y tendriamos:

7= Rp+ (Ly — R)9,

donde R es la distancia al borde del circulo y el término que acompana a qAﬁ es el largo de la cuerda
medida desde el borde del circulo, que es igual al largo original Ly menos el tamafio del arco descrito
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por ¢. Importante notar que no hay componente de altura, ya que la masa estd en contacto con
la superficie horizontal y la normal de esta contrarresta la fuerza de gravedad, asi que siempre
trabajamos en un plano.

Derivamos 7 con respecto al tiempo,

"= Ro) — Rdd — (Lo — R)dp

= —(Lo — R9)p.
Recordar: R
dp . do

Derivamos nuevamente para encontrar la aceleracién:

7= R$*p — (Lo — Rp)pp — (Lo — Rp)H*¢
= (R$* — Lod + Rbp)p — (Lo — Rp)d?o,

con lo que conseguimos la ecuacién de movimiento.
Ahora, analizando las fuerzas en los distintos componentes, tenemos:

e p: No hay fuerzas
. gZA): La tensién de la cuerda

e k: Fuerza de gravedad y la normal de la superficie horizontal, que son iguales en magnitud, pero
distinto signo, por lo que se anulan (no atraviesa la superficie ni comienza a subir)

= m(R$* — Lo + Rdd)p — m(Ly — Rp)$* = 0p — T, (2)

donde la tensién va en el sentido contrario hacia donde crece ¢ (jala a la masa). Con lo que podemos
igualar las componentes que acompanan a los mismos vectores unitarios de (2),

m(R$? — Log + Rop) = 0; —m(Lo — Rp)¢* = —T (3)

Cuando una expresion estd igualada a 0, sospechamos que hay cosas que se conservan, asi que
notamos que la primera expresion de (3) se puede reescribir como:

R& — Lod+ Réo = % (~0Lo + Réo) = 0

= —¢ Ly + Ro¢p = constante

O sea, ¢§L0 — Rci)gﬁ mantiene su valor en todo el movimiento, asi que en cualquier momento debe
ser igual a sus valores iniciales, donde ¢y = 0y ¢g = vo/ Lo

= —¢Lo + Roo = —vg
Vo

T LR

con lo que conseguimos expresar la velocidad angular en funcién del dngulo.
Finalmente, en (3) tenemos una expresién para la tensién en funcién del dngulo y la velocidad
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angular que podemos reemplazar con lo conseguido,

Vg ) 2 muvd

:>T_m(LO_R¢)(LO—R¢ :LO—R(ﬁ.

Notamos que T' crece cuando aumentamos ¢ desde ¢y = 0, hasta que Ly — R¢; = 0, donde el valor
de la tensién explota, asi que, segiin enunciado, la cuerda se cortaria en este punto ¢ = Lo/R.
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Figura 2: Forma de T, param =vg =R =Ly =0

P2.-

Considere un tubo de radio interno R y largo L colocado en posicién vertical, con su extremo
inferior cerrado. En un cierto instante se suelta el extremo superior del tubo (y desde el reposo) un
émbolo de masa m, que se mueve hacia abajo por efecto de la gravedad, sin roce con las paredes del
tubo, comprimiendo el aire encerrado por debajo de él. A medida que el aire de la camara inferior
se comprime, su presiéon P aumenta de modo tal que el producto entre la presiéon P y el volumen V
de la camara se mantiene constante (PV = Cp, con Cj conocido). La presién atmosférica fuera del

tubo es igual a Fj.
1. Escriba la ecuacién de movimiento para el émbolo.

2. Determine a que altura el émbolo alcanza su méxima velocidad.

3. Determine una ecuacién para encontrar la altura minima que alcanza el émbolo sobre la base
del tubo.
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Figura 3

Sabemos que la presién atmosférica genera una fuerza hacia abajo a los objetos en la Tierra. La
presién dentro del tubo va aumentando cuando disminuye el volumen, y esta genera una fuerza sobre
el émbolo que apunta hacia arriba, o sea, se resiste a que el émbolo baje.

La fuerza ejercida por una presiéon se calcula como:

F,=A-P,

donde P es la presion y A es el area sobre la cual actia, en este caso el area de las caras del
émbolo A = 7R?. También se tiene la fuerza ejercida por la gravedad, asi que en total tenemos 3
fuerzas aplicadas sobre el émbolo:

Fp = nR*Pk
ﬁpo = —WRQPOI%
F, = —gmi

donde los signos estan dados por hacia dénde apunta la fuerza y se elige un sistema de coordenadas
cartesiano con origen en la base del tubo. Para encontrar la expresién de la presién producida en la
parte interior del tubo, bajo el émbolo, usamos la relacion dada en el enunciado para la presion y
el volumen, sabiendo que el volumen se calcula como V = mR?z, donde z es la altura a la que se
encuentra la parte de abajo del émbolo, medido desde la base del tubo. Asi que la presién quedaria
como P = Cy/V = Cy/7R?, por ende, la fuerza producida por esta presién es:
Fp = <0
z

Como se ve, las fuerzas son ejercidas inicamente en el eje vertical, asi que la sumatoria de fuerzas

en este eje serfa:
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Zﬁi:ﬁpﬁ-ﬁpo-i-ﬁg

e integramos utilizando como posicién inicial zyp = L que es desde donde se suelta el émbolo con
velocidad inicial Zg = 0, ya que se suelta desde el reposo,

z ds z
m/ Py / <CO — TR*P) — gm) dz
5 dz 20 \ 2

z z z
m/ 2d2:/ e (7rR2P0+gm)/ dz
0 L Z L
22 z 9
me = Coln I~ (rR°Py+ gm)(z — L) (5)

Ahora, para encontrar los maximos y minimos que nos piden, igualamos a 0 las derivadas de estas
cantidades. Si una curva tiene una forma coéncava (carita triste :C) el punto en el que la derivada es
0 corresponde al maximo, mientras que si una curva es convexa (carita feliz C:), la derivada es 0 en
el minimo.

Entonces, para encontrar la altura donde la velocidad es maxima ocupamos la derivada de esta
con respecto al tiempo, o sea, la aceleracién con la expresién de (4):

d? C
7Z:0@2:0é 0 —WRQPO—gm:O
dt Z'Uméac
N Cy
Zy =
e TR2Py +myg

Y por dltimo, para calcular la altura minima, ocupamos dénde la velocidad se hace 0 (deja de bajar)
utilizando la expresién de (5):

d i
d—j:O(:Z:O#Colnzmn

— (7rR2Po + gm)(zmin — L) = 0,

que se puede calcular numéricamente para constantes dadas.
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Figura 4: Forma de la expresién para encontrar la altura minima para L = 1.
Donde debemos tomar la primera intersecciéon con el eje x, ya que el otro punto
corresponde al punto més alto (donde la derivada también es 0).
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