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P1.- El terror de la generación 2021-2

En los dos vértices opuestos A y C Õ
de un paralelepípedo rectangular homogéneo se encuentran

articulaciones que permiten al paralelepípedo girar libremente con velocidad angular alrededor de la

diagonal AC Õ
que pasa por el centro de masa del sólido.

Las aristas del paralelepípedo son:

AB = a , BC = b , AAÕ = c

a) Encuentre las ecuaciones de movimiento del sistema

b) Encuentre el valor de las fuerzas de pivote que se ejercen en los extremos del paralelepípedo

Hint: considere que el sólido solo gira en la dirección de k̂I (la vertical de toda la vida y que está

contenida en la recta AC Õ), por lo que no tiene movimiento de rotación ni nutación, solo tiene

precesión (en ángulos de Euler: ◊̇ = Â̇ = 0)
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Formulario

Sólido rígido

El Lagrangiano de un sólido rígido puede ser escrito como

L = K ≠ U =
1
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donde �̨ es la velocidad angular del sólido, IOÕ la matriz de inercia calculada c/r a un punto

O
Õ

fijo tanto en el sólido como en el espacio y U la energía potencial.

Podemos calcular las fuerzas de restricción igual que para el caso de partículas discretas
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donde ⁄j son las fuerzas de restricción y fj las restricciones geométricas.

Ángulos de Euler

La velocidad angular de un sólido rígido en un sistema de coordenadas fijo al cuerpo puede

ser escrita en función de los ángulos de Euler ◊, „, Â como:
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R

ddb =

Q

cca

◊̇ cos Â + „̇ sin ◊ sin Â

≠◊̇ sin Â + „̇ sin ◊ cos Â

Â̇ + „̇ cos ◊

R

ddb .

(a) Ángulos de Euler donde
– = „, “ = Â, — = ◊

(b) Movimientos de rotación, pre-
cesión y nutación de la Tierra
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Auxiliar 3
P1
a) Calculermo d tensor de inercia er al punto Adel paralelepipedo usando la formula

D'
Ch Iij =) (r8ij-Xix;) dem

-

A
B

donde x,=x, x=y, xs =zy como el solido es homogeneo de densidad
girl=f => drm=qdN=fdxdydE
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- In =y+z49dxdydz=facb'+fabsinD C
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- Ian=1.""x2" faxdydz =fbeg+ fabie
a

- Is=).)"(x+yYfdxdydz=fbca+ fac
caro l es unaratriz simetrica, solo calculareros el triangulo superior de esta

·In =-1.xyydxdydz =-pcb (b+ (2)/3 -ab14 - aC/4

- - ab14 (a+()/3 - b014~/-↑I~/
· En=-f!)xz =

-yb ~Y (In] =gabe I
- aC/4 - b2/4 (a+b7/3

I
- Ic=f!)"yzgdxdydz=-fab
Hacennes esto porque querenos encontrar el Lagrangiano del problema, que en general esta dado por

4 =k- 0 =M1R+ 1"Im-U=Io - u

Vott
el

donde Ic es el tensor de inercia calculado dr al CM y Io el"er
As -· DKI C

a unpuntofijo del Solido en el espacio. Nosotros calculamos Incan
A fijo and espacio asi quusarmos la segunda igualdad

C set ⑪

L E-ntonces necesitanos encontrar la expression de en el sist. fijo al
solido ((i,j,k)), pero tenemos que esta velocidad en un sist. inercial fijo-

"I
⑧

A
en A(i=,=, k=3) es =bk asiquedeberos descomponer to

-sist. inercial que no rota Fig 2. Corte plano ACCA'



Viendo la Fig 2. tenemos la siguiente descomposicion

k= =cost sinden, can sint:Vib'/Vaibicy cast=c/Va+btc
D C

donde en es un vector unitario contenido en el plano i-j que se descompone como ja ar bS*↑en=cOS4'itsinky, can sink: b/aIb'y costalvab: 41
>

finalmente podemos escribir k= coro
A

I
I

A
B

a

k
=
=sinCOS4'+ sinQ sinN' +coOk Fig 3. Corte plano ABCD

- a It Va+b2 ~=Va+ b2 - b
I
ck =1(ai +by +ck)

-Nab"c Vb Nab"c Var ↓ a+b+c Va+ b+c

asi que la vel ang. en el sist. (2,j, hs seria -> en el sist.

a == =(ac+ by +ck) =rarc BegadalsolitVa+b+c
(6)

entences nuestra energia cinetica es:
(b+ (2)/3 -ab14

k =I (a, b, c) -ably (a+()/3 - b014- I
- aC/4 -ball

ina(8)
-Lacy (ab"bita

=I &
I

La unica contribuciona la energia potencial es la potencial gravitatoria (la fuerzade las articulaciones/pivates son
fuerzas de restriccion que agregarennes despres), pero como el CM siempre esta larisma altura del piso, la
energia potencial es constante

U =Mgze =MgVac =U., donde M =/fdV=f/dV=gabc
por to que el Lagrangiano nos quedaria commo

L =k-U =a-U.
. y la ecuacion de movimiento la con Euler-Lagrange



-

2 =0 =pa =b =ba =cte. dada por 2.I

con to que conseguinos describir el movimiento del paralelepipedo que es: rotar era k=con vel.amg. te

b)Ahora calculeros as fuerzas de restriccion usado el metodo de multiplicadores de Lagrange

leg)-* ie:
dondef;son has restricciones geometricas del problema
Un problema general de solido rigido tiene 6 grades de libertad: 3 correspondentes a la traslacion y
3 correspondientes a la rotacion. En muestro problema encentranes que el overpo no se traslada y
gira, pero solo dr a un eje (lavelocidad angular I) Cl

Viendo la Fig 4. deberos impener 2 cosas:

1) El CM debe encontrarse en Ron*Vatbitc/.=fijo

2) El solido solo puede tener velocidad angular o
win inTen

para el Zenermos que el CM de forma general se escribe commo

Ra=Xan=+YemItFankI ·
8 S

II Or jI
entences la restriction nos obliga a impener posicion de laarticulacion inferior

I
Xem IO, you

O
·

Zentrate -

ig 4.
Nuestro solidlibre en el

espacio
↳ fi ↳ fa 2

mientras que sila rotacion del cerpo la definites can angulosde Euler b, , P, para cumplir 2)
Ique implica tambien que Ac' se encentre alineado en k) debermas impener que

O =arctan(vab
a p = arctan(b)

↳ft ↳ f5
con to que obtenennos 5restricciones, por lo que concuerda can tener 6=5=1 grado de libertad

El lagrangiano para este paralelepipedo libre en el espacio (todaviasin aplicar las restricciones (prede
ser escrito commo

L=k - r =M1 +1 land-Mgzam
las distintas partes de este serian

I



s R =xenI=+Yant+Eenkt=Rcm= Xin+Yen+Eem
- I =(@cos4+sintsin4)i+ l-sin4 + sintcoS4)j +(Y+cost)

- I =1(b+C"), I =M(atc, I=M(a-b (de Wikipedia, calcitelo usted)
12 12 12

i

ngulos de Euler d, , r. Noten que obteneros* I estadescrito en su expressiongeneral en funcion dea -

la misma expresion dequeamtes si torannos E=4=0, 4 =1/2-4'y las respectives
expressiones trigonometricas

Asi que el Lagrangiano seria

2=k-U=M(Xin+in+E) + 1I (cos4+sinsinY)"+l-sin4+sinteas4)

+1 Is (+ cos)" -MgZcm
2

Ahora deberos calcular las ecs. de E-l para los 6 grados delibertad

"Elector) for Alten-0) Is Mion=An

atleague)
-

atentbeggar igeManMzan+Mge
-

2 =0, 28):FE (lcas4+bsinesin 4 sintsin4]

> Insinsin4 +g,18,,4 =0 (A)

-*In (EcosP+gsinEsin4) @cootsin4 +I(-sin4+sintcosY) dcostcos

- Is(4+cost). I sint

(8) (feestonecool-sinetoncost
sitit

=>j sintcosksint (In-I) - In costsint siny+ Icotsintcost-costsino) +93(8,84) =1y



- I =In (cos4+Osintsin4) Isintcos
- Ic?)-sin4+ sintcos4) bsintsin4

E():Is(4 +8coSO) =I(94(4,vE) +cost

=>Iscost - I'sin't costsiny (I."-I) +9,14,i,8)=15

Imponiendes que se cumplan las restricciones f; canjt)1,...,53 se van todos los gn portener derivadasde
by Y y que darmos con que

- 11 =0 - 1c =0 - xs =Mg
is y=8 Sintcost sink (In - 1) - In costsitsin + Iz"costsincos'-Icostsint)

is X5 =Iscost-I'sin't costsint (I.-Ic?)

Ahora, (1) nos dice que 8 =cte =>8=0, definiendo c=d (dado por C.I. tenemos:

s Ny = -W2) Incostsintsin4 + Iz"costsincos' - Icostsint)

i s =- w" sin't costsin4 (I.-I2)

dondeconoceros has expressiones trigonometricas de la parte a)

Notannos que en ningun momento dijimos si estas fuerzas las estaba aplicando el private superior
o el inferior, esto es porque el paralelepipedo podria estar soportado por solo una articulacion y el
movimiento seria el mismo

! -
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Sa=-kI Fr ⑦ any
DE↑A↑"ex-


