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Sélido rigido 1

Dos discos de radio R y masa M ruedan sin resbalar sobre una superficie horizontal, en el interior
de una caja de largo 3D (con D >> R). Los ejes de los discos permanecen conectados entre si y las
paredes mediante resortes de largo natural D y constante eldstica k (ver Figura 1). Para describir
la configuracién del sistema, considere las posiciones x1 y xo del centro de masas de los discos a lo
largo del eje z. Cada disco tiene una distribucién de masa superficial dad por o(r) = 2% (Rr — r?),

donde r es la distancia al centro del disco.

a) Encuentre expresiones para las velocidades angulares ; y Q5 de cada disco como funcién de
T1 Y Tg, respectivamente

b) Encuentre una expresién para la energia cinética de cada disco como funcién de &7 y &2 respec-
tivamente

c¢) Determine las ecuaciones de movimiento para los discos

d) Encuentre las frecuencias normales del sistema, e ilustre los modos de oscilacién correspondiente
para cada frecuencia

X1 M)

Figura 1: Dos discos atados a resortes
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Sélido rigido 2

Considere una estructura rigida formada por un arco de un aro de radio R y masa M, que tiene
en sus extremos dos particulas de masa m cada una (ver Figura 2). El sistema estd inicialmente en
reposo, apoyado en un soporte colocado en el punto medio del arco (punto P). Se sabe que el arco
de aro subtiende un angulo 2, como se ve en la figura.

a) Encuentre la distancia desde O hasta el centro de masa de la barra
b) Obtenga el tensor de inercia del sistema (barra + masas) con respecto al punto P

¢) Considere que el sistema comienza a oscilar, encuentre la ecuaciéon de movimiento para el angulo
0 definido como el angulo entre la linea OP y la vertical

Figura 2: Sistema masas + barra

Roce 1

Considere el sistema mostrado en la Figura 3. el cual consiste de una guia metalica ABC'DE por
el cual se desplaza una argolla de masa m. La argolla estd unida a un resorte de masa despreciable,
de constante elastica k y largo natural R, el cual esta pivotado en un soporte fijo en el punto O. El
tramo recto AB de la guia y el semicircular BC'D (de radio R) no tiene roce, sin embargo el tramo
recto DFE tiene un coeficiente de roce cinético p.. En cierto momento, el sistema se deja evolucionar
libremente con la argolla ubicada inicialmente en la posiciéon mostrada en la figura

a) Determine el valor méximo posible M,y de la masa m para que la argolla llegue al punto D

b) Calcula la maxima distancia X que alcanza la argolla, si justo al pasar por el punto D ésta se
desprende del resorte. Considere que m = %mmax donde myax es el valor encontrado en la parte

a)

¢) Suponga ahora que la argolla no se desprende del resorte, pero que la masa es apenas menor
que el valor my.y encontrado en la parte a). Es decir, escriba m = (1 — €)mpax con € << 1.
Encuentre la distancia 0.X que la argolla alcanza a recorrer después de pasar por D a orden

O(e)
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Figura 3: Guia metalica

Roce 2

Considere el siguiente modelo simplificado de la generacién de un terremoto por convergencia
de placas (ver Figura 4). La particula de masa m se encuentra apoyada sobre una cuna de /4
respecto de la horizontal, a la vez que ligada a una barra vertical fija mediante un resorte horizontal
de constante elastica k y largo natural ly. Entre la particula y la cuna existen coeficientes de roce
estdtico y cinético de coeficientes pe y fic, respectivamente.

a) Si la cufia se acerca muy lentamente a la barra vertical, determine el largo del resorte en el
momento en que se vence el roce estatico y la particula asciende pendiente arriba sobre la cuna
(es decir, el momento en que ocurre el terremoto)

b) Determine el desplazamiento total de la particula hasta que se detiene nuevamente. Suponga
que en este proceso la cuna se mantiene en reposo, el resorte se mantiene horizontal (su otro
extremo asciende por la barra vertical), y la particula no se separa de la cunia

Figura 4: Simulador de terremotos

Roce 3
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Un bote, con velocidad inicial vg, que se mueve solo en una direccién/eje disminuye su velocidad
debido a la presencia de una fuerza de rozamiento dependiente de la velocidad v

F=—be™,
donde a, b son constantes positivas conocidas.
a) Encuentre la velocidad del bote como funcién del tiempo
b

Encuentre el tiempo transcurrido hasta que el bote se detiene

¢) Encuentre la distancia recorrida como funcién del tiempo

)
)
)
)

d

., Cual es la distancia recorrida hasta que el bote se detiene?

Perturbaciones 1

Una molécula diatémica se puede considerar como formada por dos masas m, conectadas por un
resorte de constante elastica k y largo natural a (ver Figura). Demuestre que si al molécula rota con
un momentum angular L y vibra al mismo tiempo, el movimiento de rotacién no es uniforme, y tiene
una modulacién con una frecuencia:

2k< 6L2>
w=4/—(1+ .

m kma*

Suponga que la amplitud de vibracién es mucho menor que a. ;Qué sucede si L = 07

- @° & @® CM

Hydrogen Nitragen Oxygen Fluerine

Cl Br

Cl Br |

m

(a) Ejemplos moléculas diatémicas (b) Modelo simple de una molécula diatémica

Chlorine Bromine lodine
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Formulario

Tensor de inercia

Para un sélido rigido con una distribucién continua (no necesariamente homogénea) de masa,
su tensor de inercia (tomando como pivote/origen un punto @’) se calcula como

(y/)2 + (Z/)2 _w/y/ —g'y
Tor :/ —y/l” ($I)2 + (ZI)2 —y’z’ it
! —z’y’ (:E/)2 + (y/)2

que también se puede escribir como

149, = /(r2(5i- —x;zj)dm , con i, j € {1,2,3}
donde vy =z, 29 =y, 3=z, 12 =22+ 92+ 22y §;;=1sii=jyd;=0sii#j.
El diferencial de masa se expresa de distintas formas segin si el solido es lineal, superficial o

volumétrico
dm' =Xdl', dm'=ocdA", dm' =pdV’,

estds densidades pueden ser homogéneas o depender de la posicion en el cuerpo.

\. J

Teorema, Steiner

Si tenemos calculado el tensor de inercia con respecto al CM, Iy, podemos calcular el tensor
de inercia con respecto a otro pivote/origen O usando el teorema de Steiner

Ig = IgM + Mot {R%Mélj — RCMiRjCM] , con i, j € {1, 2, 3}

donde Rey = (Romi, Romz, Rows) es el vector posicion que va desde O a CM.

Ecuaciones de movimiento

La relaciéon entre el momentum angular y torque de un sélido rigido es:

dr
dt

=7

donde L = IOQ con Ip el tensor de inercia medido c¢/r al pivote y O el vector velocidad
angular del cuerpo.

La segunda Ley de Newton para un sélido rigido se expresa como:
Mtotﬁ = -F_:eXt

con M la masa total, R el vector posicion del centro de masa y F'' = 3. F#* la suma de
las fuerzas externas actuando sobre el solido rigido.
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La energia cinética de un sélido rigido esta dada por
1. 5 1=, ~
K:§M’UCM+§Q ]CMQ,

donde vy es la velocidad del centro de masas, Q la velocidad angular de sélido Iqy el tensor
de inercia medido ¢/r al CM. Luego, su energia mecanica es

E=K(¢)+U(q),

donde U es la energia potencial asociada a fuerzas conservativas externas actuando sobre el
solido. Mientras que el Lagrangiano es

L=K(q)—-U(qg)

con el que se obtiene las ecuaciones de movimiento ocupando las ecuaciones de Euler-Lagrange

usuales
4 ()2
dt \9q) 09q°

Auxiliar 30



Auxiliar 30

B seideirziant

—

t-0 s t>0

1 0) De la pigua | notarnts que gora vn elido tigido gue
//% toedn sin eskalor fenemos b celacion
L1y L] Rpox > b=
NN ‘ donde & & ol dmgilo qu o6 deege un 10 ooka un £>0
! - Q
— Vo loque la poscian dol’ CM, Rar ¢c7o
! Fua ! Roa= %i+ RPT = Rew= RPT = X1

Esto Lo gadermas aplicar 0 Lao dos digaso dal prolenvar - b, *uIR 3 (:= X./R | donde viotomas G 10 ne
inporta lowdistamcia ol orgen, & %, eno que=ole la toen de cormloo de loo posiciones, Lo X,

Usorndo Lo xejta A Lo, mano derecha notammee aut [py wlocidades mgulasee con o -k (nimmaente
0 )
< =R
__(P4 _RJ ‘CpL --%
b La unergio aneha e on sst. de eAlidae r(g»do"o % (o coma A b K ol eeporado

K: Z;l/(,i = ZI'(‘_MJ ECMI'JZ + ’Lﬁt. ]:cM,; i;
7\ 4 2

0% que vecestams los Lo, Ormboss dieats con \Guales Ogi Gue hoceemes o) caloolo v g
Cormo gempe, noo oluidames u o dieco exta 8uovndo y Lo considecarrmos

on fepeea. Depninmos un st Cortesiancy on g posamcs ol
Cilindrico en Toj0 debido @& ger wn objeto circular

XzJowbq) : 3:]%m¢ ,dm=¢<f)d4=r%(p?'fz)fdfd¢

P o <aloennos que slo loo corm
W}ﬂOﬂm&) ol produdo Icn,\Jl;
0 0

I‘(‘:N 0 o 32
ST = (Q =-T% X | 05 qu 2olo nees bamoe T
0 0 L./ \& R

porentes dlogonales gon +0, por Lo gt amndo

Eg oro. L

R



Coneideramdo (Je (0,RT y ¢el02nd
lf{(x% y) M(Qﬁf’)FdJodd) - % S‘dcp[ Rﬁ*df . Eijdﬁl

—3

L=

mR!
@{& ] R_‘} - M R - 2R
R'LS b ‘05 B
1 er)€ -S_iit Icmi«:(o O —>.<4/R) 0 = .Z'_M X: 4 ﬁtz']:m, il‘ = q‘MXi
0 M) S
IRV
gHR)Q

onvent oo QUQ RCM,I = ;(t/lt = l_limllz: X;

aao K: K’l+ K’ = I_Mk: + ‘_M;{ql + LMklz + '_M;(z = iM;(j + iMk;
Vs 9| 2 5 10 10
0 Ahoa 0cvparernos Laﬂmfnj;ano [=K-0=27.K - Z,0; donce ya fenemie K 4 paa U fenermes
la @merg(a potencial de e 3 recortes

U= Selx - D) U= Lle(%-x,- D) oaik;/xzov
i o T SRR ann
>_<.PZ=XZI|:

| 3D

S0=7.0i= 1 klx-0)+ Lk (xi-x- D) + Lk (AD-x,)

i3 2 2
JoLl=K-0= qME MG - L k(-D) - L k(%-x- D) - L E(ADL)Y
10 10 2 2 2

Mhoa alwlamvos los e de Eder - Lagfmge

d,( ’é_,) oL
dt QK. I



AL = - k(- D) +k(X-xi-D)

iM;é4 = ‘2'()(4 + LXZ
N

AL - T M A_( j: 1 M X S X+ 0k -5kx, =0
X1 O dE L 9% Y] T M 1 M
> - %k (x,-x,- D) +k(2D- %) T lx, -2kx, +3D
Xz o
i ) ;Zz - i E)Q + m
b QL = FMx, >A<,>= MY, 1M *
M. S ;X 5
d) Enanlrams Lo ptes de gublro am OL/A%=0 = Xu=D y Xe=2D
= Xz D+ Xy 3 Xo= 2D +S%
de eoton pornma €¢ anvla [0 pocte mhorvmaénea cle de los a5 e tmoummiento
* X+ Bk (286 -%6)=0 " %X, + 5k (-%9x,+28%)=0
M

iM ,
= (%'5«)+ A 4)(@)(0 o Th- B2 -
3X, M -1 2z 2%, 0 .
Resdhwonmes 12 ec de awtoualores  det (25 - w* L) =0

p-w P l= (2p-w) - -0 & 2p-w=1tp S wW=247p
- 20-w*

(=>wi=€o " w§=5ﬁ

Coledanmes L auloeciores

(ipfp;ﬂb ze%@>(ﬁ> -

Pl
(%:@5& 2@@3@)(“(8)@ f*’( »

]

)
o
(=N}
\_/
0
v
~
—
ér
-~
N~
~
S o
=
l ~_
U]
o —
S o
S~—’}_
S
v
O
c—
\}
&
=
—




) Degravnos ¢ cono la distomca wariable entee la portiola y [0 vora

M J/g N Y la distemcia worialole desde U orgen g la vama
: \ S [dentipcanvies oo P30 cwonadd 10 oo fodow@ 1o 2 vwewe
: N R NS e 1
\/\/g& f:; NO((YY\OQ, M: NJ
L - > (o( Poco: Mg = -/vvxganoct - g oot
g Eloshar Fe= b (e-0)F = -Wle-0)( Coe0t - 5ot )

Roce estbco: P = Fesit <10 s inngorta L sonido
En premoa de toe esiohico, o qut o petioola no e maceva 5o dele aumplic
l %ﬁﬂl <y INJ
Dekeao colcvlor Lo oreson. cb I normal, hacormeo gegpnda Ly de Newlon donde =3 =0
M= 2 F
NVVZALTNV\& = Nj - (mgonal - mgomaj 'Mf»ﬁoﬂ%at—gmoaj) + Fen®
0- -mgenc: V(e Dowon + Few
0-N- g+ b.(c-Len = N- Mo e(i- b)omae > O

reermplagomus esfa ereacy de N oy & P = = "gena - k(e-L)eost  en

> l»mngar\ot ~ (o= L) cooit | £ e I goseon Yele- L oot |

tenennos gue () >0 (de oko porma N<O y Lo port Teulo @ holria despega do ), por o que podermey Quitar

e wdor akeoloto. Paca (1) fenenno que Comio comdo @ vensp Ul coce evtahico la porticla evbed por b pendente
loqe (>0 Y Fowoom lo diceccion de -1y quez qpre - Que o peteula eolon, ot Gue tmb. encamee este

vador aloeoloto

= —rmgemoa- ke (C—Pn)ooam é/le(ﬂ’ngcc&oh QKU*@)BMOJ

1 Conmo. o nereca o ovomento Juelo cworndo g2 v &L o estihoo, tomames lo gldod

= —(mg@nw M(C»L)%u ': /k(mgccw\ k(r—&)ﬁma) & (= —/mg(ﬁmaulewaod + Je b (Coox- pleinx )
k (cooox - pesing)



‘0) COYWK) la pad(co\a CQ““‘eMbG wuiendome en +1, I ]
intervolo de honpo que estonmos interesadas tenomacs
Que & roe cingtico o R
Faul= - MNT /\\E(
— T R
%QCP/W% 6e@unda Lwde Newton con, Q= X1 +OJ j 0 ey de @UMS% ! e S
0O i N \q
! S

Zﬁzl—\\P+m§ ‘Rt P
= NJ - (Mgonat — A0S0t (L)oot 4 \e(r-ﬂ.)@no&\j - JLNT
Pem nestia wacable dnamua e x, o € as’ g Lo relocionaomos f—Tf = Wpx & (=X oo+ (, , reenmplogomos
I h@wéa olootco
Xt = Nj - mgonat - o] W (xaomot +60 - 8 ) comt T + e (xcoont 6 - &) snog - N1

mx = - MGoind! Ve (xeomat +6.- L) comox - N

0= N- mgoseat Helxemac e - L)oinac = N- e ke (xemot+e. - B)5nx >0
tearwplogomos (o noramod en

= mx = - MGoind! -k (xeomot +6.- &) comx k(g5 ~ e k (et vee - L) oina
& X+uwx=lb

domde Wi'= kawo + kowo sy b= ~ngana o= L)oo + Pl trtocsic pele (.- g

m m
PO\(O Vlorvv\oggnenaa( hacerwxob U= X - b, > =X e wU+ wWiu=-0
Wy’
Dbtz o bpregion 08 0n Ceclador A rmowico de becumoa owaulor e, por o fanto de perodo T=2m/un 0ol
Ak
que v oL mowmemto que s deliene por primea w3 eo o ' =T/2 la wwiad dd oclo. Oabermee que la ool
de es

U = Ao () + Ben(wt) = X&) = Am(wd + Bom(w.b) + \o;
Wy

donde A 4 B estom dod por C T, 05l que o desplazonwiento hiovta qut ¢ detiene €0

XU =Tia=m1w) = Acglm + Ben(m+ b =-A1 b
w2 w2



P6 Perturbaciones 1

® {ebidoa qu no Wiy Pusapo externas actuovdo exlore i seterna (@ teorte conmonica a Lo poctcoloo dd 58 )

Mﬁw: 6 :>€':0M=C_t’9,

s’ quu el M duomite odo ol oy s quedod quieto an ol esmioo (O e que 0 1 haya dodo uno. wlocicod mcal)

€5 Mo & pueeainas un Clawo on e @uvﬁo v lag manos rotan en torno a él. Ade(YYléb) dCM ejaria J‘m al amedio de
lo distanca mtee o portioua 1.y 2

1. O&)W\QWWO% %YGN\S;O/Y\O) la QJI‘lQ(S\/Q onéjriCa (i3+0) '/<= Kcn + Kl,clrw + Kz,r,uon dgﬂde
) 2 d‘xJLm\@o Gue Kew =0 = Kau=0, tmentas Guilt o dos termmincs ton Los

\ Oxvergm cnélicos de |, y 2. cle gl CM. De@mrmob de et cilindricos distinte
DN (pero relocanados (3:~(3\ " p--9)

(@\M,

o AT — A = A PN A = A\=-'—='M+"‘l

fo i R IEmIRiE & m e W
donde 9= ¢ = @~ 05 qu 1o oot Cieheo oo

R.

+ _ .‘.\z+] -~ z_ 2 e, T Llne _ 2 72
Wison + Keacer /;_/(YMM ZM\JFJ %W(F+f¢)+lim(ﬁ+f¢) ﬁ“(]ﬂffg))

A deprongs |0 enegia potencal . Como //w/ w 20lo esorte = =lo wa conteloveon 0 la evte(aia potencial
U-Ue-Lie( ¢~ ) < Lk (2p-a’
2 2

JoL=Ko0=m(p ) - Lk(2p-0)
nmJO f‘P 3 f-0
Cal colenmas o5 eco o Eoler - Lagomge  poxa lo des geados de Ulerad - ¥ b

oL = 20up9” -2k (20-0) )
of Amf = 2mp9 -2k (zf-a)
oL - 2mp = d (OL )= Zanp
é}' mp ,( ) mp
L -0 : .
% cf_(lrmfzfp):o = anszP%te:L , eﬁm»OmeMommﬁular del setenna

b AL = 2mpd
20 fm,ogb

Reefmplajomdo en :>2(mj5 = Zrmf’ Lhytzf“ -lk(if—a) IEN f - Lmt;zf’ +(%l<f 1 l_;%:o



Jue toobwia no tiere $0rnnaL de opeilador aramonico (e)b querermos) notermnco que 2 oceros )D; alZ+ Sf
con 8p <<d comeslammes . termmno m\nowvuﬁcneo

8f>—

\/a (i ID= alZ e m pto ck euililorio cuomdo L=0. /Uaaa, bagmmgy M Taywd Eramno cobico clc o

=0

1 4k 8f=0
Hm? (a/Z+§f)3 m

*

= (3 57= 8- _2_ 1 g+ O
(a/erSf)’ Z n!( a/2+%fJ)”)/ ]D Q> (a/i+8f)”] i [
w8 - % 3
: i
R%wvwlag)a/vv\ao esta Oproxinnacion, o

8}~L‘[8-%88ﬂ %n\fo

bm* L @2

= ér'uju_t *‘%]8() 20

N“Z a\‘ mzas

donde ‘ndgvdn@azmoe la precomca de aecilacon W= | 212 +2_l<l
gy

Ap(owwmdm oon Secie de Taylor

No IMPoita o hacenmnco OkToxftos poca 0 con ) poie este Olinmo  fendeiannos

1 - a/z) _ 3 (f aiz) + O (pacy)
fa 3 a;/z (0/2) ‘Da/
mé‘”%* 8 - %8 a/2) = &MLI - Ugp - 32
i f) o f Ik O"r
f@%‘f\pbﬁ)mdo o |
¢ 5 TN
%f-L[?&-ﬁ”n& ke -0 op [m_r+&]f=@+8£
Um?l & a m m migt  m m m’Q>

S W= 12 + 2k oon lo qu dotenenvics L0 muenno
mat



	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6

