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P1.-

Considere un campo escalar complejo ω (o sea, no hermítico) con una densidad lagrangiana

L = →εµω†εµω → m2ω†ω + !0.

a) Muestre que ω obedece la ecuación de Klein-Gordon.

b) Trate ω y ω†
como campos independientes, y encuentre el momentum conjugado para cada

uno. Calcule la densidad hamiltoniana en términos de los momentum conjugados y los mismos

campos (sin derivadas temporales).

c) Escriba la expansión de ω como

ω(x) =

∫
d̃k

[
a(k)eikx

+ b†
(k)e→ikx

]
.

Exprese a(k) y b(k) en términos de ω y ω†
y sus derivadas temporales.

d) Asumiendo relaciones de conmutación canónicas para los campos y sus momentum conjugados,

encuentre las relaciones de conmutación obedecidas por a(k) y b(k) y sus conjugados hermíticos.

e) Exprese el hamiltoniano en términos de a(k) y b(k) y sus hermíticos conjugados. ¿Qué valor

debe tener !0 para que el estado basal tenga energía cero?
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Auxiliar 2
P1
Consideraremos el siguiente lagrangiano

2 = -y
+ y

+
214 = m

= y +
0 + 2. (1)

can 0
,
4

+

independientes.

a) Dada la densidad (1)
,
la accion estadada por

S = (d+L = (dxx2 = (d) - y
+ 4

+
2n4 = m

= y +
y + 2

- )

y las EoMs que siguen los campos estarian dadas por S5/8.0 .

Variemos la accion

8529
,
4 T = (dx( - 2"(8042u - 240+ 2n(84) -m(8444 -me + (83))

= (d
+x( - y

+ ((844 2- 4) + (22- 4)845 - 2)(84)(44 + ) + (2-2- 4484 -mix
+
(84) -my(84

+)]

= (d+ ((22-4 - m26)84+
+ (22- 45 -my

+ (89] - (dyn" ((89424 + (84)2245]

donde la segunda integral viene de teorema de Stokes
↓

vectores unitarios + al boundary

↓dDrV
del boundary

y esta evaluada en el boundary de nuestro espacio-tiempo, donde podemos tomar

80(x))=S
y despreciar estos terminos de borde

= 85(4
,
4+ 7 = (d +x ((22-4 - m -4(84+

+ (22- 45 -my
+ (89]

Ahora, la derivada funcional de S esta definida como

85(40) = (dx8S , can I



con lo que identificamos

83 = (2%2
.
4--mlt) = 0

- es = (212-
4-m'l) = 0

89 Set

... Oy &t cumplen Klein-Gordon

b) El momentum conjugado de un campo esta definido como

Mi = 82

2

Notermos que podemos reescribir (1) como

2 = -j4+ 204-2
:

%
+
2 :4-ml+ + 1.

= + j - 2
:

%
+

2: 4- ml+ + 1.

entances * T = 22 = it = 22 = i
zig 28t

La densidad hamiltoniana es
, por definician,

H=: - I

= 2MM+
- TN+ 2

:

4
+
2: 4 +mD

+

-2.

= + 2
:
4+

0 : 0 + m24
+
4 - 2

.

Expresamos Y como Ex = (k(albe + b) e k ]

DX. (k-k) = - t(w- w) + E . (k- f)

=> (dxee(x) = )dik(dx (a) eh+beila

= (h (a)-w(-+wwgl

-(a(k) + b(E) eCin't](2)
zwi

Tambien podemos ocupar la derivada temporal de P(x

2
.
((x = (tk(a(k)ik.

e + b
+
(k)(- ik

. ) e
k+ )

= idkaleik +b)e



y haciendo el mismo truco

=> /dix ey.P()= (x-awwwwkl
= -( - a(ki) + b

+
(k) Chitw'](3)

2

Reemplacemos (2) en 13) usado que

(2) => b+) Paint --a(k) + 2w(dxe
= k+

x(x)

↳ E all) = b+
() eart + 2i(d xe

+2 y
.
4xx)

= - a(k) + 2(dxe
= (w((x) + if(x)

=> a(k) = if dx eirY(x)(4)

donde fig = flag)-g(a7) . Remplazando (4) en2

( = b+
(k) = e - (dxe

=
(wex + if((x) + 2w(dxe= (x)]

= etwt)dixe
=k(wY(x) - if.R(x)(5)

Deberiamos hacer lo mismo para l, pero simplemente tonmaremos el dagger de (4) y las

ath = (dxe
+

(wet-i24(a) "bl = edxeth(we + idx)(7)

d) Las relaciones de conmutacion canonicas son

(e(t
,
E)

,
T

,
EY] = Lect

,
El

,

Mit
,
EY] = if"(-E)

y
O todo el resto. Entances

Lack
,
E] = (dxd'x epr (We(t) + iM(t,)

,
Wet,) -iM(, ]

= (dxdxe
x +x)-w(((t

,
)

,
π(t,)] + iw'(π(t, )

,
&

+
(t,])

= (axdxe
++) - iw -jf((k,

- (1) + iW - (if(k- F-)



= (dx e
+it(w-

wi
-iz(E-

E))w +w

= zw (2)8"(E-E)

(b(h)
,
bE)] = (dxdxChprintint (wet,) + iπ(t,)

,
Welt, (2) - it,)]

= (dixdx exe-ihmy
+ziwt

-ziwt)- iW ((+
(t,1)

,
M

+ (t,2) + it' (Tit,l
,
4(t

,
*n)])

= (dxdx exe-hk M
+iwt

+ int (yg(y - (2) +wf(z -k)

= (dxe
: + k-

h)Cit(ww) (w +w

= zw(2n)"g! (k- E)

Que da propuesto hacer el resto de commutadores, que darian 0 por cachativa.

e) Usemos el resultado de bi y reemplazamos con las expansiones de 4 y et

H = (dx H

= (d) (min + 2
:
y+

2 : 4 + m y+
y - 2

. )

== roV + (dx(kdk'(iw) -ack)e +b) )(-iw)(- a (k))e
+h

+ b(t)ei)

+ ik
: (-a() e + ble) ·Liki)(-alleinbiekx)

+m (ake + ble)ei) (ack eit +b()ekx)]

=

- r
.
V + jex(rar LWw'(altateyerr - aleibleygir _ by th + besbehir)

+ kik" (Ahalte-Allb(eth-bletk) + b(b)b kei
xk-

kY)

+m2(e)alleir)Albert's blackfilk) + blbher]

de donde factorizamos por terminos como (axeFri = (n)"g"(I



=-2
.
V + k(walk-allbbb

+112 (a)a(k) + ab-ky Ciut + b(k)a() etrt + b(mbE))

+ m (a(E) a(l) + a
+ (k)b+(-() e

+w+

+ b(k)a(-k)e
+

+ b(E)bE))]

Juntamos los terminos separados y usamos la relacion on-shell Ikk +m = w

H = -r
.
V + (a)-(ab-ba

- (b)-aE)be)int

+ b+
(b(E) + b(b)b(k)]

donde para el segundo termino de las expressiones azules podemos hacer el cambio lic-t
Llo que mantiene invariante la integral /ak/2w) y obtenemos cosas como

a(k)b(-k) - bl-k)a(m) = (a(k)
,
bl- k)] = 0

por lo tento
H = -rV + (dwalaakbb +bEb] ]

donde usaremos que

alk) at (i) = a
*
(E) a(E) + (2w) (2n)"8"(5)

y lo mismo para a -b.
.
Entences

H = - 20V + /dtw(aTra(e) + b+ z)b(E) + (2w)(2+) y
+ (5)] ,

donde (2+ 18 "(0) = (dxe
* 155)

= /dx . 1 = V

=> H = (E
.

- r
.)V + (dtw(a+e)a(k) + b+ tb(m)]

donde definimos E= (2) (dk W
.

Podemos integra Es considerando un cutoff UV Alma =1

E
.

= (2) dedeVi +m

=dim
Sikm

=
14

O



Por lo tanto, para obtener una energia basal nula

E= (10) = (E.
-r

.V + jdkwrallbr
= (E-r.)V = 0

=> Ro = E = 14

842


