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P1.- [Examen recuperativo 2020]

Un disco homogéneo de radio R y masa M rueda sin resbalar sobre una superficie horizontal. Un
resorte de largo natural D > R y constante elástica k conecta al centro del disco con una pared.
Adicionalmente, una persona mantiene una tabla horizontal sobre el disco, de tal forma que la tabla
puede transmitir una fuerza periódica F⃗ = F0 cos(Ωt)x̂ sobre el punto de contacto entre la tabla y el
disco.

a) Calcule el momento angular del disco con respecto a su centro (de masa)

b) Haga un diagrama con las fuerzas que actúan sobre el disco, y determine una expresión para el
torque total que actúa sobre el disco con respecto a su centro

c) Encuentre la ecuación de movimiento para la posición x del centro del disco. ¿Cuál debe ser el
valor de Ω0 para que el disco entre en resonancia?

d) Suponga que Ω0 =
√

2k/M . Si en t = 0 se tiene x = D − 3F0
4k y ẋ = 0, calcule la fuerza de roce

estático F⃗e que el suelo ejerce sobre el disco ∀t

Indicación: En la parte b) no se pide encontrar una expresión explícita para la fuerza de roce
estático F⃗e que el suelo ejerce sobre el disco
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P2.- [Examen 2020]

Considere un metrónomo consistente en disco de masa M y radio R adherido a una varilla de masa
despreciable. El extremo inferior de la varilla puede girar sin fricción en torno a un eje ubicado en el
origen O (ver figura). Otro disco de radio R, centrado en el origen, mantiene un resorte circunscrito
a su borde, con un extremo conectado a la varilla, y otro a la base del metrónomo. El resorte tiene
constante elástica k y largo natural Rπ/2. La distancia L del centro de masas del disco al origen
puede ser ajustada para conseguir que el metrónomo oscile con el periodo deseado. El disco tiene
una densidad de masa superficial dad por σ(r) = 2M

πR4 (R2 − r2), donde r es la distancia al centro del
disco. Puede despreciar la fuerza de gravedad.

a) Calcule la matriz de inercia del péndulo del metrónomo respecto al origen O. Exprese la matriz
en términos de la base cartesiana {̂ı , ȷ̂ , k̂} de la figura

b) Determine la ecuación de movimiento para el ángulo ϕ (recuerde despreciar la gravedad)

c) Si el metrónomo se activa en t = 0 con ϕ = ϕ0 y ϕ̇ = 0, determine la fuerza F⃗eje que el eje
ejerce sobre la varilla como función de ϕ. ¿Es posible ajustar la distancia L del disco de modo
que F⃗eje · ϕ̂ = 0 siempre?
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Formulario
Tensor de inercia

Para un sólido rígido con una distribución continua (no necesariamente homogénea) de masa,
su tensor de inercia (tomando como pivote/origen un punto O′) se calcula como

IO′ =
∫ 

(y′)2 + (z′)2 −x′y′ −x′z′

−y′x′ (x′)2 + (z′)2 −y′z′

−z′x′ −z′y′ (x′)2 + (y′)2

 dm′

que también se puede escribir como

I ij
O′ =

∫
(r2δij − xixj) dm , con i, j ∈ {1, 2, 3}

donde x1 = x, x2 = y, x3 = z, r2 = x2 + y2 + z2 y δij = 1 si i = j y δij = 0 si i ̸= j.
El diferencial de masa se expresa de distintas formas según si el sólido es lineal, superficial o
volumétrico

dm′ = λ dl′ , dm′ = σ dA′ , dm′ = ρ dV ′ ,

estás densidades pueden ser homogéneas o depender de la posición en el cuerpo.

Teorema Steiner

Si tenemos calculado el tensor de inercia con respecto al CM, ICM, podemos calcular el tensor
de inercia con respecto a otro pivote/origen O usando el teorema de Steiner

I ij
O = I ij

CM + Mtot
[
R2

CMδij − RCMiRjCM
]

, con i, j ∈ {1, 2, 3}

donde R⃗CM = (RCM1, RCM2, RCM3) es el vector posición que va desde O a CM.

Ecuaciones de movimiento

La relación entre el momentum angular y torque de un sólido rígido es:

dL⃗

dt
= τ⃗

donde L⃗ = IOΩ⃗ con IO el tensor de inercia medido c/r al pivote y Ω⃗ el vector velocidad
angular del cuerpo.

La segunda Ley de Newton para un sólido rígido se expresa como:

Mtot
¨⃗
R = F⃗ ext

con Mtot la masa total, R⃗ el vector posición del centro de masa y F⃗ ext =
∑

i F⃗ ext
i la suma de

las fuerzas externas actuando sobre el sólido rígido.
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Auxiliar 29
P1

a) Recordermos que lamatriz de inercia es una propiedad
-

intrinsica del solido, por lo que re-usaros la que
F calcularos el auxiliar anterior

= - --------- >

MRY4 0 0

I O MR44 O
-om=

0 0 MR42
R

Sinos fijamos en un punto de la superficie, so velocidad
vista desde un punto en el suelo es:Immmms I =Fam +E)

any

S
⑧

I
===
-.- Fre donde como no resbala E=0y

v' es la velocidad

A del punto vista desde el CM que seria una velocidad
X tangencial E= - ROXy Fm=

R

↳cramde ese punto hace

=> =x- ROY = I =RD contacto con el piso

Toca definir la velocidad angular =(x,y, Rz) donde por regla de lamnano dereche seria

i=- 0k =- xk =(8): =Io=
- Rx

b Quereros calcular el torque du al CM (tenemos el dr al CM tambien) asi que notamos que los bragos de palanca de
Fey My son, asi que estas fueryas no ejercentorque, mientras que FeyEsi (yes paralelo al brazo depalamcal

I =2=πxE + xEz =- RYx(Fex) +Rx (Focos(r.t) =)

=RFek-RFocos(rot) < torque total

c) Usamos = I (conambes medidos desde (M)

-MRIK= RFek-RF.cos(rot) (1)
no conoceros e, asi que saqueros obra ecracion de Mn=E:** donde Run= xx=> Ran= ** y

ZE.
**

=Mg+Fe +Fr +F + =
- Mg + Fe-k(X-D) + Focos(rot + Ni

=>M** = -Mg + Fex-k(X-D)+ Focos(rot +Niy



la ec. escalar en II nos dice M =Fe-k(x-D) + Focos(rot) ) Fe =M+k(x-D) -Focos(rot), reeplazando en un

E - MR* =RM+Rk(x-D) - RF.cos(rot) -RF.cos(rot)

=>i.M +k(x-D)-2 Focos(rot) =0

->* +2(x- x) =cos(rt), definaros u=x- D =i=xy woE

=i+u =cos(rt

la sol. homogenea es unit) =Acos(5t)+ Bsin(t) y para la particular propaneros U,(t)=(.cos(rot)

=-Clictrot)+(costhot)=trot)

=>((5 - 20)
=

I =2=4F./3m

2k/3M -r!

definanos Wi=G, R= =>M(t =Mn(t) +4plt) = Acas(w.t)+Bsin(wet)+Dos(Mot) (2

donde notamos que si o =w. la se. particular diverge => resonancia!

d) Nuestras C.I. Serian U(t=0) =x(t=0) -D =

3y lt=0) =x(t=0 =0, utilizandalas an (2)

- U(t=0) =A + Re. *3= A=3-wee

b ilt=0) =BW. =0 => B=0

)X
=x+D

. xiH=(-wier.) cas(Woth+w.cos(t) +D (3)

↳
nos dicenque 2k/M

me die pereza reeplazar

Dara encentrar e derivaros (3) y reeplazannes en (n

Fc = -M)-wo(- word.)cos(watt-hoc cos(ent)]+F.cos(hot



P2
as Olvidemosnos del metronomo completo y calculeros el tensor de inercial del disco

Haceros el cambio de variable x= f'cosy'" y'= f'sind considerando z=0,los dementos
I: ai fuera de la diagonal son 0 por las mismas razones del auxiliar anterior

(z=0 y("cosd'sina'dy'=0)
Para calcular los elementos de la diagonal usanos que

I'r.
- dricr= rir"dA=(R-ri) f'de'dl'

Ein=1*)*"-g"cos'b') (R'")f'dy'dl'

-sinp'da'(Ride'-ld') =MR
· Fin = (cospida'(Ride'-l"d) =MR
"I =(R")"dy'-1"d'):

. Ic =12%,8)

b) Auereros utilizar [=Y as que users Steiner para obtener el tensor de inercia umedido dr a O

at

j
Por dibujo tenemos = (1,0,0) asi que se nos va la mayoria de elementos de la contribucion por Steiner

may parecido allt
auxanterior

I I
R46 00

IF=LT" =>I=Icn + ML2 818) =M0 L+RY6 O

O O 12 +R43
all

Er
ji O cormo ignoramos la gravedad, solo el resorte genera torque dado por

77

I=Yi =FxE =Rx(+k)2-eamia any
·

O

↳
=-Rkp

Paracalcular =Io usannesregla de lanano derecha i=(j) =I=M((+2)8k =i =M) +1)) jk
asi que la EoM seria



4(2 +2)8+ Rk6 =0 -> i +wid =0 can Wo=Rik)L+

c) Para hacer aparecer la fuerza del pivote ocparmos Man=E:* dende Rin=h=>Rm=LotRar=-Log+Ligg
y las fuerzas serian

ZE.**: ER + E, +Fp

=-kRD+F+ fab, dande Fir=FeF+Fad

=>M(-L +() =-kR+ fe +Fa

i) Fg=- M282 ) Fp =M2+RRD

donde i =-wib yocupando truco de mecanica

10di=-w.2)PPdd= -wolp"-p.

: Fir=MLW: (0*.-MLWb+kRG

Sihacemos Esir.=0 > MLR (43) +kR =0(=) - 2R +4 +R/3:0

=>hm =

R =VR2 - 4RY3 = D *
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