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P1.-

Utilizando el teorema de Steiner, calcule los tensores de inercia de los siguientes casos:

a) [Propuesto] Una barra de largo L y masa M con respecto a uno de sus extremos

b) [Propuesto] Una esfera de radio R y masa M con respecto a un punto en su superficie

c) Un disco de radio R y masa M con respecto a un punto que, medido desde este punto, el centro
de masa se encuentra a una distancia r⃗CM = (rCMx, rCMy, rCMz)

Considere para los 3 casos que la densidad de masa es uniforme en todos los objetos.

P2.-

Considere un disco de radio R y masa M (homogéneamente distribuida) colocado en forma ver-
tical. El sistema puede girar con roce despreciable alrededor de un eje O horizontal que pasa a una
distancia R/2 del centro del disco. Inicialmente, el disco se encuentra en reposo, sujeto a una cuerda
fija al punto P (ver figura)

a) Calcule el tensor de inercia del disco con respecto al punto O por donde pasa el eje horizontal

b) Calcule la tensión de la cuerda

Ahora considere que se corta la cuerda, se pide lo siguiente:

c) Determine la velocidad angular máxima del disco en su movimiento

d) Encuentre la expresión de la fuerza que ejerce el pivote O sobre el disco para todo ángulo ϕ
medido desde la vertical al eje O − CM
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Formulario
Tensor de inercia

Para un sólido rígido con una distribución continua (no necesariamente homogénea) de masa,
su tensor de inercia (tomando como pivote/origen un punto O′) se calcula como

IO′ =
∫ 

(y′)2 + (z′)2 −x′y′ −x′z′

−y′x′ (x′)2 + (z′)2 −y′z′

−z′x′ −z′y′ (x′)2 + (y′)2

 dm′

que también se puede escribir como

I ij
O′ =

∫
(r2δij − xixj) dm , con i, j ∈ {1, 2, 3}

donde x1 = x, x2 = y, x3 = z, r2 = x2 + y2 + z2 y δij = 1 si i = j y δij = 0 si i ̸= j.
El diferencial de masa se expresa de distintas formas según si el sólido es lineal, superficial o
volumétrico

dm′ = λ dl′ , dm′ = σ dA′ , dm′ = ρ dV ′ .

Teorema Steiner

Si tenemos calculado el tensor de inercia con respecto al CM, ICM, podemos calcular el tensor
de inercia con respecto a otro pivote/origen O usando el teorema de Steiner

I ij
O = I ij

CM + Mtot
[
R2

CMδij − RCMiRjCM
]

, con i, j ∈ {1, 2, 3}

donde R⃗CM = (RCM1, RCM2, RCM3) es el vector posición que va desde O a CM.
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Ecuaciones de movimiento

La relación entre el momentum angular y torque de un sólido rígido es:

dL⃗

dt
= τ⃗

donde L⃗ = IOΩ⃗ con IO el tensor de inercia medido c/r al pivote y Ω⃗ el vector velocidad
angular del cuerpo.

La segunda Ley de Newton para un sólido rígido se expresa como:

Mtot
¨⃗
R = F⃗ ext

con Mtot la masa total, R⃗ el vector posición del centro de masa y F⃗ ext =
∑

i F⃗ ext
i la suma de

las fuerzas externas actuando sobre el sólido rígido.
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P1
Auxiliar 27

Primero calculamos el tensor de inercia de un disco (delgado) er a su CM que por simetria est justo al medio.Tenermos la
formula

I=((rgis-xixi)drm (indicalafila y j la columnal

·u
u gakang que esta expresada en coord. Cartesianas, que definimos en el dibujo can verde y que tiene origen

7 en el CM y can perpendicular al disco, pero por la forma del objects nos conviene expresar
k8 ↑ el sist. (,, k] en cilindricas (4,,by

x=fcosp, y=fsind, z =0 (E rExtyz=fosp+psinp=f")

La masa esta distribuida de forma homogenea=>= M/A =M/ IR, asique el differencial de
masa en coord Cilindricas

constante

dim=rdA=R:7ad
Partannos calculando las componentes diagonales de In

*In=)(928n -xx)drm =r))4" - xY&qd=Re--ficosp)dydb=p/sinada)."fid =MR
*Im =)*"-gisirb) de7d*=cosadp/"d=I
II"m =p)**-Edygdp =MR

noten que Fo es sirmetrica siempre
v

queda propuesto demostrar que los elementos frera de la diagonal son O,esto es communen objetos muy simetricos. Tambien
notamos que se coupled to del eje perpendicular I"m

=1"m+In

MRY40 0

... Ic= 0 MRY4 O

0 0 MR42

Ahora, si quereros calcular el tensorde inercia er a un origen 0 (manteniendo el mismo sist. Cartesiano (X,Y, ky que usa -
mos para el CM, solo que trastadado sin rotar los ejes), donde el CM estaa una distancia room- (rx, r,, re) desde 0, ocuparmos
teo. de Steiner

I' =1n+ M(rambij -Naomi jam)

que en formamatricial seria MRY40 0 r +rE - rxry -rz

Io= O MRY40 +M - VyUx ri +r -ryz (A)

0 0 MR42 - rax -Very r= +ry



P2
t<0

a) Enla P1 ya calculaos
el tensor de inercia para un disco delgado de radio Ry masa

1g M distribuida homogeneamente. Adennas encentrannos la expresion general para hacerle

Ep

A

I
Steiner al Ian de este objeto, en este caso la trastacion de origen es

·OEC ·

P Fam=(R/2,Ux Y'a Ya

OkImirar edibujo de la derecha, este Form tiene que estar definido en ↳0 am >X

el sist. (*Y' b's que esignal al de CM, pero frasladado). Asi que to seria j

+RIZE
>

~Freso
MRY4 0 0 O O 0 MR44 0 0

Ce): Io I O MR44 O +M 0 RY4 0 - O MRY2 O

0 0 MR42 O O R44 O 0 3MR44

b) Para calcular la tension de la cuerda usarenos d[/dt=E usando como pirate O, de esta forma nuestra es. no tendralas fuerzas
ejercidas por el pivote, FyE.. Como el disco esta quieto crando esta atado a la cuerda 2*=0, asique solo calculanos el
torque de las fuerzas externas

Y=2Ti =rxE +rx Ez =2 x(-mg) +3R +T =

- 2Mgk +3RTe

0.0 = -2Mg +3T =) T=A

c) Necesitanos la ec. demovimiento, asi que ocuparemos d1dt=, donde la unica fuerza externa (queejercetorquel es la gravita-
cional y el momentum angular se calcula como

E=Io.(t) 1g
t > 0

donde it es el vector velocidad angular con el que rota el solido rigido.
Notermos que ahora tenennos una especie de pendulo que rota unicamente era **

7

pr
=>I=(0,0,0(4) 18 CM

g.
MR44 0 0asi que el momentum angular seria
I=

O 0
3MRYY =sagit MG

--
giO MRY2 O I

y el torque producido por la gravedad seria I=2 x(-Mg) ==(Mgcosdy-Mgsind)=- MgR sind

...d =Y) 3MRR=-MgRsind=> +2sind =0 I



La velocidad angular maxima se da cando so derivada temporal es 0, osea imponemos j (t =0 en lace de mar

·x
=jto (1): O+ by Sing* = 0 => sinD*=0 => b* =0 (fisicarmente)

- Ahora, ocpando trucazo de mecanica en (1) considerando b(t=0)=1/2 y (t =0) =0

>t
(a) :(*jd==)snddb= gcosd (2)

asiqueeralando (2) en b*=0 =0nx=2cos(0) => Ima=
d) Usando torque y momentum angular no conseguiros expresar la fuerza ejercida porel pivote, as que recurrimos a segunda Ley de Newton

con CM

Morem=E:**

donde tomando como origen O con coord. cilindricas teneros

Ren =1=> Ran =165=> Ren =-

y luego de cortarse la cuerda las unicas fuerzas externas son: la fuerza del pivote y la gravitacional

M( -) =FY +F + Mgcosb-Mgsind

por lo que las ees. de mor escalares son:

i) -MR =F +Mgcosp P) MRE =Fp-Mgsind k) 0=0

reeplazaros () y (21 en 5) y B) para expresar las fuerzas en funcion del angulo d

Fr =Fg+fa=(- MR cosb-Mgcosp/ +/MR.Sib)
+Mgsind

-

(2)
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