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P1.-

Un aro de radio R, gira en torno a un eje vertical tangente al aro en el punto O con velocidad
angular Ω⃗ constante. Una partícula P de masa m puede moverse a lo largo del aro sin roce alguno.
Se define un sistema de referencia no inercial S′ centrado en el centro C del aro y con ejes x′ y y′ en
el plano del aro como indica la figura.

(a) Escriba la ecuación de movimiento de P y su proyección a la dirección ϕ̂ ′ en la forma mRϕ̈ =
f(ϕ)

(b) Obtenga la energía potencial U que se calcula como f = − 1
R

dU
dϕ

(c) Suponiendo que RΩ2 << g y que el punto de equilibrio es cercano a cero, determine de forma
aproximada este ángulo
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Formulario
Sistemas de referencia no inerciales

La ecuación de movimiento para el SRNI S′ es

ma⃗ ′ = F⃗︸︷︷︸
reales

− m
¨⃗
R︸︷︷︸

traslacional

− mΩ⃗ × (Ω⃗ × r⃗ ′)︸ ︷︷ ︸
centrífuga

− 2mΩ⃗ × ˙⃗r′︸ ︷︷ ︸
Coriolis

− m
˙⃗Ω × r⃗ ′︸ ︷︷ ︸

azimutal

,

donde F⃗ es la suma de las fuerzas reales aplicadas sobre la partícula; R⃗ vector que va desde
el origen de S al origen de S′; Ω⃗ velocidad angular con la que giran los ejes de S′ c/r a los de
S y r⃗ ′ vector que va desde el origen de S′ hasta la partícula.
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Auxiliar 21

Recordemos nuestra formula maestra *En toda laparta ocupe en vez de b, pero no importa

mama-m-mix(xr')-2mx'-mx
reales traslacional centrifuga Coriolis azimutal

n
En este caso definitos"1"SRNI (nuestro aro), ya que la masa se unreve

-

- en un circulo (daro), por to que conviene usar coord polares (F), pero
R

& >
>
It - fambien definites el sist. de coord. Cartesianas (i'j', b"), para poder descom

9- -*o power (.) en este sist. I luego encontrar una relacioncon elsist.
i'V
R 19,8,k) que es dertilidad, ya que el SRNI semrere en un circulo alrededor

~"de la vara (nuestroSRNI)
mig

Dorotanto, tenemos que la posicion del SRNI dral SRI, R, es
- -

R=RY =>R =R= R= -REY +R, ya que =constante
->E=

-RR (1) Relaciones del problema

Ahora describamos la posicionde la particula en elSRNI xi =y)
=R* =R8= -R'+R" (2 D=

- k

Paseros de (i'Y' 'l a lib , por dibrotenemos las descomposiciones Dk=- i

=cost'-sind'; j'=Sindy+casdo;b=b
Reeplazamos en (2 y calculaos (as fuerzas ficticias donde =-i'

7-m =mRR =mRRY' =mRr" (sind'"+cosd
-In El

jxy
- cost ---sin!D -mx(xr') =mx(-RixRg) Ol

· '
=-m'R(cosdy'-sind'x) (o'-sind'l x) ↓'Cosa

--RsinG'(coso'f-sind')x
=mRRsinOcosO'E' +mRsin20'

in--
si*grEXE=0

-
D-2mx=2m(cosoy'-sind') xRO"

=2mcoso'RO

D-mx =0 (Resconstante (

Ahora describamos las fuerzas reales, que son:el peso en i'y las normales ejercidas por el aro en
I'y
->ma=?E:=mg' +Ne' +Nah, describinos en (,b)

=ng(casty"-sine') +Ng'+Nab

juntannos todo

m(-R' +R =

mg (casty"-sinc') +Ny' +Nek"+mRR" (sin'"+cosd
+ mrRsinOcosO'E' +mRsin'O' +2mRcosO'RO'

y la proyeccion enes hacer el producto punto de esta ultima ecacioncan. que es to mismo



que escoger la ec. escalaren

&' mR=-ngsinO'+mRr"cosO' +mRsinO'cosO', donde identificanmos f

=>fO' =-nugsinO'+nmRr"cosO' +nu"RainO'cosO

b) Calculamos la energia patencial como dice el enunciado

f = - tdV(z)d = -mgsinO'+mRr"cost'nM"RainocasOl J.RId
> -fd = - mgR/ino'da' +mR"/"coso'dO' +m/ indcasa'da
↳ no nos interesa lacte)

de integracion

) UCOY=-mgRcosO'-mR'sinG'-mR" sin
donde e es la sua de las constantes de integraciony podemos definir como O

c) Saberos que el punto de equilibrio se tiene para dUldE'=0,

/ge mgRsin* -mRcosE*-mR" sinccosEO

Donde resultadificil despejar OP, pero tenemos porenunciado que 0* =0, por loque podemos aproximar
Sing

** cosO* 1

->mgRO-mR"-mR"0* =0

1) O* =MRE-MgR-mR2gr
adems nos dicen que Rag per lo que nos queda

28 ==0

En este plot vermos el potencial UCGY con la
condicionde que RR29, lo que provocaque
uno de los minimas (punto de equilibrio estable)
seacercano a 0, por to que se puede hacer la

aproximacionde las sendy cosenos
&

En lasiguiente pagina podran ver como se hace este mismo: problema, pero con Lagrangiano en vez de SRNI

↑
O*=0



Mecánica lagrangiana
Vistadelade Ellagrangiano se define conno L=T-V, dondeusareros la velocidad en cartesia-

has y
la energia potencial es lagravitacional, que defininos 0 en el centro

x(t)=- R(1+sind)sinRt;y(t) =R)1tsino)cost;2iH=-RCostl1
Primero definitos la posiciondear

re

I 2 =RsinO

y luego laderivarmos para encontrar
*=-RcosOsint-R(1+sino)cost

con respecto a las variables del problema

derivanos
i
=Rcost cost- R(1+sind&sinet la velocidad

asmet

->T=m((-Rcostsint-RC1tsinacost)
+ (Rcostcot-R(1+sind&sint)

+Rsin

= Im (Rossint+2Rcosolsintcost+Rltsing"cost
+Rostocast-2R"cast(1+sinktankt+R1tsinal"sint
+ Rsin)

=Im(Rios+ (1+sinG)'R +Rsin88):fm (R28+R(1+sino)

y la energia potencial seria V= mmgz =
- mgRcost. (on to que ellagrongionc nos queda

L=m(R28+ R(1+ sino)R2) +mgRcost

Y las ecuaciones de movimiento se calculan con la ea. de Euler-Lagrange

(E) =E I enverdad es can at?) -:)coordenadasgeneralizadas
- E =mRE" (1+sinG) cost -mgRsin

be =mR (26) =mR

Asi que la ecuacion de Euler-Lagrange nos queda
mR" =mR" cosO +mR"sinOcasG-mgRsinO

) MRE=-mgsinO+mRRcosO+mRRsinOcosE
④u sison observadores, incentranes lamisra ecuacionde la proyeccion en, soloque sin vernade
de SRNI...
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