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P1.- yop

Considere un sistema de dos partículas fijadas a los extremos de una barra rígida en forma de L

y cuya masa para efectos de este problema se considera despreciable. El brazo menor tiene un largo

¸ y el brazo mayor un largo 2¸. La masa de la partícula que se encuentra fija en el extremo del brazo

más largo es m, en tanto que la masa de la partícula fija en el extremo del brazo más corto es 2m. El

sistema, que puede rotar sin roce sobre un eje horizontal en el punto de unión de los dos brazos de

la estructura, está inicialmente en reposo, sostenido de modo que el brazo más largo se encuentra en

posición vertical. En un cierto instante el sistema se libera sin ningún impulso inicial y la estructura

empieza a rotar por efecto de la gravedad. Calcule lo siguiente:

1. Aceleración angular de la estructura en función del ángulo „.

2. Velocidad angular de la estructura en función del ángulo „.

=m

=2m

=¸

=2¸

=„

=g

Figura 1: Problema 2, Objeto con forma de L en el instante inical, y en un tiempo

posterior
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P2.- Wenumpy

Considere una estructura rígida formada por dos varas sin masa de largo 2L que forman una cruz

simétrica como muestra la figura. En los extremos de las varas se ubican 4 partículas puntuales de

masa m cada una. Si inicialmente la estructura se encuentra en reposo en su posición de equilibrio

inestable (◊ = 0
¶
) y se le da una pequeña perturbación que la hace volcar como se indica, se pide:

(a) Determinar los valores de ◊̇ y de la normal en 1 para el instante justo antes de que la partícula

2 choca con la superficie (asuma que hasta antes del choque la partícula 1 no se mueve).

(b) Determine la energía mecánica total de la estructura después del choque de la partícula 2 con la

superficie (asuma que después del choque la partícula 2 queda inmóvil, y la estructura comienza

a rotar en torno a 2).

Hint: Se conserva el momentum angular antes y después de la colisión medido con respecto a 2.

Figura 2: Cruz de barras 2L y masas m atadas a los extremos.
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Auxiliar 21
P2
Como indican las figuras, es importante dividir el problemas en 2 partes , justo antes que 2
Colisione y justo despuésdeque colisione

Primera parte

Solo tenemos fuerzas internas ( las barras que unen las partículas ) y la normal que ejerce el suelo
sobre lamasa pivote, por lo que se conserva la energía
Como inicialmente el sist. está en reposo , solo tenemos energía potencial
f-03 ^

Eo= [ Vi,o = Uno + Va, o t U3,0 t V40
Conservado

i
un

2L = mg
.Otmgl +mg2L + mgL = 4mgL

4 ^ 2

Justo antes que2 colisione, claramente todas las partículas, menos 1,
¡

te
tienen velocidad⇒ energía cinética , además de energía potencial , por lo

n
⊖ v que primero expresamos K

o

t>O
¡

3

KE ? K ? 1am VI.⇐ 1m (¥+024 vi +UÍ ) 4
,

2
\

Y
=12m ( (TZLÓ-e)2+12 LE-e)

'

+ (TELE5 ) '

el subíndice -c- denota que
www.maamaaam.aaaµ,

V21 ,

¡ ,
,

antes del choque
\

= 12mÓ-¡ (25+412+212)=4 [MÓÍ y
,
_¡
_
-PÉÍ

'

'

'

Donde es importante que seden cuenta que cada partícula sigue un movimiento circular, por lo

que las velocidades usadas son Únicamente tangenciales , de la forma 3 "
En:*

E- RiÓ
donde los radios Ri son los dibujados en verde con líneas punteadas '

i

±::::::::::::::::::::::::::::::::::E:í÷f÷.go consideramos que 2 ya está a la altura del suelo .
Esto lo podemos

sobre el piso, por lo que la podemos despreciar
~O

U
-e
= [ Vi, -e = MG [ Zi, - c- = MGL# +23+24 )

¡
i

=mg (TLL + TEL ) = 2mgEL

Usamos conservación de la energ . mec. y despejamos Ó-e
E• = E- e

⇔ HingE-HEME +12mgTU
⇒ Ó

- e=p 2g - Rg
2L



en su componenteen bí

Para calcular la normal usamos el CMYjusto almedio de la cruz ) que tiene la ec. demov.

4mÍ en = - 4mg +N

⇔ N= 4m ( Ícm +g)
donde 2cm lo podemos describir en función de⊖ como

2cm = LCOS⊖ ⇒¿un =-LÓsin⊖ ⇒¿ en = - LÜsin⊖ -LEcoso

⇒N = 4m ( - LÜsin⊖ -LEcoso +g) (1)

asíque debemos encontrar ÁYÜ, que podemos conseguir con otraec. : la relación torque-momentum angular
DE= Íexi
DE

i
. ¡am ;
-

.
.

:

donde Fat =Fat = L . 4mgsin⊖j } veranexo 1 para másdetalle CMvi
•≥ Fimgsino ,

con Fi-Mig
'E

'

÷ =

4mg
Lo v

F-a-
"

Y elmomentum angular [ = Zmñixvi
i

= m ?riOij / ñi 1- E.
velocidades

✓ circulares

= m ( FLLTELÓ ) + 2L. ( ZLÓ) + ELTELÓ ) ) j
= 8m12Ój

por lo que nos quedaría
⇒ ÉnsíÜj= ltmrgtnsinoj
⇔ Ü = lzzgsin⊖

mecánica

⇒ /ÜDÓ = £ ¡sinoa⊖
]""°

O O

⇔
2-
=
-

¥ (Cos⊖
- 1)

⇒ E-

pql1-coso.tt
sí que (1) nos quedaría

N = 4M ( - L .¿g sin⊖ - sin⊖ - L (1- coso) coso +9 )
= 4m ( - 9-2sino - gcaso + gcosa +9 )
= 4m (

-gcaso + {gcosi⊖ )



y cuando
2 estájusto antesde chocar el piso 0=1174

⇒ N(0--174) = 4m ( - 9Ez t 3-29E)
= 4m/ 2¥ +3¥ -9¥ ) = 4m/ 5¥ -SE )

b. Si calculamos Ñ clr a 2
,
notamos que la fuerza ejercida por el suelo sobre esta partícula no ejerce

torque , por loque se conserva el momentum angular clr a 2 .

Calentemos el momentum angular otra 2 justo antes del choque, donde la velocidad angular
es Ó- c- y recordamos que las magnitudes

de las velocidades son

/En1=0
,
/Es / = 2LÓ-c- , tout = TELÓ-e

⇒ [a= ZMÍi. a ✗Ti, a = m[ ri.itTi I sin(✗ i.2)j
i i

= Mrs
,a

- 2LÓ-e . sin Iy j +mira,a. TELÓ- e
- sin Iy j

= m L . ZLÓ -e¥j + m 2L . LÓ
. e. 1µg#

ver anexo 2

= 2mtiÓ-ej + 2mL
'Ó-ej = 4mL -ej

Y ahora calculamos [ , nuevamente con respecto a 2 , pero luegodel choque, donde 1 si tendrávelocidad
y la velocidadangulardel sist . clr a la vertical será Ó+e

⇒[a. + c- = Zmñi ✗Ji = [mrioij / ahora elpivotees2 , por lo que es análogo a la
i ¡ primera parte , Fi 1-Ei

= m rn Unj +MrsOsj +mríoyj
= (mTEL LTZLÓ+e) +MELLTELÓ+e) + m2h12LÓ+e) )j
= 8m[Ó+ej

Ahora
, por conservación delmomentum angular dr a 2

[
q -e

= [
2
,
te

⇒ 4mLIÓ- e = 8mtiÓte

⇔ Ó
+c- = FE

donde conocemos el valor de Ü-c- de a) . Para calcular la energía mecánicajusto despuésdel choque
hacernos la aproximaciónde que tanto 1 como 2 están en el suelo

DK+c-= lzm (TZLÓ+c-Y + lzm ( LLÓ*Y + 12m (TLLÓ+e)
°

= {m tíÓÍE (2+4+2) = 4mtiÓIE = MIÓ?e



☐ Ute -- 2mgTEL

⇒ [+c- = Ktet Ute



Anexo 1 .
Para los productos cruz podemos hacer el truco de encontrar la componentedel segundo vector que
sea perpendicular al primero , con esto encontramos la magnitud , ladirección la obtenemos
haciendo regla de la mano derecha

1

Es

ji •> Essin0

j ①→¡ 3
>

E- [
usamos estas^

Ñ
,

És componentes perpendiculares
a Ti

5-
4

Fy sin ⊖
v

L

E
,

⊖

F. >
V

¡ &

¥
2

Fa sin¥+0
Éz

¥
.

"?
-

±:o)
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.

v

°

Debidoaque es un sólido rígido podemos calcular el torque externo como el torque ejercidosobreel CM,
pero también lo podemos hacer sumando los torques sobre cada partícula por separado (normalmentees más latero de esta Última forma , pero démosle )

Fui = [Fui, i = Ex Éa + F.✗Es + Ti
,
✗É

,

i

= ra Fa sin(Iy +⊖) j t BEsin⊖j
- ri, ki sin ( YI - ⊖) j

= ELmg ( sin / ¥, +⊖) - sin/¥, - ⊖) ) j +21mgsinoj
= V2Lmg V2sinOj + 2mgLsinoj

= 4mgLsinoj

Que es lomismo a lo que llegamos usando CM



Anexo 2
.
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nbí Es
>
Usamos estas

lfsinltl4 componentes
1-a ñi

jo si
¡
3

↳
^ >

4.sin ¥
>&

T j -

"

raj ¥ )4
,

|
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IN I
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I
I

I

\
•

| -
estamos calcular

clr a este punto'

\
§

⇒ [a = ME ✗ Es tMÍ,✗ ÑY = Ml (B U} sinYIj t NV" sinYIJ )
= M ( TIL (ZLÓ-e) fpz + 2h HELÓ-e) fpz)j
= 4m tiÓ-ej


