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P1.-

Dos partículas de masa m están confinadas a moverse a lo largo de un alambre curvo descrito
por la ecuación y(x) = (x2 ≠ L2/4)2/L3. Estas permanecen comunicadas por medio de un resorte de
largo natural L y constante elástica k, tal como lo muestra la figura. Se cumple que m = kl/3g.

a) Encuentre las ecuaciones de movimiento de pequeñas oscilaciones, en torno a los puntos de
equilibrio x± = ±L/2

b) Determine los modos normales, junto con sus frecuencias

c) Si en tiempo t = 0 la primera partícula está en reposo en x1 = ≠L/2 y la segunda cumple
ẋ2 = v0 en x2 = +L/2, determine el tiempo T mínimo que le toma al sistema en llegar a
una configuración donde la segunda partícula se detiene en x2 = L/2, mientras que la primera
partícula oscila en torno a x1 = ≠L/2
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P2.-

Considere un péndulo simple de largo L y masa m que cuelga de un anillo que se puede mover
libremente a lo largo de una barra horizontal. Estando el péndulo en reposo, se impulsa el anillo con
una aceleración a0 constante a lo largo de la barra. Determine:

a) Máxima desviación del péndulo con respecto a la vertical.

b) Tensión máxima que experimenta la cuerda y el ángulo con respecto a la vertical donde ésta se
alcanza.

Formulario
Lagrangiano

El lagrangiano L se calcula como
L = K ≠ U,

donde K es la energía cinética y U la energía potencial del sistema. Se debe considerar todas
las partículas del sistema.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange se calculan como

d
dt

3
ˆL

ˆq̇

4
≠ ˆL

ˆq
= 0,

donde q es una coordenada generalizada, puede ser: q = x, q = ◊, q = r, etc. Estas ecuaciones
de E-L nos dan las ecuaciones de movimiento del sistema.
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Modos normales

De tener un sistema de ecuaciones de movimiento con forma de M.A.S. vectorial, como el
siguiente:
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se pueden calcular sus modos normales de oscilación, que serían los autovalores de la matriz
cuadrada, �n◊n. O sea, queremos encontrar los Êi que cumplen la ecuación de valores propios:
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Sistema de referencia no inercial

La ecuación de movimiento para el SRNI SÕ es

m ¨̨rÕ = F̨¸˚˙˝
reales

≠ m
¨̨
R¸˚˙˝

traslacional
≠ m�̨ ◊ (�̨ ◊ r̨ Õ)

¸ ˚˙ ˝
centrífuga

≠ 2m�̨ ◊ ˙̨rÕ
¸ ˚˙ ˝

Coriolis

≠ m
˙̨� ◊ r̨ Õ

¸ ˚˙ ˝
azimutal

,

donde

• F̨ es la suma de las fuerzas reales aplicadas sobre la partícula;

• R̨ vector que va desde el origen de S al origen de SÕ;

• �̨ velocidad angular con la que giran los ejes cartesianos de SÕ c/r a los de S y

• r̨ Õ vector que va desde el origen de SÕ hasta la partícula.
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Auxiliar 20
P1

Is
al Para encontrar las ess .

demov ocuparemos
Z Lagrangian . Y como nos piden los modos
↓g normales de oscilacion, ocuparemos pequenas

Yz
2 perturbaciones para aproximar el Lagrangiano

1

mmmeue
a segundo orden/grado para que las EoMs
seam de primer orden , o sea que tengam law forma de un M.

A
.

S.

Ye Primero calculemos la energia cinetica de
> X

cada particula. Ocupando coordenadas Cartesia-
X1 Xa has tendramos

Ki = Im( +ji) bk=m(xi +yi)

pero como ambas particulas se nueven por el viel , la coordenada y esta relaciona con y , de la
forma

y = f(x - (44)) = 12(x + 212)(x - 212)]"(1)

que es una relacion algo complicada, por lo que empezaremos a aproximar. Por intucion los
puntos de equilibrio estables estan en X = 1/2

,
-12 (en los puntos mas bajos del riel) ,

por lo que consideraremos que el punto de eq .

de 1 es Xo = -112 y el de 2 Xa = 112 :

Ahora consideramos que ambas particulas se mueven , ligeramente, en torno a sus puntos de
equilibrio, o sea

· Xi(t) = - 1/2 + SX1(t)
,

· x(t) = 112 + Sx(t)
,

con 18411
,
18x211Xt

Reemplacemos estas expressiones en (1) donde solo nos quedaremos con terminos de hasta Ex

·

ye = ( - 2 + 8x +(2)) - 22 +Sx- 2/2)]

=-Ex
- densorden

- LL8x + 1Sxi]=S
N * Sxi



·

yz = / ((212 +8x. + (12) (212 + Sx
- L12)]"

= (8xi + 18x]

ordent Adens=S +2+

-
Asi que las derivadas temporales de y: en funcion de x: serian

· i =Is i =Is
que reemplazoos en la energia cinetica

k==m () +m
sin embargo, notamos que las contribuciones de : son de la forma

Sxgiz

que es un termino de orden 4
, por lo que los despreciamos. Finalmente, la energia

cinetica seria

=msm
thora vayamos por la energia potencial . Tenemos des contributiones :

- Potencial gravitatoria : Us = migy
- Dotencial elastica : Ve

=1k(r-1)

donde la gravitatoria total, en funcion de SX, seria

Ug = Ugi + Ugz = mgyi + megy
= mg1Sxi +mgSX

que es una expression de orden 2 , asi que no despreciamos nada.

Para la potencial elastica solo tenemos un resorte , por lo que sera una sola contribution.
Recordemos que el r de Ve es el largo del resorte, que geometricamente seria



r= V(Xz- x1) = + (yz - y - )2
-

que en funcion de las perturbaciones Sx Yz - Ye
seria

I
immemo
.

r = /(z +8x + 2 -Sx) +( - Si) I

-

I

-

X2 - X1

= V(L + Sx - Sx) + Sx - 28xiSxi + Sx(2
L2 L2 (2

Penseos en (2) como una funcion de la forma VL + E ,
donde e representaria la

summa de todos los terminos de 121 sin contar el 12
, y que cample e1 ,

entences si

expandinos hasta orden 1 en e

VL + E =ZWE E

21

asi que la energia elastica seria

Ve =1k(r-1
donde e aparece al cuadrado , y como tiene expression

E = 21Sx-218x1 + Sxi + Sxi-28x1Sx + 8- +L2 (2

solo sobreviviran los terminos de order 1
, ya que al cuadrado serian de orden 2

Entences

Ue4(8x -Sx

=k(8x-Sx)
que es una expression de orden 2 , como se desea.

Ya tenemos todo para expresar nuestro Lagrangiano Cuadratico /orden 2
L = k-U = Imm-mgxi-mgSk(Sx-S
y para calcular las EoMs usamos E-L .

Primero para Sx

= -LmgSx +k(8x-Sy



=mm
... S + 298x - k(8x -Sx) = 0(3)in

Y para SXz Seria

= -LmgSx-k(SX-Ex

=m =m

:. jiz + 2q8x +&(8x - Sx) =0(4)m

donde (3) y (4) serian las EoMs de pequenas escilaciones.

b Para calcular los modos normales de oscilacion del Sistema
,
tenemos quejuntar

(3) y (4) en una ec matricial de la forma

i +2 = 0

que en este caso seria

(8) +(tklmkm)() = ( %)
que formando m = kL/3g

+(g)
Los modos normales estan dados por los autovalores de la matriz de 2x2 que acompana a
↑. La ec de valores propios seria

15911-wa-39/2 5539( = (5g1
-wi - (3g()" = 0

=> 5gl-w = + 3g/L

↳ W" = g ,



Con esto conseguimos las frecuencias de oscilacion, pero tambien necesitamos los autovectores
para saber el sentido de escilacion.

we= 29/L

(5glLgIL g)(3) = 1 % )
(= )() = (8) = (a) = a(n) ambas particulaoscilar en el mismo sentido

y normalizado

a(11)ar) ! ) = 1 = a =t wmmm
a

·ChY para la otra frecuencia ~S

w"= 8g/L

·3(1)(a) = () (a) = (asparticulaoscillatearios
y normalizando az = 1/E wmmm

m -wa

* Nota : Al principio puede ser complicado estode las aproximaciones. Con la practica aprenderan
hasta donde deben aproximar una funcion para que aljuntarlas con las otras , les quide
una expression deMaximogrado 2.



P2
Nosotros ocupannos SRNI cuando identificamos que el movimiento de la particula

es bastante facil de describir con un sist . de coordenadas, pero el origen O'de este
Sistema se mueve de forma no inercial, o sea , de forma acelerada

Por ejemplo, en el presente problema tenemos 1 .
que el movimiento de la particula visto desde

↑

del sist . de referencia O' es simplemente el de O
⑧ ⑧

un pendulo simple con largo ete .

L -
E T

El problema surge en que O' se esta moviendo
Eur

~
9

con acceleracion a
, por lo que si ocupramos

solo este sist
, ya no tendramos las relaciones

de las derivadas temporales de I' ,
=didIt

⑳
*

S
TPero si podemos ocupar este sistema %, Y si ocupamos mgla formula maestra de esta unidad :

ma=Fi-mi-mx(x)-2mx-me

donde

· Fi : la summa de las fuergas reales

· R : vector posicion que va desde el origen O, hasta el origen 6'

· E : velocidad angular con la que rota el sist . Cartesiamo fijo a O , cr al sist . Cartesiano de O

· ' : vector posicion que va desde O' , hasta la particula

Para resolver problemas de SRNI podemos seguir los siguientes pasos :

-Definir el Sistema S' y la posicion , junto con sus derivadas

- Expresar R y derivarlo dos veces

↳ Definir la velocidad angular
Calcular las fuerzas reales F:

Pasar todos los vectores de S al Sistema Si



Calcular cada termino de la formula maestra

a) thora hagamos nuestro problema en especifico
↳ Primer paso : S'yu
Como es un pendulo , ocupemos polares con origen en el extremodel pendulo , o sea ,

el Sist. It's
Asi que

'

es

= Lj
y susderivadas las calculamos de la forma usual , ya que ocuparemos la formula maestra,
=Le =-L+

Segundo paso : E

Tenemos que pensar enO' como si fuese una particula, entences qui sistema de coord.
inercial seria bueno para describir a esta "particula" ?

paremeistemdedbujo ,questjenalgunpuntdelavarayateration
con la que se mueve 0, por lo que tenemos directamente que

R = a . T

Tercer paso: Ja
En este problema , si fijamos un sist. Cartesiamo en O', .

O ,

5

%0
nos damos cuenta que no rotaria er al sist . Cartesiano
de S

,
como se ve en el dibujo de la derecha. Por lo que tenemos

O
T

2 = 0

lo que hace que se simplifique mucho la ec maestra , ahora tenemos solo :

mi=Fi-mi

Cuarto paso : Fuerzas reales

La particula siente realmente solo : peso y tension. Describanos estas fuerzas

m = Mycost'-mgsin'
M F= -Tj



a Quinto paso : Relacionar Sy Si

Notamos que todas nuestras expressiones estan en funcion de Iy ,
menos at

,
ast

que describanos en funcion del Sist . S'.

11

E Ja solapando ambos sistenas notamos que
[

M

L = -Sing-cost'

je
co por lo

que-asin-coco
· Sexto paso : Ec

. maestra

Calclemos cada termino de la ec maestra reemplazando con lo ya encontrado

↳mi =m)-L +L *)
111 11ZiFi = igcost'- mysinto-Tf

↳mi = -masin'-macos

juntamos y

m(-L +() = Mycost'-mgsin-T +Masin'' +macos

con lo que obtuvimos nuestra EoM vectorial , y las escalares seria

j)-mcE" = mgcost-T + masing

)ml = -mgsint +macost

Nos piden la mas desviacion du a la vertical, asi que ocupenos ) e integremosla
⑦

d = -Ssin'+ cost do
do

E

=> I d = -g/sinodosd
↳ (cos-1) it

y el angulo maximo se alcanza cuando : = 0
= 0 = g(cose"-1) + sint



-Cost= sin-1(

=>

cost sin-Sin
X-sinte=Sint-sin
↳ O = sing*. (Sin

*

( +1)-]/A=0 es la CI
,
la descartamos

=> O = Sint(1)-
>

"
=arcsin(2

b) Para una expression de T ocupamos
T = mgcost' + masino + MLE

= mgcoso' + masint' + Log (cost-1) + Imasint
= 3mgcost' + 3ma . SinG - Long

y para encontrar su maximo derivamos e igualamos a O

= -3mgsinSmacos
=> = arctan()

y reemplazando enT

Tma ===) = 3gcos(arcten()) + 3masin(arcton()) - Eng
e Importante aclarar que lomas comin es que se tenga to . Ya veremos problemas de este
estilo


