
Universidad de Chile
Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas
Departamento de Física
FI2001 – Mecánica

Auxiliar 20
Lagrangiano y modos normales

Profesor: Gonzalo Palma
Auxiliares: Francisco Colipí, Javier Huenupi
Ayudante: Gabriel Marin, Valentina Suárez

P1.-

Dos partículas de masa m están confinadas a moverse a lo largo de un alambre curvo descrito
por la ecuación y(x) = (x2 − L2/4)2/L3. Estas permanecen comunicadas por medio de un resorte de
largo natural L y constante elástica k, tal como lo muestra la figura. Se cumple que m = kl/3g.

a) Encuentre las ecuaciones de movimiento de pequeñas oscilaciones, en torno a los puntos de
equilibrio x± = ±L/2

b) Determine los modos normales, junto con sus frecuencias

c) Si en tiempo t = 0 la primera partícula está en reposo en x1 = −L/2 y la segunda cumple
ẋ2 = v0 en x2 = +L/2, determine el tiempo T mínimo que le toma al sistema en llegar a
una configuración donde la segunda partícula se detiene en x2 = L/2, mientras que la primera
partícula oscila en torno a x1 = −L/2
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P1 Auxiliar 20
ya Para ocupar ec. de Euler-Lagrange

·
2. (2):q
tenemos que expresar el lagrangioma de nuestroWinneproblem. Empecernos can la energia potencial,15. tenemos dos contribuciones: (1) Gravitacional y

(2) elastica.

·

- ruitacional

Definaros las coordenadas de la particula 1. Como (X,y.) y para la particula
2. (x, yz). 3:defininos el potencial gravitatorio Ug corno cero en y

=0, entences

Ug =Ug1 +Ugz =

mgy,+mgy. (1)

Elastica

La energia potencial elastica esta dada por ladistancia entre sus extremes, r, y sus constantes de fabricacion k,
L

Ya
We =fk(r - 1)

·

.
..... .Dis.

En estecasor localulamos compitagoras of(ly-y."+ (x-x
e

-Ve =fk)((y, - y,) +(x-x))" - L) a)

3x
Ahora, las coordenadas x ey de una misma particula no son independientes entre si, si

Xz
no que por enunciado

y
=f(x

=24) =(x - 2(a)"(x +2(2)(x)

yal reemplazar en (2) quedaralgo no mary bonito. Asi que empeceros can las perturbaciones, por enunciado los

equilibrios se daran en X. = =h/2 (tiene logical, entances tormennos una pequena variacion

Xi =x0,i + 8x:,con18x:1

reeplaganda en (3) y,(X = -212 +8x1) =1) -21 +3x - 22(2) -42+8x +

42)teeeeeeee13

L



xyz(x =212+3x2) =1(L12 +8x - (2)"(212+8x +(/2)"

L

-1(ec"isxi)=si
L

Ahora si reemplacennos estos y:en (1) y (2)

·Ug= mg8x+mgs

=Im+(K +8x-1-212 +x))"-1)

=k/8x++(h+ 8x-x)-
notamos que los primeros dos termines dentro de la raiz son de orden 4, por to que son despreciables frente a los terminos que
saldriam de (L+Sx.-8x)" Corden ()

=>Ug =(k(8x) - 2] =k(3x-8x

Ya con la energia potencial lista, deberos in por la energia cinetica, que en cartesians seria

k =2,k: =1m(xi+y,) +m(x,+y?) (4)

que considerando la perturbacion Xi
=X.,: + 5x:=> Y: =84: y la otra perturbacion

y=
=St, - j, = 28x:84:

reeplagarose (4k=m/s, +x,si) + (m/s+ sxsi)
donde los terminos 8x:S:Serian mucho mas pequenos que si:" asi que losdesprecianos

=>k= 1ms + 1ms

Finalmente, nuestro lagrangiano seria

L =k-u =msi + 1msi-mg8xi-mgsx-1k(3x-5x"

Calculannos las ecs. Le E-L para encontrar las ees de movimiento para 8x:



↳ Ex28x +k(8x- 8x1)

↳

Ex" - 2mg8x- k[8x,-8x 8 + 8x - 3x2 =0
④ (5)

=mei = (()=mis Si + 8x,-8x =0

·-mis = (()) -mix,

Notamos que obtuvios sist. de es. demar. lineates, asque estannes bien. Ahora expresennes este sistera de
dos EDOs/EOMs come un sistenna matricial de la forma

1R' =0

donder es un vector de 2 elementosy una matriz de 2x2, viendo (5) tenemos
-S

e) +(*)) =(8)
Este sist. de EOMs puede resolverse utilizando un ansatz de movimiento oscilatorio I= r.e"* donder.
es on vector constante y w seria la frequencia a la que se moverian las masas. Reemplazannos
este ansatz en (6)

=>- w"rent+"rofint=0 1.e-int

->(r-w") ro =0

y para que exista solucion imponeres def (r"-wH.x)
=0

->

Eg-me89wrl= (59)wY" -994
inI

havemosel (2. I =w =5g(- w =13g/1 =w=59 =33 -w=2s wi =8

Ya que tenemos los autovalores, win, podennos calcular los autorectores que deben cumplir

(r-wit)()= (8)
evaliermos para los dos wi



- Wi=29/(5g2g/ei)() - )?) (i)
=3(a)= (8) =a=b,

·(ii) =an)?), normalizando an(11)-an(1) =an.2 =1 =an=1
R

↳mini. Oscila en elmisro sentido

↳Wi=89/(5gggggg)()=-)??)(E
=-(Is) =(8) -> ac =- bz

%(9) =a)1), normalizando a?(1 -1)(1) =ai.2=1 => ai=7

W Oscilan en sentidos contrarios

" = i
⑧

2- -> -->

(c) Solotenemes fuerzas conservatives, por lo que se conserva la energiamecanica

E. =Ef

ent=0 solo hay contribucionde la velocidad de la particula 2, ya que siparten en x, =-L2 y x=L/2, el resorte estar
su large naturally ambas particulas se encuentron on y =0

=>to =me!

mientros que para t=te, la particula 2 esta detenida yen xc=2/2 asi que no contribuye a la energia, mientras que la



particula 1 ahora comenzo a moverse y a oscilar (pequena oscilacian)m torno a -22

=k(t) = -112 + 8x(t) =>1 =8

asique solo esta masa contribuiria a la energia

Ex =1m8x+mg

imponiendo conservacion-> 1mus=1m8x+mgs

=>(x) =w-98xd =I
=>

= =dt 1
->

8)-*i

-Earcsin( 8x)/=T
=>I=arcsin( (x+())
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