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P1.-

Un aro de radio R, gira en torno a un eje vertical tangente al aro en el punto O con velocidad
angular Ω constante. Una partícula P de masa m puede moverse a lo largo del aro sin roce alguno.
Se define un sistema de referencia no inercial S′ centrado en el centro C del aro y con ejes x′ y y′ en
el plano del aro como indica la figura.

(a) Escriba la ecuación de movimiento de P y su proyección a la dirección ϕ̂′ en la forma mRϕ̈ = f

(b) Obtenga la energía potencial U que se calcula como f = − 1
R

dU
dϕ

(c) Suponiendo que RΩ2 << g y que el punto de equilibrio es cercano a cero, determine de forma
aproximada este ángulo
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Formulario
Sistemas de referencia no inerciales

La ecuación de movimiento para el SRNI S′ es

ma⃗ ′ = F⃗︸︷︷︸
reales

− m
¨⃗
R︸︷︷︸

traslacional

− mΩ⃗ × (Ω⃗ × r⃗ ′)︸ ︷︷ ︸
centrífuga

− 2mΩ⃗ × ˙⃗r′︸ ︷︷ ︸
Coriolis

− m
˙⃗Ω × r⃗ ′︸ ︷︷ ︸

azimutal

,

donde F⃗ es la suma de las fuerzas reales aplicadas sobre la partícula; R⃗ vector que va desde
el origen de S al origen de S′; Ω⃗ velocidad angular con la que giran los ejes de S′ c/r a los de
S y r⃗ ′ vector que va desde el origen de S′ hasta la partícula.
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Recordamos nuestra fórmula maestra

mia! má - MÁ -msixlrxr ' ) -2mrixv '
-msixr '

reales traslacional centrifuga Coriolis azimutal

En este caso definimos
"
2
"

SRNI ( nuestro aro )
, ya que

la masa se mueve
%

no
"

en un círculo ldaro)
, por lo que conviene usar coord. polares Cf:&.

tí )
, peroE

Exo
¡
>

>
. >j

, no
" también definimos el sist . de coord . cartesianas Lij , k

"

)
, para poder descom

-

Olá
'

'

'

-
-

a.
0.*

porer (¡IÓIK
" ) en este sist . y luego encontrar una relación con elsist .

ir
R

( ¡Á ,
bi ) que es de utilidad , ya que el SRNI se mueve en un círculo alrededor

- é
'

de la vara (nuestro SRNI )

Por lo tanto
,
tenemos que la posición del SRNI dial SRI , Á, es

E- Rj ⇒ ¡ = RÓÓ ⇒ ÍÉ - RÜ¡ + RÜÓ , ya que Él constante

⇒ IÍ= - Rsip 4)

Ahora describimos la posiciónde la partícula en elSRNI
ñ
'
= Rj

'
⇒E- RÓ ⇒ É ' = -RÜF

"
+ RÜO '

(2)

Pasemos de (iii. bit a LEE' , tá
' )
, por dibcio tenemos las descomposiciones

E- caso'j
'

- sino ; j
'
-
_ sino'j

'
+ caso

' É ' ; la
"

=D
"

-En §Reemplazamos en (2) y calculamos las fuerzas ficticias donde 1-= -RÍ

D-MÍ = MRIj-mrrjl-mrrls.in⊖'¡
'

+ cosaÓ
' )

"

ii.
¡ji .

⊖
'

D-nnsixcsixñ' ) =mrixl-ri
'

✗ Rj
'

)
= -MÁR ( caso' }

'
- sino Ix ( (COSÍsino ) xp

' )
¡ u.

.

.

.

.

"

"

-

¡= - MMRsinó ( caso'f
'
- sinÓÓ

'

) ✗ tí
= MMRSIHÓCOSOÉ + mr≥ Rsin20

' j
'

D- 2mIx É ' =2mrlcosoj-s.in#)xR0-'E'--2mrcosoR0-'
tá'

D-MÍ xñ' = O ( Res constante )

Ahora describirnos las fuerzas reales , que son: el peso en i
'

y las normales ejercidas por claro en

j
'

y k
"

⇒ má= ? Éi = mgi
'
+ Np ¡

'

+Nak
, describimos en LÉÉ, bí)

- mnglcoóój
'
- sino'É ) + Np ¡

'

+Nrbí

juntarnos todo

RMERÜ¡
'

+ R
'É' ) = mnglcoóój

'
- sino'É ) + Np ¡

'

+Nak
"

+MRM (sino'¡
'

+ cosaÓ
' )

+ MIRsinocoso
'É + mr≥ Rsirío

' ¡
'

+2mAcosa RÓ
'
tá'

y la proyección en Ó
'

es hacer el producto punto de esta Última ecuación con Ü , que es lo mismo



que escoger la ec. escalar en É

Ó' ) mRÜ ' = -mgsinO
'
+ MRMcaso' t mMRsinolcos⊖'

, donde identificamos f

f-(8) = -

mgsinO
'
+ MRMcaso' t mMRsinolcos⊖'

b) Calculamos la energía potencial como dice el enunciado

f- = -1-2%1, ⇔
-

↓¥,

= -

mgsino
'
+ mrr

≥ cosa + miraRsino'cosa | . R / do
'

⇒ -¡DU = - MGR /Éino'do' t mRW /acosado + miraR2 /Eino
'
caso

' do'

⇔ UCOY = -mgRCOSO
'
- mRW sino

'
-

mRV sin20-1 + C
2

donde c es la suma de las constantes de integración y podemos definir como O

C) Sabemos que el punto de equilibrio se tiene para DUIDO
'
= O

,

DU = mgRsino
*
- mRuinoso

*
- mRW sino

• casó Í O
DE' /a.

Donde resultadifícil despejar , pero tenemos por enunciado que ≈O, por loque podemos aproximar
sino

*
≈ O

* ^
caso

*
=L

⇒ mgRO
'
- MRER≥ - mRUTO

*
= O

⇔ = MIREN RR
≥

mrgK - my RIN

=

g - RA
además nos dicen que RR

'
«g por lo que nos queda

≈ kgf ≈ O

En este plot veremos el potencial U(⊖Y con la
condiciónde que RT« g , lo que provocaque
Uno de los mínimos ( punto de equilibrio estable)
sea cercano a O , por lo que se puede hacer la

aproximación de los senosy cosemos

"
"
"
"

¿
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