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P1.-

Considere una partícula de masa m que se mueve por un paraboloide de revolución (sin despegarse)
en presencia de gravedad. Para describir el movimiento utilice coordenadas parabólicas, donde la
relación con las coordenadas cartesianas es:

x = uv cos „

y = uv sin „

z = (u2 ≠ v2)/2

donde de forma general u œ [0, Œ), v œ [0, Œ) y „ œ [0, 2fi) (este último es el mismo ángulo de
coordenadas cilíndricas), pero utilizaremos v = v0 constante para considerar un paraboloide como el
de la imagen.

a) Encuentre el Lagrangeano y las ecuaciones de movimiento

b) Encuentre la(s) fuerza(s) de ligazón

c) Encuentre la condición para tener órbitas circulares y encuentre la frecuencia de pequeñas
oscilaciones en torno a una órbita circular

(a) Paraboloide de revolución (b) Coordenadas parabólicas
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P2.-

Un aro de masa m y radio r rueda sin resbalar en un cilindro fijo de radio R, como se muestra
en la figura. La única fuerza externa es la gravedad. Considere que el aro empieza a rodar, con una
velocidad inicial despreciable, desde el punto más alto del cilindro grande.

a) Ocupe el método de multiplicadores de Lagrange para encontrar la ecuación de movimiento del
sistema y la expresión de las fuerzas de restricción. Con esto encuentre el punto donde el aro se
despega del cilindro

Multiplicadores de Lagrange

Si además de obtener las ecuaciones de movimiento de un problema, queremos calcular las
fuerzas de restricción, utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange

d
dt

3
ˆL

ˆq̇i

4
≠ ˆL

ˆqi
=

ÿ

a

⁄a
ˆfa

ˆqi
,

donde L es el Lagrangeano del sistema (sin haber hecho explícitas las restricciones geomé-
tricas), fa son las restricciones geométricas del problema y qi las coordenadas generalizadas.

Luego de hacer las derivadas y reemplazar con las restricciones fa, las fuerzas de restricción
serían iguales a los multiplicadores, Fa = ⁄a.

Sólido rígido

La energía cinética de un sólido rígido puede ser expresada como:

K = 1
2M | ˙̨

RCM|
2

+ 1
2 �̨tICM�̨ ,

donde M es la masa total del sólido, R̨CM es el vector posición del Centro de Masa (CM), �̨
el vector velocidad angular del sólido y ICM el tensor de inercia medido con respecto al CM.

En este link pueden ver un listado de algunas componentes (ICM es una matriz de 3 ◊ 3)
de los sólidos rígidos más comunes.
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Auxiliar 1
P1

a) En este primer item nos piden encontrar las ecs. de movimiento, por lo que15 todavia no debernos ocupar multiplicadores de Lagrange (para calcular
fuerzas de restriction y el calculo esas sencillo.

Lo primero que deberos hacer al utilizar Lagrangiano es saber la cantidadmig de grados de libertad de nuestro problema, en estecaso son 2 debido
a que la altura de la particula esta dada directarmente por las coord. Xey

z =x2 + y
=

ec paraboloide de revolucion
a a

entences cualquier cambio de variables /coord. debe mantener que solo doo variables/cord. Son
independientes. Ahora construyanos el Lagrangiano

Tenermos que la particula prede moverse en los 3 ejes cartesianos, por lo que su energia cinetica
en cartesians es

T=1m(x +y +E

y debernos expresarla en coord parabolicas donde v
=v. => i =0

I =is.cod-uesindd

b y =is.sind + uu.cosDI

I =ui

=>T=m)(ir.cosp-nrsindb)"+ (ir.sind +ur.cosdol"+ei
-m(sicosp-zuis, cospondens:sin'd+ is.sin'd+zurcospsindotnicosditneI
-

I I

-
#

=(m)is-us? Itwil

La unica contribucion a la energia potencial es la potencial gravitatoria U =mgz, considerando
UCz=0 =0, que en coord. Parabolicas seria:

U(ul=mg (2-5.

entences nuestro Lagrangeano tiene la forma:

L =m) i?- vr:+wn")-mg (e-s. In



Ahora debernos calcular las ecs. deE-L

18g?)-q?
donde nuestras coord generalizadas serian q, =M y qu=d(solo son 2gradosde libertad). Notaros
de (11 que el Lagrangeano no dependedeo explicitamente lo que implica conservacion del momentum
generalisado asociado a esa coord. (generalizadal

pi =E:
↑
momentum angular

en nuestro caso seria pp==mus.I=l=cte. (2)

=x+ y
=U'scos'b+ve:sind = ves

Mientras que la ec. de E-L para n nos da:

- 2 =mur.I+ mui-mign - mir?manzl

=>mir.2mmMui=Mur.I+mui-Age
I a

despejado o de (2) y reemplazando en la EoM ------ --
⑳

=>i.+Ui+ Ui=NV?mics." -

gu - -------
i(z? +4) +un-mico.gn =0 (a X. 8No

con to que conseguinos la EoM que rige el movimiento de la particula.

Imponer orbitas circulares (estables) es to misro que buscar puntos de equilibrios estables, que
Se encuentran imponiendo

2 =0 t
=0, la primera condicion implica que ce=0 y la segundaa

set

=>

gH
=2 = l." =l I distancia"parabolica"al punto demil? I? gmz. las orbitas circulares

y para encentrar la frequencia de pequenas oscilaciones debermas convertin is en la For de un oscila-
dorarmionico i + wo't =0 que es una EDO lineal. Obvianente no pueden haber pequenas oscila-
ciones para dual quier u, sino que solo en torno a los puntos de equilibrio estables (en este caso
M.) entences considerarermos una pequeta perturbacion en torno a n. de la forma

Ult) =4.+BUCH, dande/82ct1<s4. It



debernos reenplazar esta expression en (3) donde cormo Mo-cte = is=si y i=si

=>Si (s.+(4o+8r)Y) + (4+84).Si- 22

ms: (4o+Sul
+ 9(1+5u) =0

esta expressiondebennos mantenerla a prinner orden, ya que si fu ya es pequeno, cosas conno

Su, Six, su.S, n.8i71

Son muchaspequenas, por to que los despreciares. Notannos entances que rapidannente podernos
despreciar terminos y quedar con:

Si(zo+ uo) - 1

mi."(n+8u):
9(40 +8x) =0 (4)

ahora, tambien deberos linealizar el termino 1/(u.+sul" usando Taylor

~·sus-2! (misullynotsa-vol"
=1 - 3misul"/sn=3u+OCsntNo

=- se,
reeplazando en (4)

=>Si (wo+nil -mo:(8u) +gu. +g8n =0

>Si + 1~tur(mics: 9J8u =e

donde G es una constante conocida. De esta for reconocennes la expression de un oscilador
armonico +w.t=0, donde la frequencia de pequenao oscilaciones seria

W.= 1 Imar: 9]W.+No

4)Para encontrar las fuerzas de ligazon/restriccion debernos hacer explicitas en el Lagrangeano las
relacionesgeometricas. En nuestro caso quereros que la particula nose despegre de la pared,
que en coord parabolicas es que ft z = w., asique la restriccion es

f1 =z-z.



Es importante recorder que cuando ocparmos multiplicadores de Lagrange debermos considerar has 3
coordenadas como variables y despues de calcular las ecs. E-L y las derivadas er a los Xi, recien

reenplagames can has restricciones.

Entences las derivadas de las coord cartesiomas serian

x x =iscost+nrcob-nesindb

b j =irsinp + uisind + urcosd&

DE =Hi-wi

asi que la energia cinetica seria:

T=m(*yE=...-m(u+w'+n'r+ 2+wr8

y la energia potencial es

U(u,v) =mgz =mg
(u-r

asi que el Lagrangeano es:

= Im(u+w+n'r+ wr+wr8-mg (u-v)2

y la restriccion fr
=z-w. la agregarmos en la ec. de E-L coro:

->podrian ser mas de

(e) --Da2fa una restriccion

29:

varmos coordenada por coordenada. Para q,
=U:

- I =man+murmur -mgn
zu

↳ 81= Mui+mois

wi =0 (solo depended in

=>2mm+mein +2mmvii+mo-muri-meir"mur"+ mgh=0 (I)

para q2
=d:

32t =0 =muw 2 e

=>2muvd+(muvrD+mur8 =0 (II)



y para q=5

- I =mritmostmust mere
Be =MHI +m2
zj

↳ 21 =x1
88

=>2mmir+mu"+2MUMo-moi-Mro?-Mur"-mgz=1 (I

Ahora si usaros que cormoc=w. => i===0, reemplazaros

(i) =>U+vU+v =nw+gn = 0 (I.2)

(I) =>2uiv: +u:i =0 (ur!) =0 = Pp=muwb=l=cte. (I.2)
(11) => - z.U" - uw.I-mg2.=1. (I.2)

notannos que can (I.2) y (1.2) recuperaros lo que
teniarmos antes,solo que ahora obtuvinos el

valor de la fuerza de restriccion que permite que la particula no atraviese la pared del paraboloide
y que conoceros camo la fuerza normal. Reemplazando (II.2) en (III.2)

N =1, = - FoU - 1
mins-mge.



P2
Tenermos des fuerzas de restriccion:la normal que

permite que los objetos no se atraviesen y la fuerza de
-

roce estatico que permite que se pueda rodar sin res-

..--------- balar, geometricamente esto es
I adz↑Is

5.

N D

~Dr f
=R+a Rd = rd.-D i Normal Rodar sin resbalar

In EigRO D asi quedefininos:⑰

-↳Froce
~mig - f1

=

f- (R+r) fz =Rd, - r(b - b1)Faz Ahora expresenos el Lagrangeano. Solo tiene movimiento a
50.

r_
aro y como es

unsolido rigido expresarnos su energia cine -
tica commo:

k=kent* Icm

donde kon= Im/Ran1, s esel vector velocidad angular del aro y Icm el tensor de inercia medido or
a su CM. Tenermos en coord. Cilindricas que

podrian agregar

Rom=f =>F(n=f +988ken =1); +gpi)-
2

Usamdo la regla de la mano derecha tenemos que =(0,0,91), per to que solo nos interesa
la componente Issem que para un arodemasa my radiores Issen =nr

=>1I =1mr8? =k=m(; +fi) + 1mr?
2

La unica contribucion a la energia potencial es la potencial gravitatoria
U =mgkon=mgf cost,

asi que el Lagrangeano (sin las restricciones) es:

2 =1m(; +gi) + 1mr?-mg,cosb,
y las restricciones las agreganos como

#(2) - **As A of
29:

De aquisimplemente derivam era quf, qc =d, ·q=Pz con to que conseguiran 3 EDOS, Nego
~

Rb =r (b-bil y conseguiran la EoM para b (0b., comoreenplayanconsideramond INR * Frae=12 en funcion del angulo de Code)


