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P1.- Torque o energía

Tres partículas de masa m están en los vértices de un rectángulo de a × b, formado por varas
ideales de masa despreciable. El cuarto vértice está fijo a un punto P (ver figura). El rectángulo
puede girar en torno a un eje que pasa por P y es perpendicular a la figura.

a) Usando torque y momentum angular calcule la ecuación de movimiento para el ángulo con
respecto a la vertical ϕ (en la figura es α)

b) Usando a) calcule el punto de equilibrio del sistema

c) Usando aproximación en serie de Taylor encuentre la frecuencia de pequeñas oscilaciones en
torno al punto de equilibrio

d) Para comprobar su resultado anterior, exprese en función de ϕ la energía potencial del sistema
y con esta calcule la frecuencia de pequeñas oscilaciones
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P2.- Materia nueva

Consideremos una partícula de masa m2 confinada a moverse por el eje y, unida al origen a través
de un resorte de largo natural D y constante elástica k. Una segunda partícula de masa m1 confinada
a moverse por el eje x, permanece unida a m2 mediante un resorte idéntico al primero (ver figura).
Considere que hay aceleración de gravedad g⃗.

a) Exprese el potencial total del sistema

b) Encuentre los puntos de equilibrio

c) Encuentre las ecuaciones de movimiento de las partículas
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Saberos que con la ecracion maestra

Fat =dot

conseguirenos la ec. He mov. para el angulod y con esto podremos hacer Taylor (Sies que es necesariol y conseguir
la es de mar de un oscilador armonico donde podremos identificar la frequencia de pequenas oscilaciones

Primero definamos la posicion de cada masa ocuando un sist. Cilindrico centrado en el pivote

↳, =by DE=by- a* Drs= - ab



con esto podemos calcular las velocidades derivando una vez

BE=bi b =b6+a Is =ab

asi que los momentumns angular serian (Li
=m.r. xE:)

-[i =mbfx(bb) =mb

-[2 =m(by - a) x(b8 +ab) =m(b+aj

is s =m.(-a) x (ab) =majk

i. [i+= m)2b +2a"k =>d =2m(a+byd

Ahora calculemos los torques. Noteros que como ocpanos el mismo sist. de coord para las 3 particulas,
la fuerza peso para has 3 particulas es:

mig=mgcosb-mgsinb
asi que los torques (I: =r.x Fil serian

-I, =bix (mgcosb-mgsinda) =-mgbsinlk
& Fc =(by -ap) x(mgcosy-mgsinda) =-mgbsinph+mgacosa
↳ I = - a8 x(mgcosd-mgsind)=mgacoslk
· Fi+=2mgacos- Amgbsindh

Asi que la es. maestra quedaria commo

Frot =dt

> Imgacosa- 1mgbsindk =2m(a+ b)i

=>gacoso-gboind= (a+b4

> I =ggbsind
a +b2

b)Ahora, los puntos de equilibrio se dan donde la suma de fuerzas es 0 (por eso 2U18q0), o sea que la
acceleracion en ese eje sea 0 (por Newton), entences imponeros que =0y despejamos deque cumpla ess

=>0 =

ggbsinden () acodes binder tan dog-e
b



y por enunciado nos dicen que considereros a
=5.b

->tandeq=3)beg

c) Ya tenemos el pto. de equil. asique calculemes la freerencia de pequenas oscilaciones. Tenemos la EDO

o =gacosp-gcosb, donde definic=a"t

entences debennos considerar una pequena variacion en torno al angulo de equil o sea also come

q(t) =4 +8), donde 821 Luna pequena variacion)

Ojo que y seria variable. Entences reemplacemos en la EDO

=((+13 +8) =gqcos(413 +8) -gbsin(13+8)

donde el primer termino solo quedaria commoji, y para las funciones trigonom. usamos las propiedades

· cos(x+y) =cos(x) cos(y)-sin(x).sin(y)

· sin (x+y) =sin(x)cOS(y) +coS(x,sincy)

entences

> cos(113+8) =cos(13)cOS(8) -Sin (T13) sin(s) =1 -5
&Sin (H13 +8) =sin(3) cos(8) +coS(413) sin (8) = 25+

donde en el ultimo paso usanos la aproximacin cos18)=1 y sin (8)=8 ya que 81. Reemplazanosen

->i =g(t -38) -9/21)
> 3 =
- (3g +1978 +

ga-9

-> i = - w,8 +

8
-g, dande defini Wo'(* 9)

y sihacemos el cv.
I =5 -)I*-*9) - =

y
la EDO que nos queda es



= -w.

-) +Wos = 0

que es la EDO de un oscilador armonico confrecuencia de oscilacionwo=t9 que seria nuestra

frecuencia de pequenas oscilaciones.



P2
Como han visto en cases, podemos encentrar la ec. de mor para pequenas

Ya oscilaciones ocupando el potencial. Tenemos el potencial elasticoy el
gravitatorio.

Aig
Sidefinimos el potencial gravitatorio como D en la altura y=0, solo lamasar,

mehasen
fendria este potencialdistinto de O

=>Ug =

mgy()

donde definites las coordenadas den, con (x,y)= (X,,0) y para
-

m,X mccon(x,yz) =(0,y,)⑧

Ahora, tenemes dos resortes por to que tenemos dos contribuciones al potencialelastico

Ve=k(ra- D)"+(ro-D
Va

donde rs =y, y va lo poderos calcular can pitagoras Yz

ra =Vy?
7 X

·Vex,y) =1k(y!- D)"+ k/y.- D)" in

Ahora calculeros los puntos de equilibrio que deben satisfacer

2y =0 "ay)
=0 13

ya que hay dos grados de libertad. Parando (nyc en 131

-y =bly-D)y)"*0
-

y =k(Vty- D)By- +k(y, - D) +mig =0 (5)

Resolviendo esto al ofmetro, hataros que si los ultimos das terminos en 151 los igualo a 0, osea

k(yc - D) +m,g =0(yz =-

mg
+D

entences para este y el primer termino de (5) tambien tiene que ser O



kivy-D)y" *O

=>ty? -D =0

=>x =

+y2

=xig/k+Dl

que notamos que tambien soluciona (4), por lo que este punto seria un pto. de equilibrio

=>(xne,y,,z) =(Vik+D)", -mg(k +D)

Ahora calculanes las segundas derivadas y evaluanos en (Xne, Y,e) Chagato rstedes, no me pagan tan tol
↳ ext (oxys-eye) Dyne)
↳ t/ys-Kagen)

↳etg. (x,
y=
lens
-
Be

Entances, reemplazaros en mF: + DU =0, usamdo

U(x,y) =U2xie, Yae) +faxy-x,ye)(X-Xre)"
+ /ws-2-Yr

- In- *re) (ya-ye)

donde para consid war pequenas oscilaciones hacemos X,=Nea
+8x, y =

a,e+ 8yz

=>U(x,y) = U2xe, ya,e) + faxy)-(x,y)X
+ att (x,

y =(x,
ye
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y las ecs. de movimiento serian

m+ DU =0
-dependencia. No

esta multiplicando

-

=>m,3, +18x,8y) =0

10. ms + offys-eye8x + ensen,8y =0 is

y parami, m, + DV =0

=>m,s+,sy
=0

cas: m,sij,+ot/s 8g+eyline.8x =0 10)

donde (7) y 18) son las ecs. de mou. que gobiernan nuestrosist. ylas derivadas ya fueron calculadas
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