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P1.- [P1 C2 2020 Aceituno]

Una partícula de masa m se encuentra en un campo de fuerza de atracción cuya magnitud es
proporcional a la distancia al punto de atracción (F⃗ = −kρ⃗). En un cierto instante la partícula se
libera desde el reposo en una posición a una distancia ρ0 del punto de atracción (ver figura adjunta).
Cuando la partícula ha recorrido la mitad de esa distancia y su rapidez es v1 (se pide calcularla)
recibe un impulxso perpendicular a la trayectoria que le da una componente de velocidad v2 = v1/

√
3

en esa dirección.

Figura 1: P1

a) Determine el valor de v1.

b) Encuentre la rapidez máxima vmax y la menor distancia ρmin que la partícula alcanza del
centro de atracción en el movimiento posterior al impulso que cambió su trayectoria rectilínea,
en función de m, k y ρ0.
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P2.- [P2 C2 2015-2 Muñoz]

Un anillo de masa m deliza con roce desprciable inserto en un aro circular de radio R colocado
en posición horizontal. El anillo está unido al extremo de un resorte ideal de constante elástica k
y largo natural l0 = βR, con β > 0. EL otro extremo del resorte está fijo en un punto O ubicado
verticalmente osbre el punto P del aro a una distancia R sobre este.

a) Encuentre las posiciones de equilibrio del anillo. Indique para qué valores de β existen equilibrios
fuera del eje de simetría PQ.

b) Determine el rango de valores de β en que

i) P es eq. estable y Q es eq. inestable
i) P es eq. inestable y Q es eq. estable

c) Determine la frecuencia de pequeñas oscilaciones en torno a P para el caso b).i)

Figura 2: P2

P3.- [P3 C2 2003 Muñoz] Semi-propuesto

Para el anillo de la figura indique la o las condiciones de los parámetros m, l0, k, D para que la
posición mostrada sea un punto de equilibrio estable. En tal caso determine la frecuencia de pequeñas
oscilaciones en torno a él.

Figura 3: P3
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Auxiliar 15
P1
Separamos el problema en L momentos

,
antes y después del impulso , en ambos casos

solo existe la fuerza central ( por lo tanto conservativa )

F-= - taff ,
calculamos su energía potencial asociada

⇒ U= -¡kjdj = k¥+0.

donde podemos elegir la const. de integración Uo -O

⇒ U (f) = kp
'

⇒ E = tgmlv 12 + tapa
2 2

a) (Primera partedel mar .]

Se conserva la energía mecánica e inicialmente tenemos f.
= f. y III.F- 0 y finalmente

(justo antes del impulso ) , ff = f. 12 y 10712 = ví

E. = Ef

⇔ kpi = lzmvi + kpi
2 8

⇔ oí = m2 . ¿ kpi
= temp:

b) [ Segunda parte del mov ]

En el mar. anterior tuvimos un movimiento en línea recta (en la dirección - f) , ya que a lapartículano se le había impartido ninguna velocidad en É , ahora si .

Tendríamos que la velocidad inicial de esta parte del Mou.

es

^ ¡

Ñ -

É
-

E = -0. ¡ + V.Ó

i.

¡
⇒Él? vi+ oí

, y por conservación de la energía

•

◦
-

E = 21m (vi+ vi ) t kfí = 21m ( ¡4- ¡ ) + kp
'

8 2

Al igual que en el Ejercicio 3 , la velocidad máxima se tiene cuando se minimiza la energía potencial
y esto se da cuando la partícula no se puede acercar más al centro de atracción ,

o sea ¡ = O ☆

Explicación abajo
⇒ ¿mtoi + vil + ¥: = lzm ¡Ü + YI



Para conseguir una expresiónde Ó Ocupamos conservación del momentum angular
iii.

¡Ó = f.in?O-ini--finifiniO-ini--2-Q
⇒ E- pioi 1

4 ¥

⇒ ¡mtoi + vil + b.pi = 12m f.¡Yi ¡ t k¥8

⇔ O =

kzp
"
- *mtoi + vil + k¥1 ¡ + f-mfivi

hacernos el c.v. ✗=p ⇒ 0--12×2 - / f-mtoi + vil + ¥:| ✗ + 1-mfívi
8

⇔ a✗
'

+ bx + C = O

⇒ ×, , = - b ± ✓ bi - Hac = fn?
2a

donde tendríamos que fi = - b +TÉ = fina y fi = - b - V5- Hac =pmin (el que buscamos)
2a 2a

⇒ Umáx = fmínÉl f- fminl
= f. v. 1
2 fmin

☆ Se tiene eso
, ya que un gráfico de post sería de forma general

f%
Donde vamos que para maximizar o minimizar f , debemos↑"

y

imponer que la pendiente sea nula

fmin - - - - - - - - - ..
]

⇒ ¥
.

:-O ⇔ f- O



P1 con Newton
Aunque al comienzo es un movimiento unidimensional , usaremos un sist . de coord.

<
va
m

polares , ya que solo tenemos una fuerza central , por ende ,
un mov . en un plano
±

MY j -piu¡ +

¡ / ¡ÓIÓ ) =
- Kpj , con lo que obtenemos

Víi } ,
✓ ¡ ) m ( ¡ - PÜ) = - by m ; Ó ) ¡ ddz /¡Ó) = O (2)

•
☒conservación

a) Como en la primera parte el movimiento es solo en f ⇒ Ó = Ü = O
, por lo que integramos (1)

(1) → ¡ = - km f | fdp y truco mecánica

¡¡dj = - km/¡fdf | por enunciado f.=O
^

f.=p.
¡◦

¥ = -2km (¡ - f.2) (3)

Y notamos que Un = ¡ lf=p /2) ,
evaluamos en (3)

⇒ Élµ» = - b- ( ¥ - fi ) = 2km . 3-4 f.
'
= 3g km fi ⇒ Un = f.)31-12 2m 4m

b) Luego deaplicada la velocidad 0a ,
semantienen las ecs .

demovimiento
,
solo cambiar las condiciones

iniciales
.

Usamos la conservación del momentum angular ( (2) ) para obtener ÓCP

(2)→ f = fin? É. = f.ni V2 ⇔ Ü = ¥ , reemplazamos en (1)

212
⇒ mlj-pe.jo#)--m(i-e;j-:)=-kp
⇔ ¡ = 7¥ ¡ - km f | fdp y truco mecánica

⇒ /¡ ¡di = k¥4!¥ - km/¡¡de / ¡ = "

⇔ E- ¥ = e.÷ .
-:( ¡ - )

-Emll
"

¥ )
⇔ En = Ei -7¥ ( ¡ - )

-End Í - ¥ )2

Conesto podemos calcular la distancia máxima y mínima imponiendo ¡ ÍO ,
O sea

, que lamasadejede

alejarse o acercarse respectivamente

¡⇒ ⇒ vi - e.¥ ( ¡ - %)
-Emll

"

¥ ) :O /Í
2-



⇒ Ei - e.:-( ^ - ¡ ey
-En µ

"
- EN"

⇔ En f
"
- ( ¥ + E) ¡ + e:* = ◦

Hacemos el cambio de variable ✗ =p
2

⇒ temí - (¥ + E) ✗ + f:# = O

que es una ecuación cuadrática y tiene dos soluciones ✗+
.
- ,
donde tomamos ✗

_ que es
tomando el signo negativo de la sol . de la ec . cuadrática

, luego fmin = TE y por conservación
delmomentum angular DE = 1-

mf
tenemos que si f es mínimo, la velocidad es máxima .

☆ Importante notar la diferencia en la longitud y complejidad del cálculo ,
en comparación a usar energía



P2
[Vista desde arriba ] Para este problema primero debemos encontrar la distancia desde la partícula

al punto 0,
en función del ángulo ⊖

, para así poder calcular la fuerza
- elástica .

Por dibujo tenemos que

porti . r
"

g§É Rsino Á = ( R- Reos⊖)' + Dísin '⊖
- § -

po •--
-
-
7-
-

¡
= R2 -21240s⊖ + Dícoó⊖ +Dísin⊖

'

R
'

'

Ruso
'

= 2122 - 21240s⊖ = El2-2cosa )

Por lo que la distancia r sería tan
/

si = 122+1242-2cosa )
•

Ihhhyy.IR
= 1243-2cosa) n

'

:* :
-

-

-

÷ .Así que la fuerza elástica seria ( eligiendo un sist . en esféricas centrado
en O )

,

R- RCOSQ

F-= - la ( r - lo ) Ñ Fig 2 : De aquí se ve que

◦

r? Rat (R- Reos⊖)
'

+ (Rsin⊖ )
'

= - klr - BR ) F

Calculamos la energía potencial con F- =
-PU iris⇒ U = - ¡- klr - BR) dr = klr-BRY2

= b- ( RV3.2coso - BR )
'

2 1 RH = RV 2-2 COSO o

= KRY V3-2coso - B)
2

2

Ahora
, elegimos un sist . coord. polares centrado en el centro del anillo . Expresamos la energíamecánica

E- 12m 1Er + UCO) = 12M¥ + KRY V3-2coso - B)
'

LÁ
Encontramos los puntos de equilibrio

suerte. = KRYV3-2cosa - B) 1 2sino ÍO ⇒ (13-2cosa - f) sino ÍO
20 2 3-Los⊖

por lo que tenemos puntos de eq .

Cuando sino ÍO ⇒ ⊖
.

= O
,
⊕ y cuando



V3 - Los⊖ - B ÍO

⇒ 3-2cosa=p
≥

⇔ Cos⊖ = 3- pó
2

como coso el-1,1 ] ⇒ -1 ≤ 3-212≤ 1 ⇔ -2≤ 3- BIZ

⇔ - SI -pi ≤ -1

⇔ 5≥ pá≥ 1 ⇔ TE≥ p≥ 1

b) Derivamos denuevo

QUE# =D ( KR
≥ ttstncoso -B) yzÍ¡_g)20-2 ☒

= KR' # ( sin⊖ - p sin⊖ )V3-20080

= KRZ (Cos⊖ - B ( cosaV3-200 - sin ) 3. ¡cosa )13-2cosa

Para 0--0 ⇒ ¥÷/
a.◦

= KRY1-BUM - 0 ) f- )
= KRY 1- B)

Para A-ñ ⇒%ü /
⇔

-
- KRY -1 - Bl -E - 0 ) f- )
= KR ≥ 1-1 + BEE )

i) P estable > 1-p> O ⇔ 1 > B y Q inestable > -1 + pq < O ⇔ p < TE

Ü) P inestable > 1-B < O⇔ 1 < B y Q estable > -1 +Bpz > O ⇔ p >
F-

C) Como la energía es de la forma E- = G-
É +0¥) ⇒ W.

= | U:# LQI .

En este caso
✗

⇒ vi. ÉÉÍÍ = Emma
MR2



P3
Calculando las distancias desde el origen de cada resorte a la partícula

15
rí= (R- Reos0-5 +123in⊖ = 2122 -21220s⊖;÷÷Üᵗ;m

y
ra ri = ( Rt Rcos⊖Y + Dísin20=21221-212%050

"

Ruso
"

Por lo que las energías potenciales elástica serían :

Oslo ) = lzklr, - lo F-21k ( RV2-2cosa - lo)
'

☆ R=D/2

020-1=12 letra - lo )
'
= 12k ( Rt2+2 cosa - b)

≥

Y la energía mecánica sería de la forma
E-12mn12 + 1k ( RV2-2cosa - lo)

'

+ 1k ( RT2+2 cosa - b)
≥

tmng Rsino~

,
2 2

,

Ueff
Calculamos los ptos .

de eq .

%; = lzk / 2 ( RV 2-2cosa - lo ) R sino - 2C RV 2-+2cosa - lo ) R sino | + mg Rcos⊖ ÍOV2- Los⊖ ✓2-+2cosa

⇔ RÍO - loRsino - RÍO + loRsino + MGRCOSQ =D
Éso t.ES la

juntamos todo en una gran fracción multiplicando por ✓2-2caso ✓21-2caso . la = KV 4-4caso

^ (- kloksino-V21-2coso-tkloRS.in0-12-2caso + mg☒coso✓22000--12+22%-0
2V4-4coso

☆

⇒ -Masino ( ✓2+2cosa - 12-2caso ) + mgcaso ✓2-2caso ✓2+2caso = O /

donde por inspección notamos que se cumple para 0--11-12 , que sería nuestro punto de eq .

☆El denominador es =/O para 0--11-12 , por lo que todo bien

Ahora
,
derivamos otra vez para imponer condiciones para la estabilidad

Usando el poder de la tecnología que claramente ustedes no pueden usar en control ,llegamosa que
JUÍ# (0--11-12) = 14 (252k lo -4gm ) R ÍO
20 \

para que sea estable

⇒ necesitamos que TEK lo > 2gm



O sea
,
tener resortes muy

"

fuertes
"

que hagan despreciable la fuerza peso

Luego la frecuencia de pequeñas oscilaciones se calentaría como
WÍ= UÍ# (0--11-12) = 1 (252k lo - 4gm ) R 1-

a 4 mpí
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