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P1.- Oscilador amortiguado

Resuelva la ecuación de movimiento de un oscilador amortiguado, o sea, encuentre x = x(t).

ẍ + 2“ẋ + Ê2
0x = 0 .

Considere el caso “2 ≠ Ê2
0 < 0 y considere que en el tiempo inicial la partícula está en la posición x0

y se le da una velocidad ẋ0.

P2.- P3 C2 2015

Considere un alambre que describe una curva parabólica del tipo y = ax2
en un plano vertical.

Un anillo de masa m desliza con roce despreciable por el alambre, unido a un resorte de largo l0
y constante elástica k. El otro extremo del resorte se encuentra atado a un punto fijo localizado a

una distancia D del punto (0, 0) del sistema de coordenadas (x, y) (ver figura). Asuma a = 1/l0 y

D = 2l0.

a) Si el anillo se encuentra inicialmente en el punto más bajo de la parábola, determine la velocidad

v0 con que se le debe impulsar para que alcance una altura D sobre la posición inicial

b) Demuestre que el punto (0, 0) es un punto de equilibrio estable

c) Determine el periodo de las pequeñas oscilaciones del anillo alrededor del punto de equilibrio
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Formulario

Puntos de equilibrio

De tener únicamente fuerzas conservativas (o que las no conservativas no ejerzan trabajo), los

puntos de equilibrio r0 cumplen que

ˆUtot(r)

ˆr

----
r=r0

= 0.

Estos puntos pueden ser equilibrios estables o inestables según el signo de la segunda derivada

ˆ2Utot(r)

ˆr2

-----
r=r0

> 0 (estable) ;
ˆ2Utot(r)

ˆr2

-----
r=r0

< 0 (inestable) ,

donde Utot está en función de la coordenada r y es el potencial total del sistema, o sea

Utot(r) =

ÿ

i

Ui(r) .

Si la energía puede ser escrita en función de una sola variable, en este caso r, la frecuencia de

oscilación en torno a los puntos de equilibrio estables está dada por

Ê =

Û
ˆ2Utot(r)

ˆr2

----
r=r0

1

m
.
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Auxiliar 13
P1
Tenemos la EDO de segundo orden , homogenea y de coef . constantes :

+ 28x + WiX = 0

Para este tipo de EDOs ocuparnos , linomio caracteristico, con el ansatz x = e
*t

=> 2+ Lyle
*
+ Woe

*
= 0 / . ext

< 1 + 28 1 + Wo
=

O

=> 11= V48" - 4Wo = - J = Vy
:

- wi (1)
L

donde en general tenemos 3 casos :

-W: O I- Wo = O 8
=

W: O

d

in>
- -

Sub-amortiguado Amortiguamiento critico Sobre- armortiguado

Nosotros consideraremos <W.. Ocupando (1) tenemos la solucion

X (t) = Ge
A
+ Gett

= Get eve-wit + Cetvr-wit

donde la raiz es imaginaria, asi que lo haremos explicito

T : =VW -f ER X(H) = G e eir + Ge'Ut firt

= Cie (Coscot) + isin (ut)) +G' (cosltt) - isin (tt))

= (G1 + (2) CosCut) + (iG-ic) eusin(tt)

-ecoslut) + Ge-sin(tt



e impongamos C .
I

.

-X(t=0) = X. = Xo = [i . 1 + 2.0 X(t = x. ecoslit)+esin(tt

"X(t=0) Ex
,
X(H= (-XTsin(tt)+TCos(tt)

- ye-vt(Xocos(+t) +@sin(tt)

=> Yo = CT - JX => C = Not
x

.
- X(H = X. e

"
CosCut) + (UxX. /e-sin(ut)



P2
El resorte y el peso son fuerzas conservativas , y la normal nogenera trabajo

.. Se conserva la energia mecanica Is

a) Calculemos Utot

D

&

y =ax .....· Potencial elastica : Uz(r)=
1k(r-l

= k(Vx + (y +D) - 10) -

> x

y + D

-

Potencialgravitacional : Ug(y) = rgy f

X

I -

Asi que la energia mecanica es

E= K+Un = 1m(x+ i) + k(Vx+ (y+D)" - b) +rgy Y =x

6 it ,
De 6

=Arm (1 + 4x'XY) * +1h(VxX" + (2ND + 1)x'tD - 1)
"

+mga

(
-m (1 + 4x2) * AAR(Vt" + 5 X" + 41" - 10) + e

Nos dicen que inicialmente consideremos (1= 0., X.= 0

E
.

1 mz:+k

y para el tiempo final 181 = 0 , y D => X + = PT = CE

=> Ex=
1klo (35 - 1) + Zag

asi que por conservacin de la energia

Es = E- v
.

= blo (3-1) + 496-( m



b) Tenemos la energia potencial total

Utr(x) = Vi
=
Af (Pt + 5 X + 41" -10) + g

e

y como la energia mecanica se conserva ,
los ptos. de equilibrio estan dados por

IUtot (x) = O
8x

↳ LUb(x = k(VF. -b) . (4X3 + 10X) + Im
waiting

-

·

= 1- )(2 + 10X) + hm
donde vemos que el punto x = O comple con ser pro. de equilibrio. Derivamos otra vez

②'Um(x) = Kl(3(4 + 10x) + (1- )(12X + 10) + 2nngEx2

que al evaluar en x =0

8 Unt(x)f = (1 - b) 10 = Ek /2 - 1) + 2mg >
lo

asi que es estable.

Sabemos que cuando se conserva la energia mecanica , la frecuencia de pequenas escilaciones
estadada por

Wo = 1 . 2U(x)m

=t (2-10) +lo

y el periodo esta dado por T=ZT


