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P1.- Sólido rígido

Un disco de radio a y masa M se encuentra en el punto más alto de un semicilindro de radio
R fijo al suelo. El contacto entre el disco y el cilindro está caracterizado por un coeficiente de roce
estático µe. En cierto instante, el disco es sacado de su punto de equilibrio y comienza a rodar sin
resbalar sobre el semicilindro.

a) Escriba la segunda ley de Newton válida para la posición del centro de masas del disco mientras
éste rueda sin resbalar. Deduzca expresiones para la fuerza normal y la fuerza de roce en función
de ω, ω̇ y ω̈.

b) Determine la relación entre ω (el ángulo de la posición del centro de masas) y ε (el ángulo que
describe la rotación del disco con respecto a la dirección ϑRcm/|ϑRcm| ).

c) Determine expresiones para el momentum angular del disco y el torque sobre el disco con
respecto al centro de masa del disco.

d) Determine la ecuación para el ángulo crítico ωc donde el cilindro empieza a resbalar.
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P2.- Lagrangiano y modos normales

Dos partículas de masa m están confinadas a moverse a lo largo de un alambre curvo descrito
por la ecuación y(x) = (x2

→ L2/4)2/L3. Estas permanecen comunicadas por medio de un resorte de
largo natural L y constante elástica k, tal como lo muestra la figura. Se cumple que m = kl/3g.

a) Encuentre las ecuaciones de movimiento de pequeñas oscilaciones, en torno a los puntos de
equilibrio x± = ±L/2

b) Determine los modos normales, junto con sus frecuencias
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Formulario
Tensor de inercia

Para un sólido rígido con una distribución continua de masa (no necesariamente homogénea),
su tensor de inercia, tomando como pivote/origen un punto O

→, se calcula como

IO→ =
∫





(y→)2 + (z→)2
→x→y→

→x→z→

→y→x→ (x→)2 + (z→)2
→y→z→

→z→x→
→z→y→ (x→)2 + (y→)2



 dm→

que también se puede escribir como

I ij
O→ =

∫
(r→2ϖij → x→

ix
→

j) dm→ , con i, j ↑ {1, 2, 3}

donde x→
1 = x→, x→

2 = y→, x→
3 = z→, r→2 = x→2 + y→2 + z→2 y ϖij = 1 si i = j y ϖij = 0 si i ↓= j.

El diferencial de masa se expresa de distintas formas según si el sólido es lineal, superficial o
volumétrico

dm→ = ϱ dl→ , dm→ = ς dA→ , dm→ = φ dV → .

Ecuaciones de movimiento

La relación entre el momentum angular y torque de un sólido rígido es:

dϑLO→

dt
= ϑ↼O→ ,

donde ϑLO→ es el momentum angular medido con respecto al punto O
→ y ϑ↼O→ el torque medido

con respecto al mismo punto.

El momentum angular tiene dos formas (equivalentes pero útiles en distintos contextos):

ϑLO→ = M ϑRCM → ϑ̇RCM + ICMϑ!CM

= IO→ ϑ!O→ ,

donde ϑRCM es el vector posición que va desde O
→ hasta el CM, IP el tensor de inercia calcula-

do con respecto a algún punto P , y ϑ!P la velocidad angular del sólido medida con respecto a P .

La segunda Ley de Newton para un sólido rígido se expresa como:

Mtot ϑ̈RCM = ϑF ext

con ϑF ext =
∑

i
ϑF ext

i la suma de las fuerzas externas actuando sobre el sólido rígido.
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Lagrangiano

El lagrangiano L se calcula como
L = K → U,

donde K es la energía cinética y U la energía potencial del sistema. Se deben considerar todas
las partículas del sistema.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se calculan como

d
dt

(
↽L

↽q̇

)
→

↽L

↽q
= 0,

donde q es una coordenada generalizada, puede ser: q = x, q = ω, q = r, etc. Estas ecuaciones
nos dan las ecuaciones de movimiento del sistema.

Modos normales

De tener un sistema de ecuaciones de movimiento con forma de M.A.S. vectorial, como el
siguiente:

ϑ̈r + !2 ϑr = ϑ0

↔
d2

dt2





q1
q1
...

qn




+





!2
11 !2

12 · · · !2
1n

!2
21 !2

22 · · · !2
2n

...
... . . . ...

!2
n1 !2

n2 · · · !2
nn









q1
q1
...

qn




=





0
0
...
0




,

se pueden calcular sus modos normales de oscilación, que serían los autovalores de la matriz
!n↑n. O sea, queremos encontrar los ⇀2

i que cumplen la ecuación de valores propios:

!2

n↑n → ⇀2
i In↑n


ϑvi = ϑ0

↔





!2
11 → ⇀2

i !2
12 · · · !2

1n

!2
21 !2

22 → ⇀2
i · · · !2

2n
...

... . . . ...
!2

n1 !2
n2 · · · !2

nn → ⇀2
i









vi,1
vi,2
...

vi,n




=





0
0
...
0




.
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Auxiliar 11
P1

a) Para 2* Ley de Newton es conveniente definir el ↓
origen del Sist. en un punto fijo en el espacio. ↑P migUtilizando coordenadas cilindricas centradas en P

tenemos que la acceleracion del CM es

Rem = (R+a)
=>m = -(Ral + (R+a) &

- -

Mientras que las fuerzas actuando sobre P ~
el cilindro son

= N + Fr-Mgcos +Mgsint
entences las EoM escalares Serian

Y) - MIRtaE = N-MgcosO => N(GE) = - MIR+ alE + Mgcost (1)

E ) Mirra = Fr + Mysin EFr(e, ) = MIR + a)-Mgsint (2)

* Ojo que, a diferencia del auxpasado, ahora Fr =+Fr positivo, ya que la fuerza de roce

estatica es la que permite que el cilindro avance rodamdo
t=o

mainmiento
t > 0

b) Antes de encontrar la relacion entre by A, primero
->

analicemos el caso del disco rodando en un plano
horizontal (figura de la derecha). &

a ↳
En este caso tenemos que a la vez que el cuerpo

avanga Luna distancia x) ,
este gira sobre su eje Cunangulod) .

I
X

Como el cilindro rueda sin resbalar, lo que avanza en el plano debe ser igual al arco
que subtiende el angulo de giro, o sea

x = ad

thora, valviendo a nuestro problema ,
el arco del cilindro siguesiendo ab, , pero ahora

el cuerpo avanza en una superficie curva, que estaria dada por (R+alo
. Entonces,

nuestra relacion tyd es
(R+alt = ad



y derivando obtenemos

(R+al =ap (rtal = ag (3)

c) Queremos ocupar la relacion

=Tex
It

donde para el momentum angular hay 2 formulas

-[0 = Manx in Fant in
↑vel.ang. Oral CM

-

Io = Iobo
↑ vel ang .

dr al punto O

Usar una o la otra va a depender del problema. En este caso ocuparemos la segunda
yconDehlaposicindMalcentrdeclnddeestaform el torque (qusea

* Para ver un problema donde se ocupe la primera formula, les sugiero checkear la P3
del Examen 2023 de Gonzalo Palma

Ahora, para un disco homogeneo de masa My radio a tenemos que su tensor de

inercia medido dral CM es

(Ma14
0

I
I'm

I Vistade como se definieron
Fer =

o
May &0· las ejes para calcular Iom

O Mal2

y por regla de la mano derecha podemos ver que el cuerpo rota dr a l en el sentido nega-
tivo, o sea

=18
Recordemos que definimos O= CM

,
entences

[cn =-Mar =MIt

Mientras que el torque solo tendra contribution de Fr = Fr
,
donde I'' un

Sist. Cilindrico con origen en CM, asi que

=Fr =Fr

y juntado todo



den =F

Ma = a

y usando (3)

=MIRt = -Fr (4)

d) El disco comienza a resbalar cuando Fr = NMe (recordar que el roce estatico comple
que Fra NMe) ,

asi que tendremos que ocupar (1)
y 121. Primero encontremos

= (0)
,
asi que reemplacemos (4) en (2)

-M(Rta) = Mrta-Mgsin

=> : = 2g sint /do3r + a)

=> jd=29 jsin
-8 = 4g(1-cost

3(r + a)

que podemos reemplazar en (1)

=> N(0) =
- YMgR (1-cost) + Mgcost3(r +a)

= Mg (7R+3a) cost-4MgR
3(R +a) 3(r+a)

mientras que (2) Seria

=> Fr() = LMgR sinG-Mgsint
3(r +a)

=- Mg(R+3) sine a

&

y la imposicion
Full NLOM Seria

-Mg(R3 Sint Myle (7R +3a) cost -YMI 3(R + a) 3 (R+a)



P2
Is

al Para encontrar las ess .

demov ocuparemos

Lagrangian . Y como nos piden los modos
↓g normales de oscilacion, ocuparemos pequenas

Yz
2 perturbaciones para aproximar el Lagrangiano

W a segundo orden/grado para que las EoMs
seam de primer orden ,

o sea que tengam la
forma de un M

.

A
.

S.

1

Ye Primero calculemos la energia cinetica de
> X

cada particula. Ocupando coordenadas Cartesia-
X1 Xa has tendramos

Ki = Im( +ji) bk=m(xi +yi)

pero como ambas particulas se nueven por el viel , la coordenada y esta relaciona con y ,
de la

forma

y = f(x - (44)) = 12(x + 212)(x - 212)]"(1)

que es una relacion algo complicada , por lo que empezaremos a aproximar. Por intrician los
puntos de equilibrio estables estan en X = 1/2

,
-12 (en los puntos mas bajos del riel) ,

paloqueconsideraremosupuntdedeyede.
equilibrio, o sea

· Xi(t) = - 1/2 + SX1(t)
,

· x(t) = 112 + Sx(t)
,

con 18411
,
18x211Xt

Reemplacemos estas expressiones en (1) donde solo nos quedaremos con terminos de hasta Ex

·

ye=(-2 + 8x +(2)) - 22 +Sx- 2/2)]

=-Ex
orden 4

-Lexi]
=* Sxi



·

yz = / ((212 +8x. + (12) (212 + Sx - L12)]"

= (8xi + 18x]

=SearSe 128x)
-

Asi que las derivadas temporales de y: en funcion de x: serian

· i =Is i =Is
que reemplazoos en la energia cinetica

k==m () +m
sin embargo, notamos que las contribuciones de : son de la forma

Sxgiz

que es un termino de orden 4
, por lo que los despreciamos. Finalmente, la energia

cinetica seria

=msm
thora vayamos por la energia potencial .

Tenemos des contributiones :

- Potencial gravitatoria : Us =

migy
- Dotencial elastica : Ve

=1k(r-1)

donde la gravitatoria total, en funcion de SX, seria

Ug = Ugi + Ugz = mgyi + megy

= mg1Sxi +mgSX
que es una expression de orden 2 ,

asi que no despreciamos nada.

Para la potencial elastica solo tenemos un resorte
, por lo que sera una sola contribution.

Recordemos que el r de Ve es el largo del resorte, que geometricamente seria



-

-
r= V(Xz- x1)

=

+ (yz - y -
)2

M

que en funcion de las perturbaciones Sx
I
mmmeue Yz - Ye

seria
r

-

r = /(z + 2x + 2 -Sx) + ( - Si) , I

X2 - X1

= V(L + Sx - Sx1) + 8 -Gxixi +Ex
(2

Penseos en (2) como una funcion de la forma VL + E
,
donde e representaria la

summa de todos los terminos de 121 sin contar el 12
, y que cample e1 ,

entences si

expandinos hasta orden 1 en e

VL + E =Z IEEE In21
asi que la energia elastica seria

Ve =1k(r-1
donde e aparece al cuadrado , y como tiene expression

E = 21Sx-218x1 + Sxi + Sxi-28x1Sx + 8 -xixi + Ex
(2

solo sobreviviran los terminos de order 1
, ya que al cuadrado serian de orden 2

Entences

Ue4(8x -Sx

=k(8x-Sx)
que es una expression de orden 2 ,

como se desea.

Ya tenemos todo para expresar nuestro Lagrangiano Cuadratico /orden 2
L = k-U = Imm-mgxi-mgSk(Sx-S
y para calcular las EoMs usamos E-L

.

Primero para Sx

= -LmgSx +k(8x-Sy



=mm
... + 298-k(8x-Sx) =03

Y para SXz Seria

= -LmgSx-k(SX-Ex

=m =m

:. jiz + 2q8x +&(8x - Sx) =0(4)
m

donde (3) y (4) serian las EoMs de pequenas escilaciones.

b Para calcular los modos normales de oscilacion del Sistema
,
tenemos quejuntar

(3) y (4) en una ec matricial de la forma

i +2 = 0

que en este caso seria

(8) +(tklmkm)() = ( %)

que formando m = kL/3g

+(g)
Los modos normales estan dados por los autovalores de la matriz de 2x2 que acompana a

↑. La ec de valores propios seria

1591-W-3g = (5g-will-

=> 5gl-w = + 3g/L

↳ W"=g ,



Conestoconsegrimolafrecuencias de osilacion,, pero tambin necesitamos los autovetoas
we= 29/L

(5glLgILg)(3) = 1 % )

# )() = (8) = (a) =(1)ambasparticlesasmo sentido

y normalizado

a(11)ar) ! ) = 1 = a =t w
Y para la otra frecuencia ~Tim
w"= 8g/L

I·3(1)(a) = () () = particulaoscillate
arios

y normalizando az = 1/E

wmmm

#Th

* Nota : Al principio puede ser complicado estode las aproximaciones. Con la practica aprenderan
hasta donde deben aproximar una funcion para que aljuntarlas con las otras

,

les quide
una expression deMaximogrado 2.


