
Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas

Departamento de Física

FI3111 – Mecánica Clásica

Auxiliar 10
Hamiltoniano II

Profesor: Fernando Lund

Auxiliar: Javier Huenupi

Ayudante: P. Joaquín

P1.- Movimiento armónico

Determine las transformaciones canónicas definidas por las siguientes funciones generadoras:

a) Escriba las ecuaciones de movimiento para un oscilador armónico con frecuencia Ê(t), en función

de las variables Q y P , usando la función generadora

F (q, Q, t) =
1

2
mÊ(t)q

2
cot Q

b) Escriba las ecuaciones de movimiento para un oscilador armónico (con Ê constante) sobre el

cual actúa una fuerza externa f(t), en función de Q y P , usando la función generadora

F (q, Q, t) =
1

2
mÊ

5
q ≠ f(t)

mÊ2

6
cot Q

P2.- Oscilador anarmónico, again

Considere pequeñas oscilaciones para un oscilador anarmónico cuyo Hamiltoniano es:

H =
1

2

1
p

2
+ Ê

2
x

2
2

+ –x
3

+ —xp
2

bajo la condición que |–x| π Ê
2
. |—x| π 1. Encuentre los parámetros a y b para la tranformación

canónica producida por la función generadora

� = xP + ax
2
P + bP

3

tal que el nuevo Hamiltoniano no contenga ningún término anarmónico a primer orden en –Ê
≠2

Q y

—Q. Encuentre x(t)
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Formulario

Ecuaciones de Hamilton

A partir de un Lagrangiano L en función de las coordenadas y velocidades, qi, q̇i, los momen-

tum conjugados se calculan como

pi © ˆL

ˆq̇i
.

A partir de los momentum, el Hamiltoniano H del sistema se calcula como

H =

ÿ

i

piq̇i ≠ L ,

donde los q̇i se expresan función de los momentum {pj}.

El simil de las ecuaciones de Euler-Lagrange de mecánica Lagrangiana, en mecánica Hamilto-

niana son las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
ˆH

ˆpi
· ṗi = ≠ˆH

ˆqi

Las cuatro transformaciones canónicas básicas son:

F = F1(q, Q, t) ∆ pi =
ˆF1
ˆqi

· Pi = ≠F1
Qi

F = F2(q, P, t) ≠ QiPi ∆ pi =
ˆF2
ˆqi

· Qi =
ˆF2
ˆPi

F = F3(p, Q, t) + qipi ∆ qi = ≠ˆF3
ˆpi

· Pi = ≠ˆF3
ˆQi

F = F4(p, P, t) + qipi ≠ QiPi ∆ qi = ≠ˆF4
ˆpi

· Qi =
ˆF4
ˆPi
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Auxiliar 10
P1
a) Endl auxiliar anterior obtuviros el Hamiltoniano de on M.

A
.

S
.

H = P + 1kq = p+ mwq=p'min"
donde notarmos que si haceres una transformacion de la forma

p
= f(P)cos -q = f(P) sin (A)

mur

y reeplazarmes en el Hamiltonianc

H = 1 (fP)cos+f'P)sin]
= flP

2m

donde ahora seria una coordenada cidica y las ecs .

de Hamilton seria trivial
,

asi que bus-

queros und forma de obtener una transformacion canonica con estas caracteristicas
.

Nos dicen que opennes la fr generadora

F(q,
2) =

-
mwq'co

que solo depende de qy ,
asi que viendo la Tabla del formulario, saberos que las transf .

canonicas estan dadag por

p
=

FF = muqcoth (n)" P=-tErwq (2)

Sin

pero quereros obtener q
= q(h,

P) y p
= p(C,

P)
,

asi que despejernos q de (2)

2P sin (3)=> q(R ,
P) =

mw

y reemplazando en (1)

-> p(h ,
P) = 2Pmw cos (4)

con to que conseguinos expressiones cormo (b)=> f(P) = 2Pmw
, asique A seria

H(L
,
P) = Pu

Yaque F(q,
2) no depende explicitamente del tiempo ,

bet = 0
,
entences K = H y

las EoMs serian

-R = 1 = w i i = - 2 = 0

zp ②

y las sols . Serian :

> ⑫ (t) = Wt + ⑳ -P= P
. y reemplazando en (3)y(4)



=> q(t) = 2P sin(wt+hol p(h ,
P) = 2Porw cos(wt+ho)0

mu

y renoumbrando las otes . por estetica

D

&

· q(t)
= Acos(wt) ↑p(t) = -mwAsin(wt)

donde se for .
= & un desfase que podemos elegir como = 12

b) Tendrianos to misro que antes ,
solo cambiarian las EoMs

, ya que ahova la furgeneradora
depende explicitamente del tiempo
La funcion K seria

k = H + 2 = Prit + /mcc+ qcoOh)

=PWCt+miqo

= PWIt) + It P sincos
W(t)

asi que las ecs .

de Hamilton serian

· R = 2k = Wit + w sin cost -p = -

ek= P /cos-sin
jp

Notamos que si tomannos Wit =Wete
.
Obteneros lo migrmo de antes



P2
Usarmos unafuncion generadora de segundo tipo

Fc(x
,
P

,
t) = &(X

,
Pl = xP + axP + bP>
*

de segundotipo, FC (q ,
P(

entences teneros que las transformaciones canonicas estan dadas por :

p
= 20 = P+ 2ax (1)

d

⑫ = 10 = x +ax + 3bP (2)

2p

Ahora
,
necesitanos encontrar X

, p en funcion unicamente de ⑫
,
P

,
asi que deberianos

despejar x de (2) yobtener x = x (C,
P) y luego reemplazar en (1) para encentrar p

=p(d ,
P)

.

Entences es recommendable comenzar a aproximar , ya que (2) es una ec. cradraficaen x
.

Tenermos -

&
-

-podennos tormar cral quiera
-

X- =- 11V1-12abP+ 4aR = -1 I 1
- 3bP+2a 20 4a

expandines en Taylor er a a = 0 hasta primer orden

-oX
,

= h-3pp-b-a+ 0(a) = &-3bp-dabp+ GabPR-aR+ Ola
- -

con signo + 0(a 0(a) P(a

y es facil notar que si tambien b es pequeno ,
los termines aby ab son despreciables

-> X = h-442- 3bP (3) Yorden Pla"br) con nem= 1
m w -

Olab' Olaby Olaby

asi que reeplazando este x en p ,
usaros solo x =

=>

p =P +2aP(4)

Entences
,
el Hamiltoniano escrito en estas nuevas variables seria

H(R
,
P)= 1) (P+haup] + wiLR-aR-3bp7Y

+ a(R-ah-33p2+ B(Q-a4-33p(p+2aup)

y solo considerarenos hasta orden 3 en ⑫
,
P(4"pmf . q .

n +=3)

=) p + 4amP+ w"IR-Ca-6bUP) I orden Olabma) con n+m+ +r- 1

+x[] + B(MP] + 01=4)

=(P wiR"+1-aw+a) + [Ca-3wb+] ⑭P

↳ tenermos totallibertadde elegirgybcomo queranos ,
entences los elegimos para atare

-aw+ x =0 La-3w'b+=0



=> a = x1w = 3bw =

B + 2
de esta forma ,

ahora el Hamiltoniano seria

H(2
,
D) = 1 (P +wi

que es el Hamiltoniano de un M
.

A
.
S

.

de toda la vida
, que podermos resolver can ec.

de Hamilton
donde tenennos

k = H +

2
= H

, yaque
= F, no depende explicitamente del tiempo

- R = 2H
=
P - p = - rH = -w

L 20

=> = P = - wid = & = Acos(wt) => P = - wAcas(wt)=> P=-wAsin(wH

y reeplazanos en las expressiones (3) y (4)

- p
= P +2aP = -wAsin(wt)-2Wa(x

,
w) Acos(wt)sin(wt)

xx = b -aL-3bP= Acos(wE) -aAcos"(wt)-3bw'Asin(wt)

= Acos(wt) -xAcos (wH-/B + Asin'(wt)
W2

= Acos(wt) -aA+ A Sin(WA-BA'sin?(wt)-2aAsin"(w)

= Acos(wt) -A -( B) Asiniwt) = x (t)

con to que encentrannos la solucion de X(t) sin utilizar aproximaciones sucesivas


